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STUDIA MATHEMATICA, T. XIX. (1960)

Distributions & valeurs dans les réunions d’espaces de Banach

par

J. MIKUSINSKI (Katowice)

1. Introduction. Les distributions sont une généralisation des fonc-
tions. Pour les fonctions dont les valeurs sont des nombres, les distri-
butions correspondantes sont les distributions & valeurs numériques; ce
sont les distributions bien connues aux mathématiciens et aux physiciens
depuis plus d’une dizaine d’années. Si les valeurs des fonetions considérées
sont les éléments d'un espace vectoriel plus général X, on aura, pour
généralisation, des distributions & valeurs dams X; quelques hypothéses
convenables sont alors & faire pour 9.

L. Schwartz a supposé, dans ses travaux publiés en 1957 [4] et en
1959 [5], que X soit un espace topologique localement convexe séparé
quasicomplet. Cette supposition conduit % une théorie difficile qui né-
cessite de profondes théorémes d’analyse fonctionnelle, Tout récemment
J. Wloka [7] a publié une théorie des distributions & valeurs dans
P’espace O des opérateurs de Mikusirigki [2] (*). Quoique la définition de
ces distributions opérationnelles soit trés simple, elle échappe & la théorie
de L. Schwartz, car 1’espace O n’est pas topologique.

Est-il possible d’attribuer & l'espace X de telles propriétés qu’on
en obtienne une notion de distribution assez large pour les applications
et embrassant aussi les distributions opérationnelles?

Nous donnons, dans cet article, une réponse positive. Nous supposons
que X soit une réumion d'espaces de Bamach, cette notion étant précisée
dans la suite. Nous nous servons de la méthode de complétion, en partant
de certains espaces de fonctions continues. Cette méthode a déja été
appliquée avee avantage aux distributions & valeurs numériques. De plus,
la méthode de complétion est beaucoup plus élémentaire et n’exige aucune
préparation de l’analyse fonctionnelle. Quelques propriétés élémentaires
d’espaces de Banach, qui sont nécessaires dans la suite, sont rappelées

(*) La notion d'une telle distribution a été considérée aussi par W. Slowi-
kowski [B], qui s’est d’ailleurs borné & la définition, sans en développer une théorie
queleconque.
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avec leurs démonstrations, aux premidres pages du travail. Noug
tenons de ne pas omettre ces démonstrations (qui n’oceuppent d’ailleurs
que trés peu de place, voir § 15 par exemple), afin de rendre plus évident
le caractére élémentaire de notre théorie. Ainsi le lecteur pourra lire Iar-
ticle sans avoir besoin des ouvrages spéeiaux; il lui suffira de connaitre
la définition de Pespace normé et de l'espace de Banach.

En terminant j'exprime ma vive gratitude 3 M. Wojeiech Stowi-
kowski dont les remarques ont attribué & améliorer différentes parties de
cet article.

Partie 1. Réunions

2. Définition d’une réunion d’espaces normés et d’une réunion
d’espaces de Banach. Nous allons considérer des familles d’espaces nor-
més X. La norme de e X relative & 'espace X sera désignée par |o|x.
Nous écrirons X, < X,, lorsque X, est un sous-espace de X, et le
quotient

] x,/lo]x,

est borné pour tout zeX,. La relation < est évidemment trangitive,
c'est-a-dire que X, < X, et X, < X, entraine X, < X,.

11 est facile de voir que si une suite @, d’éléments de X, converge
dans X,, elle converge vers la méme limite dans tout espace X, > X,

(c'est-a-dire dans tout espace X, tel que X, < X,), en symbole
|, — ol x, — 0 entraine |z, —a)|x, - 0 pour X, < X,.

Soit (X) une famille d’espaces normés X semi-ordonnée par rapport
& la relation <; autrement dit, quels que soient les espaces X, et X,
de la famille (X), il existe dans (X) un espace X, tel que X, < X, et
X, < X;. I gensuit que les convergences dans tous les espaces de la
famille (X) sont compatibles; autrement dit, si une suite converge dans
X, et dans X,, sa limite est la, méme dans les deux espaces.

Désignons par X la réunion de tous les espaces de (X). Nous adoptons
la définition suivante de la convergence dans (: une suite x, d’éléments
de X est dite convergente dams X vers lu limite z,, lorsque tous les él4-
ments «, appartiennent 3 un méme espace X de (X) et convergent dans
cet espace vers ;.

En disant qu’un espace est une réunion d’espaces normés, nous enten-
drons toujours qu’il est une réumnion d’espaces normés d'une famille
semi-ordonnée par rapport 4 la relation <. Pareillement, par une réunion
@espaces de Banach nous entendrons toujours wne réunion d’espaces de
Banach d’une famille semi-ordonnée par rapport & <.
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3. Un exemple. A titre d’exemple, considérons I’espace ¢ des fonctions
continues dans 'intervalle (— o0, co); pour les suites convergentes pre-
nons celles qui convergent presque uniformément (c’est-a-dire uniformé-
ment sur tout compact). L’espace ¢ peut &tre considéré comme une réu-
nion d’espaces normés. En effet, soit B Pespace des fonctions continues
et bornées dans (— oo, oo). On pose comme d’habitude

lalp = max|a(r)].

Désignons par B, l'espace des fonctions xz[r, ol xeB et r est une
fonction continue et positive dans (— o0, c0). On pose par définition

= |Z|\p.
1, = lals

By

La famille de toutes les espaces B, est évidemment sémi-ordonnée
par rapport & la relation <. La convergence d’aprés la définition du
paragraphe 2 coincide avec la convergence presque uniforme. Pour le
vérifier, il suffit de s’appuyer sur le lemme suivant: Pour qu'une suite
de fonctions continues z, converge presque uniformément dans un inter-
valle, il faut et il suffit qu'il existe une fonction continue et positive r
telle que x,/r converge uniformément dans cet intervalle.

4. Espace de S. Mazur et W. Orlicz. Les espaces normés B, con-
sidérés dans l'exemple précédent sont évidemment complets; ce sont
done des espaces de Banach. L’espace C avec la convergence presque
uniforme est une réunion d’espaces de Banach. D’autre part cet espace
est un exemple classique d’espace de Mazur et Orlicz. Nous démontrerons
la proposition suivante: '

Tout espace de Mazur el Orlicz est wne réunion despaces de Banach.

Rappelons tout d’abord la définition de Pespace de Mazur et Orlicz.
A tout élément & de Pespace linéaire considéré ¥, on attribue une suite
de pseudonormes |u|,, |#]y, ... (2). On suppose que [zl =0 (k=1,2,...)
entraine = 0. La suite x, est dite convergente vers x lorsque lim |z, — x|,

N—00

= 0 pour tout % naturel. Cela étant, ¥ est dit espace pseudonormé. Si un
espace pseudonormé est complet, il est dit espace de Mazur et Orlice.

Btant donné un espace ¥ de Mazur et Orlicz, désignons par B son
Sous-espace pour lequel les suites de pseudonormes sont bornées. Ce
sous-espace est évidemment un espace de Banach. Pour la morme on

(*) La fonctionnelle |x|; est dite une pseudonorme, lorsque |uy|x -+ |@,]x = |2y + z,|%
ot |azly = |a||#lx (¢ un nombre).
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prendra sup |x],. Désignons, plus généralement, par B, le sous-espace
%

de Y tel que ||, <7, OU
7= (T Ty .nn)

est une suite de nombres positifs. Le sous-espace B, est un espace de:

Banach avec la norme sup|z|,/r,. La famille des espaces B, est semi-
%

-ordonnée par rapport & la relation <. Sa réunion contient exactement
les mémes éléments que Y ot la convergence dans cette réunion coincide
avec la convergence suivant la métrique de Y (c’est-a-dire d’apres les
suites de pseudonormes). Cela prouve la proposition.

8i l'espace Y n’est pas complet, les sous-espaces ne sont pas tous
complets, mais le reste de la démonstration est correct. Donc la propo-
sition. suivante a leu:

Tout espace pseudonormé (avec une quantité dénombrable de pseudo-
normes) est ume réunion d’espaces mormés.

5. Opérateurs de J. Mikusinski. Le corps des opérateurs de Miku-
sifski n’est pas un espace de Mazur ef Orlicz; il n'est méme pas un espace
topologique. Nous montrerons cependant qu’il est une réunion d’espaces
de Banmach.

Rappelons la définition des opérateurs. Soit ¢ P’anneau des fonctions
continues dans 0 <t <. oo avec P’addition ordinaire et avec la convo-
lution au lieu de la multiplication. Cet annean n’a pas de diviseurs de zéro.
On peut donc limmérger dans un corps quotient; les éléments de ce
corps sont dit opérateurs. Une suite d’opérateurs z, est dite convergente
lorsqu’il existe une fonction geC telle que qw,<C et g, converge presque
uniformément dans intervalle 0 <t < oo.

Désignons par B lespace des fonctions continues et bornées dans
0 <t < oo; B est donc un espace de Banach avec la norme sup|z(f)|.
Désignons par B, lespace des opérateurs de la forme ¢

{w(t)}
(1) 7 (1)

gy’

ol ¢ et » sont des fonctions continues données, ¢ non identiquement nulle’
et 7 positive. Dans (1) 1a division par #(f) est ordinaire, cependant la divi-
sion par {¢(t)} est & entendre comme L’opération inverse & la convolution.
Pour la norme de (1) dans Pespace B,, prenons la norme de # dans I'espa-
ce B. Cela étant, B, est un espace de Banach. La réunion de tous les
espaces B, est évidemment lespace des opérateurs et la convergence
dang cette réunion coincide avec la convergence opérationnelle.
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6. Distributions de Soboleff-Schwartz. Aussi l'espace des distri-
butions est une réunion d’espaces de Banach. Noug allons le montrer dans
ce paragraphe. .

Il existe de différentes définitions équivalentes des .distributions
(v. par exemple [3], [6]). Il nous suffira, dans ce paragraphe, de nous
appuyer sur les propriétés suivantes des distributions, n’importe quelle
que soit leur définition. :

Toute distribution x(f) est dans tout intervalle (—%, k) une dérivée
d’ordre fini g, d'une fonection continue Fy(t); en symbole

o(t) = FP(1) dans (=, k) (k=1,2,..).

On peut admettre que

2) e < Qg
alors
(3) FHF1 (1) = Fy(t)+-Py(t)  dans  (—k, k),

olt Py, est un polynome de degré < ¢;. Réeiproquement, étant donnée une
suite d’entiers ¢, > 0 et une suite de fonctions continues Fy(1) telles que
les conditions (2) et (3) sont satisfaites, la distribution ®(f) est déterminée
univoquement.

Si la dérivée P (1) existe an sens classique et est continue, la distri-
bution z(?) se réduit, dans (—k, k), & une fonction ordinaire, égale & cette
dérivée. .

Une suite de distributions ,() (n =1,2,...) est dite convergente
vers la distribution x(t), lorsqu’il existe, pour tout intervalle [—k, k], un
entier ¢, > 0 et une suite de fonctions continues Fi,(t), uniformément
convergente vers Fy(), telle que @,(f) = F&(f) (k=1,2,...) et
#(t) = F (1), i

Soit

g = (¢, %)

une suite non décroissante d’entiers non négatifs et
7= (T, ey ...)

une suite non déeroissante de nombres positifs. Désignons par X, Pen
semble des distributions x telles que '
(i) dans lintervalle —k <t <k (k=1,2,...) # est la dérivée
d’ordre ¢, d'une fonction continue Fy(1); '
(ii) la suite
ap—1

1 ‘ A
4) P = ETH@%]&UH& ot |
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(ot le ,,max’ se rapporte & l'intervalle —k <t <k et le ,,min” ge rapporte
& toutes les valeurs réelles de ¢;) est bornée.

Nous démontrerons que les ensembles X, sont desespa ces de Ba-
nach avec la norme

(5) jolx,, = maxp

et que la famille de ces espaces est semi-ordonnée par rapport i la rela-
tion <. De plus, la réunion des espaces X, coincide avec lespace des
distributions et la convergence dans cetite réunion coincide avec la conver-
gence distributionnelle.

Soit C(—%, k) (k fixe) 1’espace des fonctions continues F(f) dans
Pintervalle —k <t <% avec la norme mta.x |F(t)]. Alors l’ensemble Py,

des polynomes de degré inférieur au nombre g, est un sous-espace complet
de C(—Fk, k). Il s’ensuit que le quotient D, = C(~—F%, k)[Pg, est un espace
de Banach. Ses éléments sont des ensembles des fonctions

Q1

& = (Fu()+ ) of),
i=0

ol les coefficients ¢; parcourent toutes les valeurs réelles. La norme de
cet espace est la distance de ’ensemble @, & ’élément nul dans la métri-
que de l'espace C'(—k, k), en symbole

q
(6) i, =mi.nma.xle(t)+ ) c,.ﬂ (6; Téels, —k <t < k).
] t ! j=o

Considérons maintenat lespace C(— oo, oo) des fonctions conti-
nues dans lintervalle (—oo, o). Pour le quotient C(— oo, oo) [Pyys
Pexpression (6), ol le ,,max” se rapporte toujours & lintervalle (—k, k),
est alors une pseudonorme, c’est-i-dire une fonctionnelle non négative,
homogéne et satisfaisant & la loi de triangle. Kvidemment il en est de
méme de la fonctionnelle (4). Il s’ensuit sans peine que Pexpression. (5)
est non négative, homogéne et satisfaisant & la lois de triangle; de plus,
cette derniére fonctionnelle est une norme dans l'egpace des distributions
X, Pour le vérifier, il suffit de démontrer que [z| x, = 0 entraine » = 0.
En effet, on a alors p, = 0 (k= 1,2, ...), en vertu de (6). D'apreés (4),
Fy(t) est alors un polynome de degré < g;,. La distribution est, dans
—k <t <k la dérivée d’ordre g, de ce polynome, elle est done nulle.
Comme % est arbitraire, la distribution 2 est nulle dans (— oo, oo).

Pour démontrer que ’espace X, est complet, supposons que pour
une suite z, d’éléments de X la condition de Cauchy

lim 1a;,,,—a:,,|xar =0
Mmoo

@ ©
lm Distributions

soit satisfaite. Alors on a aussi
lim mjkm‘@knle = O:
m,N-00

ot @y, €6 Dy, sont des léments de Dy correspondant aux distributions
Tm, 6 @, Tespectivement. Comme les espaces Dy sont complets, il existe
des limites

lj_n'lqjknzék (k=1,2,)

N—>r00

En prenant une fonction F, de chacun des ensembles &, les con-
ditions (2) et (3) seront satisfaites. On voit gans peine que la distribution
définie par les suites gy, g,,... et Fy, Fy, ... est la limite de la suite des
distributions #,. L’espace X, est done complet.

Lorsque les éléments des suites ¢ et » sont Tespectivement non supé-
rieurs aux éléments des suites g et 7, Pespace X, est un sous-espace
de Xz. De plus, en tenant compte des inégalités g, < g et < 7y OD
peut vérifier sang peine que

Pr < P,
ol Py, est donné par une formule analogue & (4). Cela prouve que la famille
de toutes les espaces X, est semi-ordonnde par rapport & la relation <.

Nous avons ainsi achevé la démonstration que ’ensemble des distri-
butions d'une variable est une réunion d’espaces de Banach. Il en est

de méme des distributions de plusieurs variables; la construction est
analogue.

?. Analyse dans les réunions d’espaces normés. Considérons les fone-
tions f(4) d’une variable réelle 1 dont les valeurs appartiennent & une
réunion X d’espaces normés X. On peut introduire sans peine les notions
de continuité, de dérivée et d’intégrale de ces fonctions, en profitant des
notions analogues dans le cas d'un seul espace normé.

Nous dirons qu’une fonetion f(1) est continue sur wn intervalle compact
[a, b], lorsque les valeurs admises dans cet intervalle appartiennent
2 un méme espace X et que cette fonction est continue d’aprés la métri-
que de cet espace. Le produit d’une fonction continue par un nombre
est une fonetion continue. La somme et la différence de deux fonetions
continues sur [a,b] est une fonction continue sur [a, b], grace & I’hypo-
thése que la famille des espaces X est semi-ordonnée par rapport & la
relation <. Pour la méme raison, si une fonction est continue gur [a, b]
et sur [b, c], elle l’est sur [a, c].

Une fonction f(1) est dite continue duns un intervalle owvert (4, B)
(fini ou infini), lorsqu’elle est continue sur tout compact [a, b] contenu
dans (4, B). .

Nous dirons qu’une fonction f(1) est dérivable sur un intervalle com-

Studia Mathematica XIX. 17
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pact [a, b], lorsque les valeurs admises dans cet intervalle appartiennent
4 un méme espace X et que cette fonction est dérivable d’apres la métri-
que de cet espace; en désignant la dérivée par f'(1), on a

) — tim JOFA=TO)

%0 *

Une fonction f(41) a la dérivée f'(A) dans un intervalle ouvert (4, B
lorsquelle a la dérivée f'(A) sur tout compact [a,d] contenu dan)
(4, B).

On pourrait définir la continuité et la dérivée directement dans les intervalles
ouverts, de méme que sur les intervalles compacts, mais une telle définition serait
trop étroite pour les applications. I1 est aussi possible de définir la continuité et la
dérivée dans un seul point. Cela est, peut-8tre, intéressant du point de vue théoréti-
que, mais introduit des complications inutiles dans les applications.

Si f(A) est dérivable dans un intervalle (compact ou ouvert), elle
y est continue. Si f'(1) = 0 dans un intervalle (compact ou ouvert), la
fonction y est constante. La somme et la différence des fonctions déri-
vables sont dérivables et 1'on a les formules habituelles

Ef(l)+g l)]’ =f ZH—g’ A)s

[f(x Nl =f{)—
de plus
[af(3)] = af'(2) (e un nombre).

En introduisant la notion d’intégrale, il est avantageux de supposer
que l’espace considéré soit une réunion d’espaces de Banach, ce qui
permet d’assurer & l’intégrale des propriétés importantes.

Nous dirons qu’une fonction f(1) est intégrable sur un intervalle,
lorsque les valeurs admises sur cet intervalle appartiennent 4 un méme
espace X et que cette fonction est intégrable suivant la métrique de cet
espace. L’intégrale sur l’intervalle (a,b) sera désignée comme d’habi-

tude:
b

[fnaa.

La, somme et la différence des fonctlons intégrables sont intégrables
et 'on a les formules habituelles

b b
f F+gm1dar = [faar+ [g(A)aa,

b b b
JUW—gm1ar = [f(ar— [ g(ayan
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de plus
b

b
Jlef)]dr=a [f(1a2 (a w nombre).

8i f(4) est intégrable sur [a,b] et sur [b, c], elle Iest sur [a,c] et

Ton a
b ¢ ¢

[fwar+ [fayar = [fina.
a b a
Si une fonction est intégrable sur un intervalle [a, b], elle est inté-
grable sur tout sous-intervalle de [a,b].
Toute fonction continue sur un intervalle compact y est intégrable.
De plus, on a alors

([ @) aa) =F2).

Une suite de fonetions f,(A) soit dite bornée dans un intervalle par
une fonetion numérique @(1) lorsque les valeurs de f,(1), admises dans
cet intervalle, appartiennent 4 un méme espace X et que

fa(Alx < @(4).

Si une suite de fonetions intégrables f,(A), bornée dans (a, b) par
une fonction numérique intégrable (au sens de Lebesgue), converge vers
f(4), la limite f(4) est elle-méme intégrable et I'on a

b b
lim [fahdz= [finar

(I1 faut remarquer que, Sl fa(A) est intégrable et |f,(1)lx <¢@(A) (p inté-
grable), alors l’intégrale f fa(2)d2 existe suivant la métrique de X).
a

Le théoréme sur P’approximation des fonctioms continues par des
polynomes ge laisse aussi généraliser aux réunions d’espaces de Banach.
Soit C[a, b] I'espace des fonctions x = (1) admettant les valeurs d’une
réunion X d’espaces de Banach X et continues sur [a, b]. Les valeurs
de chacune des fonections «(1) appartiennent done & un méme espace de
Banach. Désignons par Ox le sous-espace de C[a, b] des fonetions dont
les valeurs appartiennent & X. Posons

|#log = r:glw Mx
pour la norme dans Cx. Si X; € X,, on a Oy, < Ox,. La famille des
espaces (x est donc semi-ordonnée par rapport & < eb l'espace €[a, b]
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est une réunion d’espaces de Banach. Cela étant, le théoréme sur I'appro-
ximation peut étre énoncé comme il suib:

Despace des polynomes de A, dont les coefficients sont des élémenis
de la réunion X, est dense dans Cla, b].

En effet, soit (1) une fonction de Pespace C[a, b]. Cette fonction
appartient 4 un des espaces de Banach Cx, il existe donc une suite de
polynomes % coefficients de X qui converge vers z(i) dans Cx. Cette
suite converge, a plus forte raison, dans C[a, b] vers la méme limite,
ce qui prouve le théoréme.

8. Complétion des réunions d’espaces normés. Tout espace normé
X peut étre rendu complet, done un espace de Banach, par ’adjonction
des lLimites de toutes les suites x, satisfaisant & la condition de Cauchy
(7) im |z,—2,lx =0,

M, N300

Si ces, limites n’existent pas d’avance, on emploie le prineipe d’abstrac-
tion; la limite Z de la suite , (satisfaisant & la condition de Cauchy)
est alors la classe des suites y, telles que

(8) Lim [#n—Ynlx = 0.
N—s00

Désignons par X la complétion de l’espace normé X. Tout élément
Z de X est donc la limite d'une suite @, %,, ... d’éléments de X. Pour
la norme de % on prend la limite

%z = Hm |an|x -
N—00

Soient X; et X, deux espaces normés. Pour que X, < X, entraine
X, < X, il faut et il suffit que toute suite satisfaisant, dans X, & la con-
dition de Cauchy et convergente vers 0 dans X, soit convergente vers 0
dans X,, c'est-d-dire que

mn n
@y, € Xy, By—2,—>0 dans X; et x,>0 dans X, entraine mnio dans X,.

Soit X une réunion d’espaces normés X. Il peut arriver que pour
tout couple X,, X, de la réunion X tel que X, < X, on a X, < X,. Cela
étant, la réunion X est dite complétable. Comme complétion 5¢ de X on
prend la réunion des espaces de Banach X. Comme la norme dans X
n’existe plus, les relations (7) et (8) peuvent &tre remplacées par
(9) lim (”m”‘mn) = 0; lim(wn_:'/'n) =0

MM 00

La relation (9) signifie alors que tous les éléments , appartiennent

a un certain espace normé de la réunion considérée et que la limite double

©
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(9) existe suivant la norme de cet espace (c’est-a-dire que (7) a lieu). Done,
la complétion dune réunion (complétable) d’espaces normés est une
réunion d’espaces de Banach.

Le principe d’abstraction est trés souvent employé dans les mathé-
matiques, afin de créer de nouveaux &tres mathématiques. Il permet,
par exemple, d’introduire les nombres rationnels, en partant des nom-
bres entiers, puis les nombres réels ete. La complétion des réunions
(complétables) d’espaces normés permet d’introduire aisément les opéra-
teurs de Mikusinski, les distributions de Soboleff-Schwartz et d’autres
généralisations des fonctions classiques.

Pour obtenir les opérateurs de Mikusirigki, considérons l’espace B
des fonctions continues et bornées dans intervalle 0 <{¢ < oo avee la
norme mtaxlm(t)h cet espace est complet. Btant données deux fonetions

continues ¢ et 7, ¢ non identiquement nulle et » positive, désignons par
B, l'ensemble des fonetions x(t) continues dans 0 < ¢ < oo pour lesquel-
les lintégrale

2
(10) fat—vr(a(x)de

est bornée dans 0 <t < co. On prend la borne supérieure du module
de (10) pour la norme de » dans I’espace B,,.. L’espace By, n’est pas com-
plet. La famille de tous les espaces B, est semi-ordonnée par rapport
4 <. En tenant compte du théoréme de Titchmarsh sur la convolution,
il est facile de vérifier que la réunion des espaces B, est complétable.
La complétion est la réunion des espaces de Banach du paragraphe 5,
c’est-i-dire 'espace des opérateurs.

Pour les distributions, considérons les espaces X, des fonetions X
continues dans {— oo, oo) satisfaisant aux conditions (i) et (ii) du paragra-
phe 6. Bn adoptant les normes (5) les espaces X, deviennent normés
mais pas complets (par contre aux espaces X, du paragraphe 6). Leur
réunion est un espace complétable dont tous les éléments sont des fonetions
continues. En complétant cette réunion, on obtient l'espace des distri-
butions.

L’avantage de ces définitions est non seulement celui que les défi-
nitions des opérateurs et des distributions deviennent analogues (voir
aussi [67]), mais qu’elles conduisent, de plus, univoquement 4 des notions
d’analyse telles que la convergence des opérateurs et des distributions,
continuité des fonctions opérationnelles et distributionnelles, dérivée
et intégrale de ces fonctions, ete., comme nous I'avons vu au paragraphe 7.

9. Réunions des réunions. Soient (X) et (¥) deux familles d’espaces
normés, semi-ordonnés par rapport & <, et soient X et Y leurs réunions.
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Nous éerirons X < U/, si pour tout Xe(X) il existe un Y e(¥Y) tel que
X<Y.

Soit (X) une famille de réunions X, semi-ordonnée par rapport & <.
Nous désignerons par X la réunion des réunions de la famille (). L’espace
X est la réunion des espaces normés X qui appartiennent & l'un quel-
conque des réunions X e(X); il est facile de voir que la famille de tous
ces espaces est semi-ordonnée par rapport & <. En effet, si X, et X, sont
deux telles espaces, ils appartiennent & deux réunions X, et X, de la fa-
mille (X). Comme (X) est semi-ordonnée, il existe une réunion 9,
telle que ;< Xy et Xy < N;. Il s'ensuit qu'il existe deux espaces Y,
et Y, de la réunion X, tels que X; < ¥, et X, € Y,. En tenant compte
de ce que 5, est une réunion d’une famille semi-ordonnée par rapport & <,
on peuf trouver un espace Y, de la réunion (g tel que ¥, < ¥, et X,
< Y;. En vertu de la transitivité de la relation <, il s’ensuit que X; < ¥,
et X, < ¥;. Cela prouve que la famille de tous les espaces X apparte-
nant & I'un queleonque des réunions X () est semi-ordonnée par rapport
a <.

On peut dire, moins précisémment, qu'une réunion de réunions normées
est elle méme une réunion d'espaces normés. Pareillement, une réunion
des réunions d’espaces de Bamnach est elle méme wne réunion des espaces de
Banach.

Si X est une réunion des réunions complétables X, la complétion
de X est la réunion des complétions de X. Plus brisévement, la complétion
dune réunion est la réunion des complétions.

10. Distributions d’ordre fini. Soit X, (¢ entier > 0) D’espace des
fonctions z, continues dans I'intervalle (— oo, co) et pourvues de pseudo-
normes

|®}z = min max |F(f)|
F

k=1,2,..),
—k<i<<k

ot le minimum se rapporte & toutes les fonetions F dont la g-isme dérivée
est #. L’espace X, est donc pseudo-normé; d’aprés le paragraphe 4, il
peut &tre considéré comme une réunion d’espaces normés. La complé-
tion X, de I'espace X, est un espace de Mazur et Orlicz et peut étre con-
gidéré comme une réunion des espaces de Banach. Les éléments de X,
sont dites distributions d’ordre q.

On peut vérifier sans peine que X, < X, et X, < X,,,, ol la
relation < est entendue au sens défini dans le paragraphe précédent.
La réunion X des réunions X, (¢ = 1,2,...) est encore unme réunion
des espaces de Banach, mais elle n’est plus Pespace de Mazur et Orlicz

(elle n’est pas un espace métrique). Les éléments de X sont dits distribu-
tions d’ordre fini.
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Il revient au méme de définir Iespace des distributions d’ordre fini
comme la complétion de la réunion des réunions d’espaces normés X,.

Partie II. Quotients des réunions

11. Espaces quotients. Soit X un espace linéaire et X et ¥ ses
sous-espaces. A tout élément meX faisons correspondre la classe des
éléments z—y, o ye Y. Cette classe soit désignée par z/¥. On a évi-
demment (z—y)/Y = x/¥ pour tout ye¥, donc la représentation de la
clagse dans la forme x/Y n'est pas unique. L’engsemble de toutes les
classes #/Y, ol ze X, sera dit le quotient de X par Y et désigné par X /Y.

Exemple "1. Soient: % — l'espace des fonctions continues dans {—o00, c0);
X — le sous-espace de % des fonctions bornées dans (— oo, o0); ¥ — le sous-espace
de A des fonctions nulles dans [0, co).

Les éléments du quotient X/¥ sont alors les classes des fonctions continues
dans (— oo, oo) et bornées dans [0, oo), telles que les valeurs des fonctions apparte-
nant & la méme classe coincident dans [0, o). Le quotient X/¥ est évidemment un
espace linéaire isomorphe & lespace B[0, oo) des fonctions définies dans 'intervalle
[0, co), continues et bornées.

Exemple 2. Soit X l'espace des fonctions n fois dérivables et ¥ l'espace des
polynomes de degré <k, k étant un entier fixé. Alors les éléments du gquotient X/¥
sont les classes des fonctions dont les k-iémes dérivées coincident.

Dans l'espace quotient X /Y on peut définir I’addition et la multi-
plication scalaire, en posant

@[ Y +2,|Y = (2,+2) Y,

11 est facile de vérifier que ces opérations sont définies univoquement
et ne dépendent pas de la représentation des éléments de X /Y dans la
forme /Y. Les deux égalités précédentes prouvent que le quotient X /¥
est toujours un espace linéaire.

L’espace quotient X /Y est isomorphe & l'espace X/XY, oi XY
est l'intersection des espaces X et Y. Cet isomorphisme est défini par
la, correspondence

a(a]¥) = (e)|Y .

@Y ~o|XY.

Supposons maintenant que l'espace X soit muni d'une convergence
telle que
(11)

(12)

lim (z,+v,) = lima,,+-limy,,
lim(az,) = alim,.
Cela étant, on dira qu'une suite

(3) 2, Y, 3,] Y, ...
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a’éléments de X |Y converge dans X /Y vers la limite »/Y, lorsqu’il existe
une suite y,,y,, ... d’éléments de XY telle que x,— ¥, converge dans X
vers la limite . Il est bien évident que la convergence dans X /Y satis-
fait aussi aux conditions (11) et (12).
La convergence de =z, #,, ... dang X vers  entraine la convergence
de (13) dans X /Y vers x/Y, car on peut poser y, =0 (n =1,2,...).
Les quotients X/Y, olt X est muni d’une convergence, seront tou-
jours considérés comme des espaces avec la convergence définie ci-dessus.

12. Quotients d’espaces normés. En gardant les hypothéses et la
notation précédentes, on a la proposition guivante:

Si Vespace X est normé et Vintersection XY est fermée dans X, le quo-
tient X|Y peut ére normé en posant

(14) [2/Y | gy =min|lz—ylx (2eX).
veX¥

En effet, il est facile de vérifier que cette expression est une norme.
11 reste donc & démontrer que la convergence d’aprés cette norme est
équivalente & la convergence définie au paragraphe précédent. Si a,/Y

converge vers #/Y d’aprés la norme, on a

(15) 2y~ 2) | ¥ |x7 — 0,
c’est-a-dire
(16) min |, —z—y|x - 0.

veX¥Y

Soit y,, Pélément de ¥ pour lequel |, —z—y|x atteint son minimum.
Alors

(17) [y — B — Yn|x — 0,
c’est-a-dire
(18) Tp—Yn — o dans X.

Réciproquement, si Pon admet (18), on en déduit aussitos (x7)
(16) et (13).

La norme dans les espaces X[Y et X/XY est par définition la méme
pour les éléments correspondants. Bn symbole

(19) [2/Y|xr = |2/X¥ |5 x7.
Dongc les espaces XY et X/XY sont isométriques.

Dans I'exemple 1, I'intersection X¥ est l'ensemble des fonctions continues,
bornées dans (—co, o) et nulles dans [0, o). Le quotient X/X¥ est Lespace des
classes des fonctions continues et bornées dans (—o0, o), telles que les valeurs des
fonctions appartenant 4 la méme classe coincident dans [0, ). Le quotient X/X¥
est isomorphe avec l'espace B[0, o), done isomorphe avee X /Y.

?
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La norme dans Pespace X /¥ et dans X/X¥ est 1a norme de ’élément correspon-
dant dans B[0, co) (supremum du module). Tous ces espaces sont des espaces de
Banach.

Désignons par X Ia complétion de X et par ¥ la fermeture de XY
dans X. On a XY = XV, ce qui entraine

I‘x’/Y!X/Y = 1‘”/T|X/f3

en vertu de (19). Les espaces XY et X/T sont donc isométriques.
L’espace XY est dense dans XY, ce qui entraine

min|z—y|x = min|g—y|x = min|z—y|g pour reX,
yeX¥ YeXV ys.’—(f’

¢’est-h-dire

(21) [#/Y |57 = lo/¥ |5z pour weX.

L’espace XY est un sous-espace de X/¥. De plus, X/T est dense
dans X/Y; en effet, si #/Y est un élément de X/, il existe une suite
By, By, ... A'éléments de X telle que m,—>Z% dans X, ce qui entraine
#,/Y - %|Y dans X/Y. En vertu de (21), la complétion de X/¥ est un
espace isométrique avec X/F. Comme les espaces X/Y et X/¥ sont
isométriques, il s’ensuit la proposition suivante:

La complétion de X|XY est isométrigue avec X|¥.

En particulier, lorsque X est un espace de Banach, on a X = X
et ¥ = ¥; la complétion de X/Y est alors isométrique avec X 1¥X. Le
quotient X /Y est donc un espace de Banach. Ce corollaire peut étre for-
mulé comme la proposition suivante:

8i X est un espace de Banach et Uintersection XY est fermée dans X,
le quotient X|Y est encore un espace de Banach, avec la norme (14).

13. Quotients de réunions. Les résultats qui viennent d’atre pré-
sentés s’étendent sans peine aux réunions d’espaces normés.

Soit XX la réunion d’une famille (X) d@’espaces normés X, et ¥ un
sous-espace fermé de . Alors Pintersection XY est fermée dans X, quel
que soit X de la famille considérée. Soit ¥y, ¥, ... une suite d’éléments
de XY qui converge dans X vers la limite z; = est done un élément de X.
D’autre part, la convergence dans X entraine la convergence de la suite
dang X vers la méme limite. Comme I’espace ¥ est fermé dans <X, il
g’ensuit que 2¢Y. Donc 2¢XY, ce qui prouve que l’intersection XY
est fermée dans X. Par conséquent les quotients, ot X e(X), sont des es-
paces normeés.

Le quotient C|Y est la réunion des espaces normés X|¥Y. De plus,
il est facile de vérifier que la convergence dans cette réunion coincide
avec la convergence définie & la fin du paragraphe 11.
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La complétion de XY et lo quotient 5 |Y sont des espaces isométriques,
cest-a-dire il ewiste une correspondence biunivoque entre les espaces normés
relatifs aux réunions X|Y et X|T, et ces espaces normés sont respectivement
isométriques.

Cette proposition est un corollaire immédiat d'une proposition ana-
logue pour les espaces normés. Fvidemment, 1a proposition suivante
est aussi vrai:

8i X est la réunion @une famille (X) des espaces de Banach X, et ¥
est un sous-espace fermé de X, le quotient X|X est la réunion des espaces
de Banach X|Y.

14. Distributions d’ordre fini. L’espace (— oo, o) avec la con-
vergence presque uniforme est une réunion des espaces de Banach. L’es-
pace P, (g entier > 0) des polynomes de degré < ¢ est un sous-espace
fermé de C(— oo, o). Il s’ensuit que le quotient Oy = C(— oo, o0)/P,
est une réunion des espaces de Banach. Les éléments de C, sont des clag-
ses de fonctions gontinues qui différent l'une de lautre d’un polynome
de degré < g.

Soit ¢ fixé. A toute fonection x de C( oco) faisons correspondre
la classe des fonctions primitives de d’ordre q Cette classe est un élé-
ment de C,. L'ensemble O'(—oo, co) est ainsi appliqué & une partie X,
de O, et il est un espace isomorphe avec X,. Identifions les éléments »
de O(— o0, o) avec les éléments correspondant de C,. Alors les espaces
C(— oo, co) et C, ont les mémes éléments, qui peuvent &tre considérés
comme fonetions continues dans (— oo, oo); de plus, tous les deux espaces
sont des réunions d’espaces normés. Or, ’espace C'(— oo, co) est complet
et Pespace X, ne l’est pas. La convergence dans ((— oo, o) est la con-
vergence presque uniforme, tandis que la convergence dans X, est, pour
ainsi dire, la convergence presque uniforme des g-idmes primitives. La
complétion de X, est l'espace des distributions d’ordre g¢. Cet espace
est isomorphe avec C,.

L'espace des distributions d’ordre fini est la réunion des complé-
tions des espaces X, (¢ =0,1,...). Il revient au méme de former tout
d’abord la réunion des espaces X, (¢ =0,1,...) et de la compléter ensuite.

Remarquons que tous les espaces X, ont exactement les mémes
éléments (fonctions continues) et que X, < X,,,. La convergence dans
Xg41 est plus générale que la convergence dans X,.

La méthode précédente ne conduit qu’anx distributions d’ordre
fini. On peut passer de ces distributions d’ordre fini aux distributions
d’ordre infini par un proeédé qui s’appuie sur une proposition sur le quo-
tient des normes. Cette proposition sera démontrée dans le paragraphe
suivant.
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15. Une proposition sur le quotient des normes. Si X, est un

sous-espace de X,, le quotient X,/¥Y est un sous-espace de X,/¥. Nous
allons démontrer la proposition suivante:

Si
|| x, _
(22) E[;_ <M  pour zeX,, z #0,
1
alors
|o] 525/
(23) m <M powr 2eX,|Y, x #£0.
T

Démonstration. Soit #,¢X,/Y, , 5% 0. On peut écrire z, = x/Y,
ol weX,;, # #0. Il existe une suite y, d’éléments de X, Y telle que

lim ‘m— yn]X1
700

= inf [p—yl|x,.
veX ¥

On a, en vertu de (22),
Lmsup |o—ylx, DEle—Yylx,
n—00 Ve¥y

2 — ¢l
M = limsup "X
N—c0 |w”“?/n|X1

N - b
limlz—y,lx, ~ inflo—ylx,
N—s00 ye¥y

ce qui prouve (23).
COROLLAIRE. X, < X, entraine X,|Y < X,|¥.

16. Convergence d’apres les quotients. Soit X une réunion d’es-
paces normés X et soit ¥, (k =1,2,...) une suite de sous-espaces de X
telle que ¥, est un sous-espace de Y. La suite Yy est done descendente.
Pour éviter les malentendus, disons explicitement que les ¥ ne sont pas
nécessairement des espaces de la famille (X), mais des sous-espaces quel-
conques de 9; on ne suppose méme pas que les ¥, soient normés. Nous
supposons cependant que P’intersection de tous les espaces ¥ est 0. Il
slensuit que 2/¥; =0 (zeX, k =1,2,...) entraine x= 0. En effet,
Tégalité n’est quun abrégé de I'égalité =/ ¥, = 0/¥,, qui dit que la classe
des éléments z—1y (y e ¥;,) coincide avec la classe 0—y (ye Xy), Aot zeX,,
(k=1,2,...).

Nous dirons qu'une suite d’éléments de X converge daprés les quo-
tients (/Y vers m, si, quel que soit k fixé, la suite a,/Y; (n=1,2,...)
converge dans /Y, vers @/ Yy, c'est-a-dire que tous les éléments 2,/ X}, ap-
partiennent & Pun des espaces X /¥, et convergent d’aprés la norme de cet
espace vers #/Y;,. La limite x est unique. En effet, 8’1l y avait deux limites

' et ', on aurait mn/Yk—a; 2| X, et 0,/ Yy~ ' [Ty, Aol (@— o)/ Xy

3 (@' —a")| Xy (@' —a'")|X, =0 et enfin a'—a" =0.
La limite snivant les quotients est plus générale que la limite dans <X,
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c’esta-dire, si une snite converge dans %, elle converge d’aprés les quo-
tients vers la méme limite.

I se peut cependant qu'une suite converge d’aprés les quotients
sans qu’elle converge dans 9.

Exemple. I’espace B(— oo, oo) des fonctions continues et bornées
dang (— oo, oo) aveec le supremum du module comme norme est un
espace normé et peut 8fre considéré comme une réunion des espaces
normés. (La famille (X) se réduit alors & un seul espace normsé). Soit ¥,
(k=1,2,...) le sous-espace de B(—oco, co) des fonctions nulles sur
[—%,%]. La suite Y,, ¥,,... est évidemment descendante et Iinter-
section de tous les espaces Y, ne contient que la fonetion identiquement
nulle dans (— oo, oo). On voit sans peine que la convergence suivant les
quotients B(— oo, o0)/¥), coincide avec la convergence presque uniforme,
elle est done plus générale que la convergence uniforme, induite par la
norme dans B(— oo, o0).

Nous allons démontrer qu’il existe une famille (Z) d’espaces normés Z,
semi-ordonmée par rapport & la velation <, telle que la réunion S contient
exactement les mémes Eléments que X et que la convergence dans L est équi-
valente & la convergence sutvant les quotients SC/Y,.

En effet, considérons les suites

Q = (Xn Xz; )
d’espaces X;e(X) et les suites
R = (1, 15, ...)

de nombres positifs r,. A tout couple de suites @, R faisons correspondre

Tensemble Zgr des éléments de 9 jouissant des deux propriétés sui-
vantes:

10 2/¥peX, /Y, (k=1,2,...);
20 la suite

1
;;IWIYIJXHI’L. (k=1,2,...)

est bornée.
On peut vérifier sans peine que

1
9 ; -
(24) lﬂleR = 51; ‘r; Im/Yk\Xk/Yk

est une norme dans Despace Zp.

La fa@le (Z) des espaces Zgr est semi-ordonnée par rapport b <.
En effet, solent Zy p et Zg 5, deux espaces quelconques de cetbe famille.
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Comme la famille (X) est semi-ordonnée par rapport & <, il existe une
suite @, telle que )

X < Xy, ot Xy < Xy, (k=1,2,..),
ol généralement Xy (j =1,2, 3) sont des éléments de la suite
Qy' = ('Xi17 .ng, ...).

Par conséquent on a

Xy _ Xu Ty Xy
e & e - =1,2
T, < T, T, T, (k=1,2,..)
Cela veut dire que
X X X, X
1k 8k ot 2k C 3k (k —_ 17 2, )
Y, Y, Y, Y,
et qu’il existe deux suites de nombres positifs
Mgy Mgy -y My Mo, ...
telles que
Y]z, i
B <My, powr  yeXy/Y,
1Wxy s
Y|z
S My pow yeXu/Ti

|?/ |X2k/ Yp
Posons
o = MAX Ty Mgy 7o M)

ol 7y et 7y désignent les éléments des suites R, et R, respectivement.
Alors

1
. |2 Y gl xgp

<1 pour weXy,

1
o ] ¥kl x 7
d’olt
|mlzoaR3/|wlelR1 < 1;
pareillement on a

‘leQSR3”leQZRZ <\1

Nous avons ainsi démontré que & est une réunion d’espaces normés.
11 reste 3 démontrer que la convergence ordinaire dans < est équivalente
& la convergence d’aprés les quotients (/Y.
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Supposons d’abord qu'une suite x, converge ordinairement dans Z
vers la limite x. Alors tous les éléments de la suite @, (n =1,2,...)
appartiennent & un ensemble Zyxr et l'on a

l%-"mleR - 0.

En tenant compte de 1° et (24), on trouve que

(25) G| Tie X/ ¥y (k=1,2,...)
et
(26) 180 Xp— 2| Vil xpyw, > 0 (k=1,2,..),

¢e qui prouve que &, converge suivant les quotients X/Y,.

Supposons maintenant que z, converge d’aprés les quotients /Y,
vers z. Pour tout ¥ =1,2,..., il existe alors un ensemble X, tel que
(25) et (26). Posons

= kma'XWn/Yk“‘ﬂ/Yﬂxk/yk (k=1,2,...);

les nombres 7, sont non-négatifs et finis, en vertu de (26). Alors
1 n
sup — |@, | ¥y — @/ Yyl v, = 0,
E T

ce qui prouve que la suite 2, converge suivant la norme (24) dans Pespace
Zyr. Par conséquent, z, converge ordinairement dans &.

La proposition est ainsi démontrée entidrement.

L’espace & obtenu par la construction précédente sera désigné dans
la suite par 9((Y).

Exemple. Soit B(—oco, co) espace des fonctions continues et
bornées dans (—oo, co) avec la convergence uniforme. Oet espace est
un espace de Banach. Soit ¥, (k =1, 2,...) le sous-espace des fonctions
nulles dans lintervalle [—k, k]. La convergence suivant les quotients
B(—o00, 00)/Y; est alors la convergence presque uniforme. L’espace
des fonctions continues et bornées dans (— o0, 00), muni de cette con-
vergence, n'est plus complet. L’ensemble & = B(— oo, 00)(X;) est une
réunion d’espaces normés. La complétion de & est Iespace 0 (— o0, co)
de toutes les fonctions continues dans (—co, co) avec la convergence
presque uniforme.

17, Itération de la convergence suivant les quotients. Soit, comme
précédemment, X une réunion d’espaces normés X et ¥, (k=1,2,..)

une suite descendente de sous-espaces fermés de X, ayant le seul élément
commun 0.
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Nous démontrerons que les ensembles Y, x Sont fermés par rapport
4 la convergence suivant les quotients X(|Y;. En effet, supposons qu’une
guite d’éléments x, appartenant 4 un ensemble queleonque Y, converge
vers #¢ X suivant les quotients X(/Y,. Alors les éléments @,/ ¥, appartien-
nent & un espace X /Y, et y convergent vers /Y. Il existe done une suite
d’éléments y,e XY, telle que z,—y, converge vers x dans X. Comme
Tn—Yne Xy €6 Yy est fermé dans X, il s’ensuit ‘que la limite o appartient
encore & Y. L'ensemble Y est done fermé par rapport & la convergence
suivant les quotients 9/¥y.

La convergence suivant les quotients X /¥, équivaut & la convergence
dang la réunion X((Y), définie au paragraphe préeédent. On peut consi-
dérer, & son tour, la convergence suivant les quotients 9 (¥)/¥;. Nous
allons démontrer que la convergence suivant les quotients X(Y)| Yy est
équivalente & la convergence suivant les quotients X /Y. En symbole

A(T3) (X3) = X(Ta).

En effet, la convergence dans & = X (Y) entraine la convergence
vers la méme limite suivant les quotients Z/¥,. Tl suftit done de démon-
trer, réciproquement, que si une suite , converge vers # suivant les quo-
tients /Yy, elle converge vers z suivant les quotients /¥, . La conver-
gence suivant les quotients Z/Y signifie que ®,/Y; converge pour n—oco
vers x/Y, dans 'espace /¥, (k =1,2,...).

Pour tout %, il existe un espace Zyr et une suite y, d’éléments
de Y, telle que x,—y,—zeZyp ot

n
I%—yn—mlz(m - 0.

Le choix de I’espace Zyz et de la suite y, dépend de %, mais nous pouvons
supposer & fixe, pour un moment, afin de ne pas multiplier les indices.
On a d’aprés (15)

1
|mn_ ?/n_m]ZQR = SE-P 7“‘ |(wn—'?/ﬂ"'m)/ynlxx/l7x

1
= . (@n—Yn—2) [ Yl xp 7, -
k

Comme y,e¥y, on a (6,—Yn—2)/ ¥y = (@,—2)/Xy, donc les deux der-
niéres formules entrainent

[(#n—2) | Yilxpyw, > 0.

Cela prouve que ,/Y, converge vers x/¥; dans (/Y.

Or, k& peut &tre arbitraire, done z, converge vers # suivant les quo-
tients X /Y,. I’équivalence des deux convergences, d’aprés Z/Y; eb
d’aprés X /Yy, est ainsi démontrée.
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18. Complétion suivant les quotients. Nous dirons quun sous-
-espace Y de la réunion X d’espaces normés X est restrictif, lorsqu’on
peut faire correspondre & tout élément xeX wn élément y(x)eY de ma-
niére que:

10 zeX entraine y(x)eX et

[o—y(@)|x = min |z —y[x,
YeXF

2° Yyl +) =y (@) +y () POUT @y, By X.

Il est facile de vérifier que les espaces Y, considérés dang Pexemyle
du paragraphe 16 sont restrictifs.

Lorsque X est une réunion complétable d’espaces normés X et que
Y1, Yo, ... est une suite descendente de sous-espaces de X, fermés et restrictifs,
la réunion X (X,) est encore complétable.

Démonstration. Une suite @,,,,... d’éléments de X (¥,) satis-
fait & la condition de Cauchy par rapport 4 la convergence considérée dang
cet espace, lorsque tous les éléments de cette suite appartiennent 3 un
méme espace normé Zgr et que

mn
[ — Wn|ZQR —0,

¢’esta-dire

mmn

1
(26) max = (& — o) | Vi, 0.
Tk

La relation (26) entraine que, pour tout ¥, , 1l existe un espace X
de la réunion X tel que u,/¥,eX,/Y; (b =1,2,...) et que

mn

(B — ) [ Yy —> dans  X./Y¥, (k=1,2,..).
La derniére relation peut s'écrire
. mn
min }wm—mn—y[xk—» 0 (k=1,2,..),

veXp ¥y,
ou bien, en tenant compte de ce que tous les espaces Y, sont restrictifs,

@) [0m— 20— Y (@) + 9 (@), —> 0 (h =1, 2, ...).

S0it Zgr un espace de la réunion X(Y) tel que Zor <€ Zyp

8i #, >0 dans Zyp, il existe une guite X, X;, ... despaces de X,
Yo e X/ ¥y (0, =1,2,..) et

BTy 0

dans  X3/¥, (k=1,2,..).

On peut supposer, sans restreindre Ia généralité, que X, < Xj.
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D’aprés la derniére relation on g

. n
min Imn_yJXk >0

E=1,2,...
eord ( 1250000,

ou bien, en tenant compte de ce que les espaces Y, sont restrictifs,

(28) lon—yil@)lx, > 0 (k=1,2,..).
Les relations (27) et (28) entrainent
n
[ — Y@l x> 0 (B =1,2,..),

”

car la réunion X est supposée complétable. En d’autres termes

n
(29) 2,/Yp >0 dans XY, (k=1,2,..).

En vertu de (26) il existe, pour tout nombre & > 0, un entier n, tel
que

1 €
@ — @) | Vil xyw, < —

- ~  pour

My N> Ny
D’autre part, il existe, en vertu de (29),

une sous-suite Ty
(my, > my) telle que

Trngy -

1 &
(31) - g, | Y il x,8,, < 5

Les inégalités (30) et (31) entrainent, pour » > [

1 1 1
10 Vil xyr, < Wy — 20) | Wl xpyw, + 1P Vel zy2, < 6.
g 7 75

On a done
lmnIZQR -0,
ce qui prouve la proposition.

Nous supposerons dans la suite de ce paragraphe que X est une
réunion complétable. La réunion X est done isométrique avec un sous-
-espace de la réunion & d’espaces de Banach. Si Lespace XX n’est pas
donnée d’avance, on peut le construire d’aprés le principe d’abstraction.
Il est naturel d'identifier & avec le sous-espace correspondant de sa
complétion, et on procéde pareillement d’habitude. Cela étant, on peut
dire simplement que < est wun sous-espace de . Plus généralement, si
deux espaces X; et X, sont isométriques, nous erirons &, = 9,. Si A,
est isométrique avec un sous-espace de X,, nous dirons que X, est un
sous-espace de 9,.

Studia Mathematica XIX. 18
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Dégignons par X la complétion de I'espace X et par X (¥;) la complé-
tion de X (Y;). Les deux espaces SC et N (¥y) onbt les mémes éléments,
mais la convergence dans X (Y;) est plus générale que celle dans 9. Il
gensuit que la complétion X est un sous-espace de X (¥y). Pour
éviter les difficultés graphiques dans les formules plus compliquées, nous
remplacerons souvent le symbole S (¥y) par X[Y¥,]. _

Désignons par Y, la fermeture de ¥ par rapport & la complétion_%
La question s’impose, quel est le rapport entre les espaces X [ Y] et 9"C[Yk_].
Afin que cette question ait un sens, il faut que intersection. des espaces Y,
soit 0.

LevMe. §i Yy, Y,, ... est une suite descendante vers 0 de sous-espaces
fermés de X, la suite ¥y, ¥, ... des fermetures par rapport & la complétion
X est encore descendante vers 0.

Démonstration. 8i ze¥, (k =1, 2,...), il existe des suites

L1y Lroy -«
telles que
(32) Bin € Yy,
n —
(33) Ty > dans X,
n
(34) Bip— B> 0 dans X
En vertu de (34), il existe une suite d’espaces normés de la réunion &
X, X, ...
telle que

(®1n— ) [ Y e X[ X,

(wln”“wkn)lyk -0 dang Xk./ Yki

pour k = 1,2, ... Or, en vertu de (32), on a #,/Y; = 0, ce qui entraine
wln/ykka/yk)

a;m/Y,,l;O dans  X,/Y,

pour k = 1,2,... D’autre part, en vertu de (33), on a :)vmi> @, dou
1’égalité & = 0. Done 0 est le seul élément commun anx ensembles Y.

Grace aun lemme ci-dessus, on peut congidérer la convergence d’aprés
les quotients X/¥y; la réunion (7)) ainsi que sa complétion &/
sont alors bien déterminés. Cela étant nous démontrerons que

(35) H[Yi] = X[Tel-

Cette égalité dit qu’il revient an méme de compléter un egpace X
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suivant les quotients % /Y, ou bien de le compléter tout d’abord suivant
la convergence relative & X et de compléter ensuite Ia complétion obtenue
X snivant les quotients 9(/¥.

La démonstration de I'égalité (35) sera appuyée sur D’égalité

(X/T)(X"|Y') = X|Y" powr Y'CY”

(qui rappelle la régle de division des fractions ordinaires).

L’élément 2/Y' est la classe des différences x—y’, ot 4’ ¢ ¥, et 4" ¢ ¥’
est I'ensemble des différences y''—y’, od 4’ < ¥'. L’élément (#/X)/(¥"']X")
est la classe des différences (z—y')—(y"'—y'""), o 4, 4" ¢ ¥’ ot y'' ¥,
8i ¥'C Y, cette classe est exactement la classe des différences z—,
ol yeXY”. Ceci prouve (36).

Pour démontrer (35), supposons gqu’une suite Z, Zy, ... d’éléments
de X converge suivant les quotients X /Y, vers un élément Ze9C[¥y].
Cette suite satisfait % la condition de Cauchy

(36)

Zv‘m——a-c,,"—w; 0 dans (Y.
11 existe done une suite d’espaces de Banach X,, X,,... de la réunion ¢
telle que
(Em—Tn)| Ty 0 dams  Xp/Fe (k=1,2,...).

Les quotients X/Y, sont encore des espaces de Banach, il existe
done des limites

(37) im%,/Y; = 3,/¥; dans X,/7, (k=1,2,..),
n .

ol JeX;. Nous démontrerons que
(38) Tl V= T/ T

En effet, soit X;, un espace de Banach tel que

pour m =k.

X< Xim ot Xp<Xpn.
En vertu de (37) on a
(39) En{—Yk} ﬂk/z_fk dans %,m/l_/k,
Zn/ ¥~ G/ ¥m  dans  Xpm/Yon.

On tire de la derniére relation
@nl T (T4l T) > o] o) (F/ T
c’est-a-dire, en vertu de (36),
(40)

dans  (Xym/ Ym)/(Yk/Ym) 3

% T Gm/Tp  dans  Xum/Ts.
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Les relations (39) et (40) entrainent (38).
En vertu de (38) on a

—_ =
Gul Y™ T/ Y
Tes relations (37) et (41) prouvent que les deux suites Z,3Z,, ...
et 71, Fa, - - cONVergent suivant les quotients X/ Y, vers la méme limite z.
La derniére suite jouit, de plus, de la propriété (38).
En vertu de (38), on a en particulier (Fr.1—7)/Yr = 0, c'est-a-dire
Fp1—Fge Y. 1l existe done des suites

(41) dans XY (b=1,2,...).

Bpyy Bpay -+ (B =1,2,...)
telles que
n —
(42) Dpe ¥y, Ty, dans X,
n
Trp1n ™ Yee1— Y dans X (k=1,2,...).
Posons

By, = Bip+ Cant- -+ T

En vertu de (42) on a

00/ = Bt +0n) [T DOUr 0 2k,
d’olr
(48)  lma, /Ty = [Fit. .+ Gu—Tu-01/ T = 50/ T, dans /T,
(k=1,2,..).

Les relations (37) et (43) prouvent que les deux suites %, T, ...
et @, ©,, ... convergent suivant les quotients (/Y vers la méme limite 7.
Les termes de la derniére suite sont des éléments de Y. Nous avons done
démontré que tout élément z de X /¥, est la limite suivant les quotients
XY, dune suite d’éléments de 9.

La relation (43) entraine

(@n—2n)/T >0 dans X/,

10 existe done une suite d’espaces de Banach X,, X,, ... de la réunion
telle que

@n—2) [T >0 dans XuFe (k=1,2,...).

Or, Pespace X,/T; est isométrique avee la complétion de X/Y;, on
a, done

mn
@n—2)[T—>0 dans Xu/T, (k=1,2,...).

Cette relation prouve que la suite w, x,,... converge suivant les
quotients X;/Y;. La limite de cette suite appartient done & la complé-
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tion de N (X¥y), ¢’est-d-dire & L’espace X[Y,]. Or, la convergence suivant
les quotients /Y, est compatible avec la convergenee suivant les quo-
tients X /Y, ce qui prouve que % appartient & X[ Y]

Nous avons ainsi démontré que tout &lément de X[T;] est un &lé-
ment de X [Y,]. D'autre part, il est facile de voir que tout élément de
X[¥y] est un élément de W[T,). Done les espaces S[Y;] eb X[T¥]
ont les mémes éléments. Pour tout élément % de ces espaces il existe une
suite #,, %,, ... d’élémenti de X qui converge suivant les quotients 9/¥
et suivant les quotients /¥, vers . Or, on a

lmn/Ylek/Yk = ]mn/?klfkj?ky

d’oli, en tenant compte que L'espace X,/Y; est complet,

@/ Yl s, = 12/ Vilz, 7, )
Cela prouve que les espaces X[ Y] et ([ V] sont isométriques. Lrégalité
(35) est aingi démontrée.

19. Itération de la complétion suivant les quotients. Dans Des-
pace X [¥,] on peut considérer, & son tour, la convergence suivant les
quotients X[¥,]/Yy, oit ¥, désigne maintenant la fermeture de Y,
dans X[Y,]. La complétion suivant cette convergence soit désignée par
X[Y:1[Y:]. En vertu de la formule (35) on a

XYY 3] = X (V3 [Va] = X(Tp) [Ya] = X(Y3) (Ts) = X (V) = X[ T3]

On a done la formule

A[X][ Y] = X[Yi]-

Cette formule dit que litération de la complétion suivant les quo-
tients fournit exactement le méme espace que l'on obtient par une seule
eomplétion.

Partie II. Distributions

20. Distributions d’ordre fini a valeurs dans un espace de Banach.
Les distributions que nous avons traité jusqu’ici sont une généralisation
des fonctions réelles ou complexes. Nous allons les généraliser, dans ce
paragraphe, en partant des fonctions dont les valeurs appartiennent & un
espace arbitraire de Banach X.

Soit ¢ Vespace des fonctions continues #(4) dans (— co, oo) admettant
les valeurs de l'espace X. La convergence relative & ¢ est la convergence
presque uniforme, c’est-i-dire uniforme sur tout compaet. Pour tout
entier ¢ > 0 désignons par P, I’espace des polyndémes de degré < g dont
les coefficients appartiennent & X; P, est un sous-espace fermé d . C.
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Comme € est une réunion d’espaces de Banach, il en est de méme du
quotient ¢/P,.

Tixons ¢ arbitrairement. A toute fonetion meC faisons correspondre
1a classe des fonetions primitives de @ d’ordre g, c’egt-a-dire la classe des
fonctions de ¢ dont la g-idme dérivée est 4. La différence de deux fonctions
appartenant & cette classe est alors un élément de Py, 1a classe elle méme
est donc un élément du quotient C/P,. De cette maniére, I'espace O est
appliqué & un sous-espace C, du quotient C/P, et Ton peut identifier les
éléments de O avec les éléments correspondants de C,. Cela étant, les
espaces C et C, ont les mémes éléments, mais la convergence dans Cy,
induite par 1a convergence dans le quotient 0[Py, est plus générale que la
convergence dans C. De plus, I’espace C, n’est plus complet.

La réunion des espaces O, (¢ =1,2,...) a également les mémes
éléments que ¢, mais n’est pas compléte. Il est cependant facile de dé-
montrer qu’elle est complétable. En complétant cette réunion, on obtient
une réunion, désignons-la par D, d’espaces de Banach; les éléments de
cette réunion seront dits distributions & valeurs dans X, L’espace O est
dense dans D, c'est-a-dire toute distribution est la limite d'une suite de
fonetions de C, convergente dans D.

Les distributions introduites dans ce paragraphe sont d’ordre fini,
leur ordre étant déterminé par ’indice ¢ de l'espace C, dont la complé-
tion contient la distribution donnée. Les distributions plus générales
geront considérées aux paragraphes 22 et 23.

21, Dérivée. On dira qu'une distribution yeD est la dérivée d'une
distribution zeD et 'on écrira
y =2,
lorsqu’il existe une suite de fonctions f,<C, continfiment dérivables,
telle que

(44) fo—~o et f,—>y dans D.

La dérivée est unique. En effet, supposons que y et z soient des déri-

vées de . Il existe alors une suite de fonctions f,, <C telle que (44) a lieu,
et une suite de fonctions g,<C telle que

do—>a o g,—>z dans D.

Alors f,—gn— 0 dans D, c’est-a-dire il existe une suite de fonctions
F,eC et un entier ¢ tels que F® = f,—yg, et que F, converge presque
uniformément vers zéro. On a alors

FED = fo—gus

ce qui prouve que f,—g, —0 dans D. Donec y—=z =0, d’ol Vunicité.
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Toute distribution xeD est dérivable, c’est-a-dire pour toute distri-
bution weD il exigte une distribution yeD telle que y = »".

En effet, soit # une distribution donnée. Alors il existe une suite
de fonetions continues f,eC telle que f, - = dans D. Il existe donc une
suite de fonctions F,eC ot un entier ¢ > 0 tels que FQ = f, et que ¥,
converge presque uniformément vers une fonection FeC.

Pour toute fonction ¥, et pour tout intervalle [—Fk, %] il existe une
suite de polyndmes Piyi, Pins,..., & coefficients de X, qui converge
vers F, uniformément sur [—%k, k]. Cela étant, il existe une suite des
polyndémes P,,P,,..., ou P, = Pypy, converge vers F presque unifor-
mément. On a done presque uniformément F,,—P, 0, ce qui entraine
fa—Dn— 0 dans D, ol p, = PQ. Par conséquent,

Pp—>2 dans D.

Cela prouve que la dérivée 2’ existe et est la limite de la suite p;,.

Nous avons démontré encore plus: 'ensemble des polynémes & co-
efficients de X est dense dans ’espace des distributions D.

Toute distribution xeD est la dérivée dun certain ordre d’une fonction
continue.

En effet, soient f,, des fonctions de C telles que f, — = dans D. Alors
il existe des fonctions F,<C et un entier ¢ = 0 tel que F@ = f, et que ¥,
converge presque uniformément vers une fonction FeC. D’apres la défi-
nition de dérivée, on a z = FO,

Toute suite convergente de distributions est dérivable, ¢’est-a-dire, si
une suite de distributions z,e.D converge dans .D vers x, la suite des déri-
vées w, converge dans D vers z'.

En effet, les éléments de la suite convergente , appartiennent & un
espace O, qui est la complétion de O,. Il existe une suite de fonctions
F,eC telles que FO =, et F, converge presque uniformément vers
une fonction F. On a F® =g D’autre part, on a F = g,. Done
#neCqyy €6 la suite @, converge dans Cp,; vers FU™) = g,

Soit ¥ un sous-espace fermé de D. La dérivée dans le quotient DY
peut étre définie de deux maniéres:

10 (2/7) = #'|¥ pour weD;

20 §i @,eC, w0 ot 2,/T —x/Y, on pose

(@) =lima,/Y,
la limite étant entendue dans Pespace D.

Nous démontrerons que les deux définitions sont équivalentes.
Supposons d’abord que 1° ait lieu. Alors il existe une suite de fonctions
2,0 continfiment dérivables telle que @, — 2 dans D. On a alors %, —> %
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dans D et, par conséquent, 20 a liew. Supposons maintenant, inversement,
que 2° ait lieu. I existe alors une suite de fonetions y,<C telle que
y|Y = 2,|Y et y,—a' dans D; de plus, on peut choisir les ¥, de manidre
que y, ~> . On a alors y,/Y —«'/7 dang D, d'ot 2,/FT—a'/¥ dans D,
ce qui prouve 1°. L'équivalence des deux définitions est donc démon-
trée.

22. Distributions d’ordre fini & valeurs dans une réunion. Soit <
une réunion d’espaces de Banach X. Désignons par Cx I'espace des fone-
tions dont les valeurs appartiennent & X et qui sont continues dans
lintervalle (— oo, oo) d’aprés la norme dans X. Si X, < X, et une guite
de fonetions f,e<Cy converge dans Cx, (c'est-A-dire converge presque
uniformément d’apreés la norme dans X,), alors on a fneOXZ et la suite
converge encore dans Cx,. On a Ox, < Ox,. Désignons par € la réunion
des espaces Cx. Les éléments de C sont done les fonctions aux valeurs
de X, continmes presque uniformément dans (— oo, oo).

Désignons par Dx Pespace des distributions & valeurs dans 1’espace X.
8i X, < X, et une suite de distributions @, eDy converge dans Dy , elle
converge vers la méme limite dans Dx,. On a Dy, < Dy,. Dési]:gnons
par D la réunion des espaces Dy. Les éléments de O sont encore les digtri-
butions d’ordre fini. Une suite de distributions x,¢Q converge dans
vers #, lorsqu’il existe un espace Dx tel que @,eDx et 4, — o dans Dx.
Toute distribution £¢® est la limite d'une suite de fonctions continues
Jae€ (6t méme d'une suite de polynémes & coefficients de ).

On dira qu'une distribution 2¢@ a la dérivée y<, en symbole

Yy = w/)
lorsqu’il existe une suite de fonctions f,e@ continfiment dérivables telle
que f, > et f, >y dans . Toute distribution ¢ appartient 4 un
espace Dx ef la dérivée existe dans Dy, d’aprés lo paragraphe précédent.
11 est bien évident que la dérivée définie tout & I’heure coincide avec la
dérivée dans Dy. La dérivée dans D est unique pour tout #eD, car les
dérivées dans Dx coincident pour tous les X tels que weDX.’

Toute distribution weD est la dérivée dun certain ordre d’une fonction
continue.

Toute suite convergente des distributions w, <D est dérivable.
Ces propositions découlent trivialement des propositions analogues
du paragraphe préeédent.

(D/YSI fles;zuzln sous-espace fermé de @), tout €lément #/¥ du quotient
Y est la limite d’une suite %,/Y d’éléments de ©/7. La dérivée d
D|Y est définie, en posant / o
(41) @/T) =o|¥

pour zeD.
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Cotte dérivée peut aussi étre définie comme il suit: Si z,¢C, ZneC ot
x,|Y — x|Y, on pose
(2/Y) =limmz,/¥,

1a limite étant entendue dans Pespace . Les deux définitions sont équi-
valentes.

En particulier, soit Y le sous-espace de € des fonctions nulles dans
P’intervalle borné (a, 8) et soit ¥ la fermeture de ¥ dans @. Les éléments ¥
sont les distributions de @ nulles dans {a, ). Les éléments du quotient DY
sont alors des distributions de D localisées & 'intervalle (a, f). D’aprés
(41), pour dériver une distribution localisée il suffit de localiser la dérivée.
En particulier, si une distribution est nulle dans (a, §), sa dérivée est aussi
nulle dans (a, f).

23. Distributions d’ordre arbitraire & valeurs dans une réunion.
Soit ¥, (k =1,2,...) le sous-espace de <D des distributions qui sont
nulles dans (—k, k). Ceci posé, espace D(Y}) est une réunion d’espaces
normés et sa complétion D = D[¥;] est une réunion d’espaces de Banach.
Les éléments de <) seront dits distributions d’ordre arbitraire & valeurs
dans la réunion 9X.

L’espace des fonctions continues est dense dans Vespace des distribu-
tions.

En effet, désignons par Y; (k= 1,2,...) le sous-espace de © des
fonctions qui sont nulles dans (—k, k). Alors espace Y, des distributions
de @, nulles dans (—k, k), est la fermeture de ¥, dans @. On &

D = DI¥] = €T,
d’aprés la formaule (31), ce qui prouve la proposition.

Pour démontrer la dérivabilité des distributions, nous établirons
d’abord le lemme suivant:

LEMME. Si une swite de distributions @, D converge dans D, il en est
de méme de leurs dérivées .

En effet, si z,cD converge dans &, la suite ,/Y; converge dans
Q|¥, pour tout k& naturel. Il existe done des suites Yu1, Yras - - d’éléments
de T, telles que les différences a,— ¥, convergent dans D pour n—oo,
Par conséquent, les différences @,— ¥, convergent dans @ pour m—-oo.
Comme 4, = Ty, les suites #,/¥; convergent dans ‘D/Y, pour n— oo.
Cela prouve que , converge dans . -

Une distribution y @ sera dite la dérivée de D, si pour toute suite
aééments z,<D convergente dans D vers @, on a @, —>a dans D.

Toute distribution we<D est dérivable.

En vertu du lemme, il suffit de remarquer gue 8z, > et y, >
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dans D (@, Yrn D), los suites x, et y, convergent dans 7 vers la méme
limite. Bn effet, on & #,—y, — 0 dans D, c'est-a-dire (wn——yn)/?kl 0
dansg D[Y;. D’aprés la définition de la convergence dans un quotient
o . n '
il existe des éléments z,¢Y; tels que z,—¥,—&, ~ 0 dans @D, d’on

/ 4 ™
wnjy;—z,m—> 0. Cette relation a liew pour tout % naturel, done
— ¥, — 0 dans . La proposition est done démontrde.

) Tout-e suite convergente de distributions de D est dérivable, c'est-a-dire
si une sl}lte de distributions z,<) converge dans D vers x, la suite de déj
rivées x, converge dans O vers z'.

Smp 2p DO Isuite d’éléments de D, convergente vers «’. Alors on g,
par définition, 2, — ' dans . D’autre part, #,—=2,—0 dansg D, e’est-’
by . = " e VEid
-a-dire (4, —2,)/Y;—~> 0 dans D/T; (k= 1,2,...). Il existe des &léments
YineD tels que yu/¥y = (9,—2,)/7; et que y,m/YklO dans D/Y,

. 4 = " v .
Par conséquent, yi,/¥;—> 0 dans /¥y, d’od (a5n,—2)/ Y. 0 dans 3.
Donc =z, converge vers la méme limite que z,, c’est-a-dire vers z’.

) 24. Exe:mp.les des applications des distributions opérationnelles.
Soit en particulier XX Pespace des opérateurs (v. § 5). Alors la construction
d.es para.gra,phes-zzl et 23 conduit aux distributions &4 valeurs opéra-
tionnelles. Ces dlst'fmbutions peuvent aisément é&tre appliquées & certains
problémes d’équations classiques aux dérivées partielles.

Par exemple, en cherchant la solution de Téquation de la chaleur

02z oz

6122‘6},— 0<1<1,0<K<t< o)
telle que
(42) (0,1) =2(1,8) =0,

%(4,0) = Z.o',unsin’ﬂ'n:l,
on est conduit & Péquation opéra,t’iL:;nelle
(43) &' (3) = sz (1),
dont la solution formelle est (voir [1], p.237)

(44) @(1)

ZLsmn A
& s+urh e
que Pon écrit habituellement

{D(}-g t) = Zﬂnexp(—'naﬂ'at)ﬂin’nn‘l,

n=1

icm°®

Distributions 283

Quant & la série (1), il faut supposer quelque régularité de conver-
gence, par exemple, la convergence uniforme, ou, plus généralement,
la convergence distributionnelle. Cela étant, il n’y a aucune difficulté
avec la vérification que la série (44) converge distributionnellement par
rapport & A. De plus, la seconde dérivée de (44) converge emcore distri-
butionnellement, d’aprés un théoréme général (v. la fin du § 23). Done le
fait que (44) satisfait formellement & (43) entraine aussitot que (44)
est une vraie solution de (43).

Remarquons que si 'on voulait démontrer la méme chose sans se
gervir de la théorie des distributions, cela exigerait un raisonnement
supplémentaire, peu commode dans les caleuls pratiques (en outre il
faudrait introduire une hypothése plus forte sur la convergence de
(42)).

11 est facile de remarquer qu'une équation différentielle opération-
nelle homogéne

(45) 2™+ a ™ V4.t a2 =0,

ol a; sont des opérateurs, admet exactement les mémes solutions, n’im-
porte si I'on la considére au sens opérationnel ordinaire ou bien au sens
des distributions opérationnelles. En effet, si une distribution opération-
nelle satisfait & cette équation, elle est une fonction opérationnelle con-
tinue, ce qui se laisse voir sans difficulté. D’autre part, toute solution de
1’équation non homogéne

(46) 2™ a6V e, =T,

ol f est une distribution donnée, est de la forme

z+Y,

oll © est une solution de I'équation homogéne (45) et y est une solution
particulidre de (46), fixée arbitrairement. Donec 'admission des solutions
distributionnelles n’introduit ancune modification dans la méthode de
résolution des équations considérées.

Congidérons encore 1’équation

02z
ot

9x 0w i 0%
0A® + orr  oAo

(47)
D’aprés un critére connu, cette équation est restrictive (voir [2], p. 302).
Tl y'ensuit que les conditions sur l'axe des A doivent s’écrire dans la

forme

(48) @Ay 0)+ 2i(, 0) = g(A). :

@(%,0)+ (2, 0) = f(2),
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Proposons-uous de résoudre le probléme (47), (48), en supposant
que
)= D s(a—2mm), g(h) = —Hsingd)~,

oll ¢ est la distribution delta de Diraec.
On a (voir [2], p. 49 et 50)

Zﬁ(l—,?mm) = {4 cosi+cos2i+...,

}(sindd)—2 = cosA+ 2c0824+...

I’équation opérationnelle correspondante au probleme congidérs

est
(49) o o'+ 2a' - s2e = sf(A)+g(A).
Les racines de 1'équation caractéristique
w3 w4 82w g2 = 0
sont

—1, 48 et —is

et geule la premiére est logarithmique. La solution générale de (49) est
done .
z(1) = ce*+y (),
oll ¢ est un opérateur arbitraire et x,(1) est une solution particuliére
de (49).
Afin de trouver cette solution particulidre, nous cherchons d'abord
une solution x,(4) (n =1, 2,...) de Péquation

(50) 2" a4 '’ 4 s2 = (s—n)cosnd
qui soit de la forme

(51) @n(2) = Aycosnd+Bysinnd  (n=1,2,...).

.En substituant (51) dans (50) et comparant les coefficients de cos
et sin, on est conduit au systéme d’équations
Ap(—n24- 82+ B, (—nt + ns?) = 0,
Ay (P —ns?) 4B, (—nt4s2) = s—n.
D’olr
_ n 1

" -n?) T syt

(s+m) (107’
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Cela étant, la fonction
y(A) = Da(h), on
n=0

satisfait & 1équation (49). On en déduit facilement que la solution gé-
nérale du probléeme considéré est

ev—ﬂt
1-+n2

(—ncognd+ sinnd).

1 o
a1, 1) = oo+ 5 + )
n=1

La série obtenue converge uniformément et absolument pour
t > e > 0. Lorsque ¢ s’approche de 0, la fonetion x,(1, t)+ (4, t), consi-
dérée comme une fonection de 1 avec le paramétre ¢, converge distribu-

o0
tionellement vers ' 0(1—2nw); parveillement (2, )+ (4,1) con-

= —c0

verge vers — i(sin 31)~2
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