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STUDIA MATHEMATICA, T. XIX. (1960)

Uber die Spaltung von Fourierreihen fastperiodischer
Funktionen

von

8. HARTMAN und C. RYLL-NARDZEWSKI (Wroclaw)

In Fortsetzung der Untersuchungen von Kowanko [4] beschéiftigen
wir uns hier mit Fourierreihen, deren Exponenten in arithmetisch un-
abhiingige Teile zerfallen. Da die Resultate und Beweise ihrem Wesen
nach nieht auf Funktionen einer reellen Variablen beschrinkt bleiben,
betrachten wir vom Anfang an fastperiodische (fp.) Funktionen auf
einer abelschen Gruppe G (s. z. B. [3]). Wir setzen voraus, daf die Fou-
rierentwicklung

F)~ D) @)
iz
einer komplexen fp. Funktion nach den Charakteren von G derart in
M < oo Teilreihen
on
M D ) (s < 005 m < M)
st

zerfillt, daB die zu verschiedenen Indizes » gehorenden Charaktere von-
einander unabhingige Systeme bilden, d.h. fiir beliebige N<M+1,
1<k, < g+l (1<n<¥N) und ganzzahlige ¢f) aus der Identitdt

R 0
@) [[]] = =1
=1 7=1

die Identititen

)
3) [ =1 ®=1,..,7

j=1
folgen.

Ist im besonderen G die reelle Achse, so kann man
2
(@) = ™"

getzen. Dann 1EBt sich (2) in der Form
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N kn
3 S —o
n=1 =1

und (3) analog ausdriicken. Fiir diesen Fall und unter Voraussetzung
M < oo hat Kowanko bewiesen [4], daf die einzelnen Teilreihen (1)
Fourierentwicklungen stetiger fp. Funktionen darstellen, deren Summe
die Funktion f ist. Wir beweisen dariiber hinaus den

Sarz 1. Alle Rethen (1), wo n < M+1 <
gewisser fp. Funktionen f,; fir diese gili

(4) an =
M

(5) Zsu; falt)] < oo.

oo ist, sind Fourierreihen

t) gleichmipig auf @,

Dieser Satz ist eine weitgehende Verallgemeinerung des bekannten
Satzes von Bohr, nach welchem die Fourierreihe einer stetigen fp. Funk-
tion einer reellen Variablen mit arithmetisch unabhingigen Fourier-
exponenten absolut und gleichmiBig konvergiert.

Beweis. Die Transformation

v(t) = (1(8), %a(1), -.)

bildet die Gruppe G homomorph in eine ¥,-dimensionale toroidale

Gruppe T' ab. T ist das Produkt von Einheitskreisen T, auf welche die

Gruppe G durch die Charaktere y; nauigewickelt” wird. Den Charakteren
P entsprechen bei festem n die Kreise 7%, deren Produkte K, = T.x

XTEx... = P T, wir fiir den Augenblick als Achsen betrachten. Das

sind Te]ltorusse, aus welchen der ganze Torus T wieder durch Produkt-

bildung hervorkommt: 7' = P K,. BEs sei K die Untergruppe von T, die

n=1
durch AbschlieBung von (@) in T entsteht. Wir beweisen zuerst, daf die
Gruppe K gleich dem Produkt ihrer Projektionen auf die Achsen I, ist:

M
(6) E= Pr,x.
N=1

die ,,Koordinaten” von « auf den XK,
bezeichnen. Es sei e P Pr, K. Dann gibt es fiir jedes n einen Punkt

=1

(1 2™ = (g™ 2, ...

Ist wel, 50 mogen z,, z,, ...
M

(7 n
’ wnlla Ty xgu-%—l)'-

JeK.
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Bs seien nunmehr z,; (1 <j<s,+1) die (diesmal numerischen
komplexen, mit |z, ;] = 1) Koordinaten von x,cK, auf den Kreigen 77,.
Wegen (7) gibt es fiir jedes & > 0 und jedes natiirliche %, < 5,4+ 1 ein
t,eG mit

‘X(])(n)_wn,j] < e (G=1,..., k).

Es miissen also die Charaktere y) (1 <j < s,+1) mit den Zahlen Ty,
in Korrelation sein, d.h. es muB aus der Identitit

kn

”[XNQ noE=

(7)
(xn ]) =

mit ganzzahligen cf

(8)

E:w

folgen. Wenn man jetzt (2) fiir ein N < M 41 und beliebige %,
(1 < &y < 8,+1) voraussetzt, so gilt (3) und daher hat man (8) fir jedes
n < N, woraus

folgt. Das bedeutet aber, da die Charaktere 4O fiir alle zulissigen Werte
von # und j in ihrer Gesammtheit mit entsprechenden Zahlen z, ; in
Korrelation stehen. Nach einem Satz von Hewitt und Zuekerman ([3],
vgl. auch [2]) hat das zur Folge, dal fiir jedes ¢ > 0, jedes N < M+ 1
und beliebige %, (1 <k, <s,+1) ein {«G existiert, das allen Unglei-
chungen

(9) =gl <o (1<) <k, 1<n<N)

n

simultan geniigt. Da die Zahlen =z, ; (1 <j <s8,+1; 1 <n <M41)
numerische Koordinaten des Punktes z in T sind, so besagt die Tios-
barkeit von (9) einfach, dall xz<K gilt. Mithin haben wir die Inklusion
M
P Pr,K C K bewiesen. Die reziproke ist trivial, es kommt also die
n=1
gewiinsehte Gleichheit (6).

Deshalb kénnen wir jede Funktion auf K als eine Funktion von M
unabhingigen Verinderlichen z,, %,, ... betrachten. Jeder stetigen kom-
plexen Funktion @(x) auf K entspricht vermittels der Gleichung

(10) F(t) = ®(p(t)

eine fp. Funktion F(¢) auf ¢. Die betrachtete Funktion f(¢) entspricht
dabei einer Funktion ¢(x) = @(%,,%,,...) auf K. Um das zu beweisen,
bemerken wir zuerst, daB f(y~'(«)) eine wohlbestimmte Funktion auf

Studia Mathematica XIX. 19


GUEST


290 8. Hartman und C. Ryll-Nardzewski

(@) ist. In der Tat: auf Grund des Approximationssatzes hat y(t,) =
= y(t,) immer f(i,) = f(t,) fur Folge. Aus der gleichmiBigen Stetigkeit
der Charaktere m,; folgt durch nochmalige Anwendung des Approxi-
mationssatzes, daB fly~i(x)) auf v(G) gleichmdfig stetig ist und mithin

eine stetige Rrweiterung ¢ auf ganz K zuldfit. Die Fourierreibe von ¢(z) .

ist (von der Anordnung der Glieder abgesehen)
M sp
1 D Y aa,;.
n=1 j=1
Da 2|a"’] < oo igh, so ergeben die Teilreihen Z% @, ; gewisse nach

dem normerten Haargchen MafBe u in der (kompakten) Gruppe K qua-
dratisch integrierbare Funktionen g,, die von einzelnen Variablen w,
abhiingen; in L%(u) gilt die Gleichheit

M
= Z (Pn(mn)-

=1

(12) P(@1y Bay --2)

Wegen der Unabhingigkeit der Variablen m, gilt sie auch u-fast
iiberall ([1], S.108-109). Da ux das Produkt der Haarschen MaBe u, auf
den (kompakten) Projektionen Pr,K ist, so kann man nach dem Fubi-
nischen Satz fiir jedes n die Werte von @, ..., %p_1, Bnpq, ... 30 bestim-
men, daB (12) fiir jedes z,ePr,K mit Ausnahme einer Menge vom. u,-
-MaBe Null besteht. Daraus folgt

@ (%1, gy -..) = @n (@) Constans u,-fast tiberall.

Da ¢ stetig, daher insbesondere inbezug auf z, stetig ist, so erweist
sich @, (®,) als p,-fast iiberall einer stetigen Funktion auf Pr,K und also
u-fast uberall einer stetigen Funktion auf K gleich. Mithin sind die Teil-

reihen Z oz, ;, als Fourierreihen von g,, auch Fourierreihen stetiger

Funkmonen auf K, welchen vermittels (10) fp. Funktionen f,(#) auf &
mit Fourierreihen (1) entsprechen. Somit ist der erste Teil des Satzes
bewiesen.

(4) und (5) zeigen wir nun nicht direkt fiir die Funktionen f,, son-
dern fir die ihnen vermoge (10) entsprechenden stetigen Funktionen
auf K. Das wird formell noch mehr besagen. Die letzteren diirfen wir
unter etwaiger Abinderung auf einer Nullmenge mit ¢, (@) = @y (%)
bezeichnen. Bemerken wir, dal 1° alle ¢, stochastisch (nach dem MaBe u)
unabhingig sind (zur Definition 8. z. B. [1], 8. 7) und 2° hochstens eines
unter den ¢, ein konstantes Glied in seiner Fourierentwickelung hat, so
wird sich (4) und (5) wegen (12) und der Stetigkeit von ¢, (welche das
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»iast tberall” durch ,,iiberall” und essup durch sup zu ersetzen gestat-
tet) aus folgendem Hilfssatz ergeben:

Sind die Funktionen h,(x) stochastisch unabhingig und gilt fast iiberall
Z By () =
beschmnkte Funktz‘on ist, so sind auch h,(z) im wesentlichen beschrinkt
und die Rethe Z B (

n=1
gilt dariiber himous

(), wo h eine im wesentlichen (d. h. auferhalb einer Nullmenge)

x) konvergiert aupferhalb einer Nullmenge gleichmdfBig;

80 hat man

2 essup |h, (@

N=1

z)} < co.

Beweis. Man gewinnt ihn leicht durch Benutzung der fiir zwei
stochastisch unabhéngige reelle Funktionen g und % offenbar giiltigen
Formel

essup(g+h) = essupg-essuph.

Eine analoge Gleichheit gilt fiir esinf und daher auch. fiir w = essup —
—esinf. Wenn wir also fiir den Augenblick annehmen, daB die Funk-

tionen , reell sind und 7, = > h; setzen, so haben wir wegen der

k=n+1

Gleichheit b = hy+...-+ by -+ 7, fagt iiberall

(13) D o)+ o(r) = o(h) < oo
k=1

und mithin 3 w(h,) < co. Daraus folgert man leicht, daB die Reihe
0 n=1

> hy(z) auBerhalb einer Nullmenge gleichmifig konvergiert. Folglich
n=1

gilt

]Jmessuprﬂ = hmesmfa,, llma)( w) = 0.

Weiter, wegen (13) und analoger Formeln fiir essup und esinf anstatt w,
hat man

[=+} oQ
Zessuph,, = essuph < oo, Zesinfhn = esinfh < oo

n=1 n=1

und daher
(14) 2 () = (k) < oo,
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Aus (14) erhellt, daB die b, im wesentlichen beschrinkt sind. Von der
Annahme, daB h, reelle Werte haben, kann man sich frei machen, indem
man das Bewiesene auf den Reell- und Imaginirteil von A, und h anwen-
det. Gilt [h,()dw =0, so folgt essupRe(h,) >0, essup Im(h,) =0
esinf Re(h,) < 0 und esmf Tm(h,) <0, also essup|Re(hy)| < o(Re(h,)),
essup |Im ()] < o{Im(h,)) und schlieflich wegen (14)

Z essup |,
n=1

Damit ist der Beweis des Hilfssatzes und folglich auch des Satzes 1
zu Ende.

Satz 1 gestattet einen analogen Schluf fiir stetige fp. Funktionen.
Zuerst beweisen wir das

< 2 essup |Re(hy)| -+ 2 essup |[Im(h,)| < oo.
k=1 N=1

Lemma. Ist die Funktion f(8) ~ D tnxa(t) (4, # 0) fastperiodisch auf

einer abelschen topologischen Gruppe, so ist sie dann und nur dann sietig,
wenn alle Charaktere y, stettg sind.

Die Notwendigkeit dieser Bedingung folgt daraus, daf} jeder trans-
lationsinvariante und (in bezug auf die gleichméfige Konvergenz) abge-
schlossene Modul fastperiodischer Funktionen, mithin also der Modul
aller stetigen fp. Funktionen die abgeschlossene Hiille der direkten Summe
der in ihm enthaltenen unzerlegbaren Teilmoduln darstellt ([5], S. 66).
Dal die Bedingung auch hinreichend ist, folgt unmittelbar aus dem Ap-
proximationssatze. Nun gilt

Sarz 1. Ist die Gruppe G eine topologische wund ist die Funktion f,
welche die Voraussetzung von Satz 1 erfillt, auperdem noch stetig, so sind
die in der Behauptung dieses Satzes vorkommenden Funkiionen f, eben-
falls stetig.

Beweis. Aus der Stetigkeit von f und aus dem zweiten Teil des
Lermas folgt die Stetigkeit aller Charaktere y{) in der Formel (1). Das
die Funktionen f, stetig sind, ergibt sich aus dem ersten Teil des Lemmas.

Weitere Uberlegungen beziehen sich auf den Fall, wo @ die reelle
Achse ist, und auf die Rédume I”(u) (p > 1) der auf K erklirten mit
p-ter Potenz integrierbaren Funktionen. Thnen entsprechen Fourierrei-
hen, die nach stetigen Charakteren von K, d.h. nach den Potenzpro-
dukten, auch mit negativen Exponenten, der Koordinaten in 7' fort-
schreiten. Indem jede Koordinate vermoge Riickgéngigmachung der
Transformation y durch entsprechenden Charakter der reellen Achge
ersetzt wird, kommt die Fourierreihe einer Besicovitchschen fp. Funk-
tion hervor, in deren Fourierentwicklung nur diejenigen Charaktere auf-
treten, die Potenzprodukte der fiir die Transformation y benutzten Cha-
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raktere y; sind. Diese Funktionen bilden einen vollstindigen Raum B? (y)
iitber den Linearkombinationen von Potenzprodukten der y;, wenn als
Norm die BP-Norm, d. h. die p-te Wurzel aus dem Mittelwert der abso-
luten p-ten Potenz angenommen wird. Der Raum B”(p) ist mit IF(u)
isomorph. Setzen wir voraus, dafl die Ausgangsfunktion

) ~ D ap),

i=1

die v erzeugt, nunmehr eine BP-, und nicht notwendig eine stetige fp.
Funktion ist, so konnen wir den nichsten Satz, ebenso wie frither den
Satz 1, auf die Gruppe @, also auf die reelle Achse, anstatt auf K
beziehen, némlich folgendermafen:

SATz 2. Alle Reihen (1) sind Fourierreihen gewisser BP-Funktionen f,;

fiir diese gilt
M
D falt) = 1)
n=l

Beweis. Den fithren wir in bezug auf entsprechende Funktionen
in K. Anstatt der Reihe

nach der BP-Norm.

'l\ﬂz
L\ﬂa
M="=

I
i

@) (7)( 1)

alxl() alz

Il
=
]
-

i n=1 7

(der Fourierreihe von f) betrachten wir demmach die Reihe (11), WO die
%, ;, wie frither, numerische Koordinaten der Punkte zeK = P Pr, K

=1
sind. Ist @eLP(u) die Funktion, welche vermdge des Isomorphismus
zwischen LP (u) und B?(y) der Funktion f entspricht, so ist (11) ihre Fou-
rierreihe. Mithin sind unter den Fourierkoeffizienten von ¢ nur diejeni-
gen von Null verschieden, welche zu den einzelnen Koordinaten in T
gehéren, d. h. es verschwinden die den Potenzprodukten von x,; vom
Grad hoher als 1 entsprechenden Koeffizienten. Wir wollen ohne Be-
sehrinkung der Allgemeinheit annehmen, daf der nullte Koeffizient,
d. h. der Mittelwert von p, ebenfalls verschwindet. Man hat zu beweisen,

sno . .
dafl die Teilreihen ' a{'s, ; Fourierreihen gewisser Funktionen ¢, <l” (u)
7=1

sind, die nur von den einzelnen %, = (%, 1, &n 2, ...)¢Pr, K abhingen

und fiir welche

(15) D oal@n) =pl@) i IF(n)

gilt.
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Diese Funktionen werden durch die Formel

(@) = [0(2) 2 (02) . oy (@B 1) 1 (A1) 2 (A ) ...

definiert, wo das Integral iiber das Produkt P Pr,K erstreckst ist. Wei-
T#N
terhin schreiben wir kiirzer dm; statt u;(d;).
Mit ¢ gehoren auch die ¢, zu IP(u). Wir berechnen ihre Fourier-
koeffizienten. Der zu x, ; gehdrende Koeffizient von ¢, ist fiix r=n
gleich

jm[ﬁ(w)dwl...dwn_ldwwl...]dw,,, = [¢() &u,; doydesy... = o)

und fiir r £ n gleich
faT,.;[fqy(m)dwl...dwn_ldmn“...]dm,dmn =0,

weil [, ;dw, = 0 gilb. Der nullte Koeffizient von ¢, ist gleich dem
Mittelwerte von ¢, d. h. Null. Die zu den Potenzprodukten vom hé¢heren
Grade als 1 gehorenden Koeffizienten von @, verschwinden begreiflicher-

Sn
weise ebenfalls. Mithin sind die Reihen > o) @, ; tatsichlich Fourierreihen
von @,. Man hat =1

D 0u(@) = [@(@)@pyy Ay s... ptast iiberall,

=1
wenn man die beiden Glieder dieser Gleichheit als Funktionen von we K
auffalt, die nur von «,, ..., 2, abhingen. Das folgt aus der direkt nach-
weisbaren Identitédt ihrer Fourierkoeffizienten.

Die Gleichheit (15) ergibt sich nun aus dem folgenden bekannten

Satz (theorem on martingales, [1], S. 342-343): fir ein p(z) = @ (@1, gy .0)
eIP(u) = IP(uy X pyX...) hat man

lj‘yfnqu(m)dwn+1dﬁn+g.. .= @) in Lp(/“)

(und auch wp-fast iberall).
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