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STUDIA MATHEMATICA, T. XIX. (1960)

Uber das asymptotische Verhalten eines
speziellen Faltungsintegrals

von

L. BERG (Halle)

Auf Grund einer Anregung von Herrn J. Mikusiniski soll in der vor-
liegenden Arbeit das asymptotische Verhalten des Integrals

&
(1) I=[e ™ e o0 (s iy

0
mit positiven a, 8, a,b und beliebhigen komplexen ux,» fir s— +0
untersucht werden, das bei gewissen Anwendungen in der Theorie der
partiellen Differentialgleichungen benotigt wird. Diese Aufgabe wird
mit Hilfe der Formel

o6 /T on
(2) PRCAL LY AT -
V o000

a(s)
fiir s — S geldst, die nach, [1], [2] und [3] unter folgenden Voraussetzungen
gilt: g(s, 1) ist eine fiir reelle s und t reellwertige Funktion, die fir a < t<<b
die in t stetigen Ableitungen

eI,z E)~h(s,7(s)

2

] a
gl(s,t)=ag(s,t), gz(syt)zﬁg(szt)

besitet, h(s,t) darf kompleve Werte besitzen wund braucht fir a <1t <b
nur die erste stetige partielle Ableitung hy (s, t) nach t zu besitzen. Die in (2)
auftretende Funktion x = x(s) ist eine Losung von

(3) s, @) =0

mit a(s) < z(s) < b(s). Ferner mup eine Funktion w(s) >0 mil at+ o
<3 <b—w evistieren, so daf fir jede reelle Funktion £(s) mit
lz(s) — £(s)l < w(s)

(4) ©*(8)ga(s, () = oo, gals, E(8))~gals, @)
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sowie
(5]

fiir s — 8 gilt. Schlieflich soll g,(s,t)-+Rhy(s, ?) fiir a <t < b und hin-
reichend nmahe bei S gelegeme s monoton wachsend sein. '

Man konnte zwar auch daran denken, das asymptotische Verhalten
von (1) iiber die Laplace-Transformation und deren Riicktransforma-
tion zu ermitteln, indem man neben [1] Séitze aus den Arbeiten [4] und [5]
heranzieht, aber der hier eingeschlagene direkte Weg ist matiirlich viel
einfacher. Hat man einmal den zuvor angefilhrten Satz zur Verfigung,
so gind nur noch elementare Rechnungen erforderlich, theoretische
Schwierigkeiten ergeben sich nicht mehr.

In dem speziellen Fall (1) ist a =0, b = s, § = 0. Wihlen wir

h(s,@)—h(s, &) = o(1), Rhy (s, &) =0(lg2(s,w))

® g0 =gk g b0 = —ulni—sla—),
go gilt

aa Bb aa(a+1) Bb(b-+1)
() guls,yt) = — A +mﬁ, ga(8, 1) = s 1P
und ’

- _Fr, 7 . 4
(8) hi(s,t) = Tty hen=g5 +(s-—-t)2'

Aus (3) und (7) erhalten wir
(9) s = o+ ypa°
mit
(10) y = (ﬁ)ﬁ sy
aa b4-1

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir @ > b und somit
0.21 annehrluen. Wegen y > 0 gibt es eine Losung » = @(s) von (9),
die der Ungleichung 0 < #(s) < s geniigt. Fiir diese Funktion gilt wegen (7)

_aa(a+l)  Bb(b+1)

g2(s, @) 252 + )

und daher im Falle g = »

aa(a+1)(y+1)

ya*+? st

(11) ga(8, ) = _ aa(a+1)(y+1)**°
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mit y = (8/a)/**) und im Falle ¢ > b

aa(b+1)

yma+c+1

aa(b+1)

~ Q-+C+1
psoreT

(12) ga(s, @)~
mit (10) fiir > 0. Wihlen wir jetat w(s) = s* mit (ate+1)/2 > 6
> ¢ = 1, so ist (4) erfiillt. Wegen |z— ¢| < w ist E~az, jo— &7 =0(1)
und daher

xz c
—pln — —vIn Liad

3 —h = S o
(8, 2)—h(s, &) F I = o),
Weiterhin gilt
Ru Ry
Rh [ o — —c
1(85 &) P + o £ O™,

so da wegen (11) und (12) auch (B) erfillt ist. SchlieSlich folgt aus (7)
und (8), daf fir hinreichend kleine ¢ und 0 <<t <Cs

92(8, 1) +Rhy(s, 1) > 0

ist. Damit ist g,(s, ) +Rh,(s, 1) monoton wachsend, und alle Bedingun-
gen sind erfiillt. .

Nunmehr kénnen wir die rechte Seite von (2) berechuen. Zunichs
sieht man sofort, daf

e—h(s,a:) — wp(ymc)v

ist m}d somit im Falle a = b
e hET) _r
Ay

utr

(13)

und im Falle a > b

(14) ¢THEE) 7 g,
‘Weiterhin ist nach (6)
a B a Y6 oo
(15) g(svw)':w'—a_'_ybmvb =m7(1+?wc 1)'

Damit erhalten wir wegen (11), (13) und (15) im Falle a = b zusammen-
fagsend fiir das Integral (1)

2y+1

2wy
(16) IN]/ aa(a1) (14 p)wroress ’

pirtld g el g—a (g, 0)
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mit y = (B/a)/). Im Falle & > b erhalten wir fiir (1) unter Beachtung
von (12), (14) und (15) die asymptotische Darstellung

ol
a7 IN]/_?_L ghrert a+;+1 .
aa(b41)

wobei y und ¢ durch (10) bestimmt gind und z = 2(s) aus (9) zu berech-
nen ist.

Bei der Auflosung von (9) nach z kénnten wir uns der asymptoti-
schen Tteration aus [6] bedienen. Wir wollen hier aber anders vorgehen
und die Substitution x = sy, ys°' =z vornehmen. Dann nimmt (9)
die Gestalt

—az—® (H- %E—JC—I)

(s =0),

y=1—2z

an, aus der sofort ersichtlich ist, daf y in eine Reihe nach steigenden
ganzen Potenzen von z entwickelt werden kann:

00

k(3

y=1— E [
n=1

Durch Koeffizientenvergleich finden wir fiir die ersten Koeffizienten

1
(18) a; = 1, 8y = —¢(3¢—1),

=

Gy = —C, Oy = — —;—(20—1)(4041).

Machen wir die Substitution riickgingig, so erhalten wir die Entwicklung

(19) r=8—8 Ay y" SR,

Hieraus folgt

o0

(20) 7 =T (1= Yyt = 1 5‘ by
Me=1

n=1
mit
1 1
(@1) bi=ay, by=gao(b—1), by = a0 (h—2)(a—36-+2),
sowie
a+e—~1 ( o b

(22) x~ -1 __ s—a+c—1 1— @ '}f’nS'M_n —@+6—1 - 8‘“'“”1 1 al ne—n

Tg; n } ( —|—%cns )
mit

1

(23) e =boy, ¢y, = 5 bey?(a— 3¢+ 2).
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Durch Zusammenfassung von (20) und (22) ergibt sich auf der rechten
Seite von (17)

@ (=]
(24) ™ (1 + %w”‘l) = a7 (14 D ds™)
n=1
mit
(1
d‘n:bn+%&n—l7 00211

so daB die ersten drei Koeffizienten

1
d1=‘b‘(b+1)y d2=-,;<wz(a+1)7
(25)

1
dy = n ay®(a+1)(a—3c+2)

lauten. Die rechte Seite von (24) reduziert sich sogar auf eine endliche
Summe. Ist niémlich —a-+nec—n >0, d.h. # > a(b+1)/(a—Db), 80 ist
™M™ — (1) und braucht daher nicht berticksichtigh zu werden.
Es geniigt also, in (17) an Stelle von (24)

m
(26) az™® (1 + y—b“ mc—‘) =as™(1+ D dy 5™
n=1
zu wihlen, wobei m durch
a(b+1)’]
2 = |—7F
(27) m l b

bestimmt ist. Ist a(b+1)/(a—b) eine ganze Zahl, so ist —a+me—m =0,
so daB der Koeffizient von s° in (17) lediglich den Beitrag e~"m gum
konstanten Vorfaktor liefert. Allgemein sehen wir daher, daB wir auf
der rechten Seite von (26) hochstens (m-+ 1) Potenzen von s mit nega-
tiven Exponenten erhalten, wenn statt (27) m < a(d+1)(a—b) <m+1
oder

(m—1)a ma

Smtlta

ist. In den Fallen m = 1 und m = 2 treten auch genau 2 bzw. 3 solche
Potenzen auf, da die Koeffizienten d, und d, wegen (25) nicht versechwin-
den konnen. Dagegen ist dy = 0 fiir a—30+2 = 0, d. h. wegen (10) fiir

2a+1
a+?2’

(29) b=
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Dieser Wert b ist fiir o > 1 kleiner als . Dartiber hinaus geniigt er der
Ungleichung (28) mit m = 3, wenn

(30) a>4

ist. Folglich treten in dem. Fall (29), (30) auf der rechten Seite von (26)
nicht 4 sondern nur 3 Potenzen von s mit negativen Exponenten auf.
Eine entsprechende Diskussion kann man auch fir gréBere m durch-
fithren, man braucht lediglich weitere Koeffizienten d,, zu berechnen.

Die Richtigkeit der Formeln (16) und (17) findet man bestétigt
wenn man die Gleichung ’

[0 g,(s, Hydt = 0
0

wegen (7) in der Form
8 3
aa [60ON gt = b (67000 (s—1) "1t
[ 0

sehreibt und auf beide Seiten dieser Gleichung die Formel (17) bzw. (16)
anwendet. Um dies ejnznsehen, braucht man nur die Formeln (14) bzw.
(13) heranzuziehen und die Fille g = —a—1, » =0 wnd u =0, » =

= —b—1 zu betrachten. Eine weitere Kontrollmoglichkeit erhilt man,

wenn man den oben angedeuteten Weg iiber die Laplace-Transformation
formal durchrechnet.
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Spaces of continuous functions (V)

(On linear isotonical embedding of C(£2,) inte 0(£,))
by
. K. GEBA (Torut) and Z. SEMADENI (Poznan)
1. Introduction. In the sequel Q will denote a compact Hausdorff
gpace, and C(2) will denote the Banach lattice of all real-valued conti-
nuous functions defined on Q. By a well-known theorem (established,
in various forms, by Banach, M. H. Stone, I. Gelfand and A. Kolmo-
goroff, S. Eilenberg, I. Kaplansky and others; see [2], p. 170, [23],
p. 469, [9], [7], [14]), the space C(2) determines Q topologically. Thus,
the topological properties of {2 defermine the linear, metric and lattice
properties of C(R), and conversely.
From the topological point of view, the relation o space Q; is smaller
than Q, may be defined variously (e.g. it might mean that @, C Q,,

0]
or that 2, is a continuous image of Q,). On the other hand, functlijona.l
analysis gives also many definitions of the relation a space C(£2,)is smaller
than C(2,) (such a definition may be based on the linear dimension, on
jsometrical or isotonical embedding, and so on).

These notions suggest the problem whether the statement £, s
smaller than R, implies the statemént C(£2,) s smaller than 0(Q,) and
whether the converse implication is true, both notions smaller being
guitably defined.

The methods and results of both parts of this general problem —
the part concerning topological embedding and that concerning con-
tinuous images — are mutually different; moreover, the firgt part is more
difficult and the issues are not complete.

The problem of necessary and sufficient conditions for £, to be a con-
tinuous image of a compact Hausdorff space 2 is completely solved by
the following theorem of M. H. Stone (*): £, is a continuous image of acom-~

(*) This theorem may be formulated in various ways (e. g. in ring terms or in
lattice terms). It has been proved and discussed by M. H. Stone ([23], p. 475),
G. Silov [21], H. Yoshizawa [24], 8. B. Myers ([17], p. 240), Ky Fan [8], K. Geba
and Z. Semadeni [11]. It is closely related to the Stone-Weierstrags approximation
theorem and to the theory of semicontinuous decompositions of a compact set Q.
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