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Espaces d’Orlicz de champs de vecteurs (IV)
(Opérations linéaires)
par

N. DINCULEANT (Buecarest)

Introduction. Soient Z un espace localement compact et » une
mesure de Radon (1) positive sur Z; & = (B(2))s.z une famille d’espaces
de Banach et &' = (E’ (z))ﬂz la famille des duals des espaces H(z).

Désignons par C(E) (respectivement C(¢’)) 1'ensemble des champs
de vecteurs (2) a (vesp. de fonctionnelles «') définis sur Z tels que
x(2)eE(2) (resp. x'(2) el (2)) quel que soit zeZ.

Supposons qu’il existe une famille fondamentale L C €(C) de champs
de vecteurs continus et une famille fondamentale ' C €(£’) de champs
de fonctionnelles continus vérifiant la condition suivante:

La fonction scalaire z-— (x(2), 2'(2)) est continue quels que soient
xed ot x'eA’,

Soit X un espace de Banach et pour tout zeZ désignons par G(z)
lespace L2(E(2), X) (des applications linaires et continues de E(2)
dans X), par § la famille (3(2))s.z et par €(§) lensemble des champs
d’opérations U définis sur Z tels que U(z)eG(2) quel que soit zeZ.

Soient ¢ une fonction positive définie sur [0, +oo], croissante, con-
tinue 4 gauche, telle que ¢(0) = 0 et 0 < ¢(¢) < oo pour 0 < § < +oo0,
v 1a fonction inverse de ¢, @ et ¥ les fonctions définies sur [0, +oo] par
les égalités

v

fgu(s)ds.

0

D)= [p()ds, ¥()

Considérons Despace d'Orlicz (%) L% ().
Dans [4] nous avons montré que si: 1) ime(f) =1, 2) il existe M > 0O

t—o0

(1) Pour ce qui concerne lintégration voir [1].
() Pour ce qui concerne les champs de vecteurs voir [8].
(3) Pour la définition et les propriétés des espaces Lil voir un des ouvrages

[2], [3], [4], [5].
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tel que ®(2u) < MG (u) pour w =0, 3) s vérifie Vawiome (G)(*) de Gode-
ment, 4) X est de type dénombmble et dual dun espace de Banach F; alors
toute application linéaire et continue f de Lm (v) dans X peut §écrirve

Cay f(@)y = [<a, Ty(R)2(2)>dv(2)

ot Tse(@) et 1Tl < Il < 1UAle-

Dans ce.t article, en ne supposant plus la condition 1), on donne une
condition nécessaire et suffisante pour qu'une application linéaire de
L&(v) dans X admette une représentation intégrale de la forme précédente.

La démonstration utilise la théorie des mesures vectorielles, [6], [7],
dont un bref exposé sera donné damns la suite.

pour  weL%(v) et ack,

1. Mesures vectorielles. La mnorme d’un élément x appartenant
4 1'un des espaces E(z), B'(2) ou X sera notée par |»|. Si e (¢), on dé-
signe par |#| la fonction numérique z — | (2)|.

Pour tout ensemble A CZ et tout (&) on pose

llella = sup|a(@)|.
zed

Soit B le clan des parties boréliennes relativement compactes de Z.

En ajoutant, au besoin, & <, des champs de vecteurs continus, on
peut supposer que o vérifie la condition suivante:

(%) Quels que soient A, Be93, tels que ACB, ¢ > 0 ¢t xe A, il ewiste
Yed tol que gat = pay et Ylz < 2la+te.

On considére sur <! la topologie d’espace localement convexe séparé,
définie par la famille filtrante de seminormes (lw]]A)AE%. Par <4 on
désigne 1’ensemble of muni de la topologie de la convergence uniforme
sur A, définie par la seule séminorme |jx||,.

L(A,, X) est espace de Banach des applications linéairves et con-
tinues U de s, dans X, muni de la topologie définie par la norme

|Ullg = sup |Uwx|.

llelig <1
L(el, X) est Lespace des applications linéaires et continues de of

dans X. On a
U "Q(ngyx)'
4B
Si m est une application de B dans .2(¢1, X) telle que m(4d)x =
=m(A)y si gux =y, (@, yedA, APB), alors, pour tout 4B, on

a m(d)eL(A,, X) et jm(4)|4 = |m(4)|z quel que soit BB tel que
ACB.

L, Xy =

(*) (G): il existe une partie dénombrable HoCoA telle que 1'ensemble
{#@)|we Ay} soit dense dans E(z) quel que soit zeZ.
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Cette propriété nous permet d’écrire |m(4)]| au lieu de |m(d)|..
i (4,) est une suite d’ensembles de 93 dont la réunion A4 appartient & 95,
les mormes |m (4,)}} séront caleulés par rapport & un ensemble quelconque

BeB tel que AC B. La relation m(4) = g‘m(A,,L)
n=1

est convergente dans .2(oz, X) et que sa somme est m(4).

Définition. On appelle mesure vectorielle sur Z toute application m
de VB dans L(sl, X) telle que:

10 pour tout ®, yesd et A<B vérifiant g =iy on a
m(d)x =m(4)y;

20 pour toute suiie (A,) d’ensembles disjoints de B dont la réunion
appartient & B on a
=2mma

A chaque mesure vectorielle m on attache sa variation u définie pour
tout A 9B par 1’égalité

(4) = sup D) [m(4,)],

signifie que la série

le sup étant considéré pour toutes les familles finies (A4
disjoints de B dont la réunion est A.

La variation x de m est une fonction d’ensemble positive (finie ou
infinie), croissante, dénombrablement additive, et

m(4)] < pu(d) AeD.

;) d’ensembles

pour toub

On dit que m est & variation finie si u(4) < 4o quel que soib A8,

Une mesure vectorielle m est régulidre si, quels que soient 4 < et
&> 0, il existe un compact K C A et un ouvert relativement compact
GDA, tels que si A< et KCA'CEG, on ait m(4d)—md)<e.

Une mesure vectorielle & variation finie est réguliére, si et seulement
si sa variation est régulicre.

2. Intégration des champs de vecteurs par rapport & une mesure
vectorielle. Soit m une mesure vectorielle réguliére et & wvariation
finie w.

On dit qu'un champ de vecteurs xe C(€) est intégrable par rapport
4 m (ou m-intégrable), si ® est u-intégrable. On désigne par L (m)
Pespace des champs de veeteurs m-intégrable (L1 (m) = I* (1)) muni
de la topologie définie par la seminorme

Ny(@, p) = [ loldu.
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Pour définir I'intégrale [xdm de 2 par rapport & m, on considére
d’abord les champs de vecteurs étagés, de la forme

x =Z¢Aimi (A;eB,xied, 1 <0 <n).
;

Pour un tel champ de vecteurs étagé on définit l'intégrale [wdm par
V'égalité

f"”dm ”—_Zm(Ai)wi-

Puisque u est régulidre, lespace Cq(Z) des champs de vecteurs
étagés est dense dans Ll (m). Pour tout 2¢C 4 (Z) on a

|[@wim| < [|z|dp = ¥y, w),

done Vapplication x — f xzdm de Cy4(Z) dans X est continue pour la
topologie définie sur € (Z) par la séminorme N, et par suite peut &tre
prolongée uniquement, par econtinuité, en wune application linéaire et
continue de L;i (m) dans X. La valeur de ce prolongement pour un é1é-
ment Ee Iﬁd(m), notée toujours par [adm, est appelée Pintégrale de
par rapport ¢ m.

Pour tout ®eLl (m) on a |@|L'(u) et

Umdm‘ gf[ac[d,u.
Ls relation entre les intégrales par rapport & m et u est donnée par
le théortme suivant:

TeEEOREME 1. 8¢ ol vérifie Vaxiome (@) et F est un espace de Banach
de type dénombrable, pour toute mesure vectorielle m & wvaleurs dans
L(A, By, régulidre et & variation finie s @ ewiste un champ d’opérations
Um<€(§) déterminé localement p-presque partout, tel que ||U,.(2)] =1 et

<@, fadm) = [<a, Up(2)®(2)> du(2),

quels que soient aecl et aceL‘;i(m). 8%, en outre, F' est de type dénombrable,
alors

Jaam = [ U, ()w(2)du(2)

Ce théoréme sera utilisé dans la démonstration du théordme de
représentation annoneé au commencement.

pour  meLl (m).

3. Le théoréme de représentation. Dans ce paragraphe on guppose
que X est le dual F' d’un espace de Banach F.
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Soit f une application linéaire de in(v) dans F'. Posons

WA = sup D [flea@l o6 [l = sup| Y flpuym)

’

le sup étant considéré pour toutes les familles finies (A;)icicn d'en-
sembles disjoints de B et toutes les familles finies (;)<icn @’éléments
de i, telles queHanA{win, <1

k2

On a évidemment

1A < TIAN < oo

Remarque. Sl existe M > 0 tel que P (2u) < MP(u) pour % > 0,
alors Vespace Co(Z) est dense dans I‘zz(”)’ done ||f]} est la norme habituelle
de f.

TafoREME 2. Supposons que: 1) il ewiste M > 0 tel que D (2u) < MP(u)
pour tout w = 0; 2) o vérifie Vawiome (G); 3) F est de type dénombm.ble‘
Alors |||fIl] < +-oco si, et seulement si, il ewiste un champ & opérations
Us;eC(Q) tel que |Uglly < +oo e

(o, f @) = [ <a, Ty@)2(2)>dv(2)
quels que sotent aeF et meLi’,l(v). Dans ce cas on a

HUAe <A < 1U4le-

Démonstration. On peut considérer que of vérifie la condition (*),
en lui ajoutant, au besoin, des champs de vecteurs continus.
Supposons d’abord que |||f]|] < +oo. Posons

Mp(p)a = flpwgs), BB, pel®(v), mesl.

Llapplication Mp(p): ¢ — Mp(p)e de A dans F’ est linéaire et con-
tinue pour la séminorme ||z, car

| Mz (p)e] = |f(pzes) <l I2ls lelle,

done Mp(p)el(sl, F) et | Mp()z <Ifl-lolo-
Pour chaque ;nsemble AeB posons m(A) = M(pa.) Pour tout
Be9 tel que A CB on & m(A)=MUp(pa)- ) .
Montrons que m est une mesure vectorielle régulidre, dont la varia-

tion u est finie et de base ».
a) 11 est aisé de voir que &i AP et x, yes sont tels que p =04y,

alors
m(d)xe =m(d)y.
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b) Soit (4,) une suite d’engemble disjoints de 93, dont la réunion
A appartient & P, et soit BB tel que 4 C B, Alors

lim fq)(q;d_ﬁ‘%i) v =0,
t=1

00

done

i o= Yo,

(& canse de la condition 1).
1l s’ensuit que

e =0

Iim | 359, - 2 Malra) |5 =0,
done
gnm(A)—ié‘m(Ai) =0,
c’est-a-dire

md) = Sm(dy.

=1

Les propriétés a) et b) montrent que m est une mesure vectorielle.
¢) Pour montrer que m est & variation finie p, soit A< et ¢ 0;

so.it (Aihcicn une famille finie d’ensembles disjoints de B, dont la réu-
nion est 4.

Pour chaque i, soit @;eA tel que oyl <1 et

I (43)]| = < (4.
Alors

=1 @

<] 3 o
i=1

done p(A)—e < [[IflIl-|lg.dllo.-
& étant arbitraire, on déduit u(4) < NFIH - lpalle < oo,
d) p est absolument continue par rapport & ». En effet, soit 4B

tel que »(4) = 0. Alors |lpulls = O et de 1 i i
oD > 4l e Dinégalité précédente on déduit

g (4o —2 < 3 lm(4)a;] = g Floa@d <N 3 was

o = HIAll llpalle,
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o) Puisque » est réguliére, il s’ensuit que u est réguliére, done aussi m
est réguliére.

Du théoréme 1 on déduit qu'il existe un champ d’opérations U,,cC(F)
tel que [|U,,(?)l =1 et

<a,fwdm) = f(a, U, @) x(@)>du(z) pour aeL (u) et aecF.

Puisque u est de base v, il existe une fonction positive g localement
y-intégrable telle que geL (u) si et seulement si pgeL'(»), et alors

[oiu = [ggdv  powr  peli(n)

f) Montrons que geL¥(»).

Soit ¢ = _Zn’qu 4;0; une fonetion positive étagée, telle que les A; soient
disjoints. Alo;;1

Jotu = D) n(die.

Soit ¢ > 0. Pour chague i, il existe une famille finie (B;;); d’ensembles
disjoints de 98 dont la réunion est A, telle que

pldie< 3 imBlect 5
Pour chague paire d’indices (4, ), il existe un champ de vecteurs
xyesd, tel que jylla <1, ot 4 = QA“ et
S Im(Blle; < 3, m(Ba)wale 5
Alors j 7
f(pd,u——& = Z w(dy)e—e < 2 |m(By;) %504
T o

@

= 3 fesgmgedl <A 2, P, TG

l 2 @.4;0ille

= [JIfll-lells < NIANCI@lo+1).
& étant arbitraire, on a

Joau <NIfllllolls < Al (elo+1) -

< AN DY eagedo = AN
(X
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De cette inégalité on déduit d’abord que L”(») C L'(x) et puis
llglle = sup flqﬂgld” = sup fl?ﬂ[d/ﬁ < 2|l < +oo.
Iplp<l e
g) Posons maintenant

Uy(z) = Un(2)g(2).
On a |Us(2)] = g(2), done |Ugle = liglle < 21[If1l]-
D’autre part, pour tout aeF ot xell (u) on a

<a, fwdm) = [<a, Up ()2 () dps(2)
= [<a, Un(2)g(2)2(2)>dr (%) = [ <a, Uy(e)@(2)>dn(2).

En particulier, cette égalité est vraie pour tout weL;Z (»).

b) Démontrons maintenant la formule de représentation et leg
inégalités énoncées dans le théoréme 2.

Pour tout champ de vecteurs étagé @ = Yo, m; on a
1

Jram = Ym(dyz = 3 f(paw) = (3 vam) = fl@),

done, pour tout ack,
oy fl@)> = [ <a, Uy2)a(2)ydv(z).
Alors, en supposant que les 4; sont disjoints,

D f sl < 2 J 1T @l ())1d (@)

»?

= 1@ || Y s @@ ave) <10 s
i €
done [||flll <|Ulw, ot il résulte que

HUAe < AN <.
Soit maintenant weLzl(v). A cause de la condition 1), les champs
fle vecteurs étagés de L;’i(v) forment un ensemble denge dans L;’,‘(w); done
il existe une suite (a,) de champs de vecteurs éta,

lle—2.)le — 0. Alors f(a,)
= [®dm et

gés de L%, (»), telle que
~>f®) et [a,dm - [xdm, done f(zx)=

@ f@) = [<a, Uy@)@)iv(z), aeF

ce qui achéve la premidre partie de la démonstration.

]
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Inversement, soit UeC(§) un champ d’opérations tel que pour
chaque weLi’;{(v) et chaque ac¥, la fonction z — (a, U(z)x(z))> soit »-inté-
grable, et que |Ully << +oo. Loapplication

o> [ (o, U222 (2)
est une forme linéaire et continue sur ¥, car
[ <, U@(ED ()| <lol [1TE#(E)1a ) < ol 1Tl [l
Désignons par f(x) cette forme linéaire:
<o, f(@)> = [<a, TR)w(2)dv(2),

1 est immédiat que f est une application linéaire de Lﬁl(v) dans F'.

Montrons que |||fll] < —oo. )
Soit @ = Y g4,®; un champ de vecteurs étagé tel que les A; soient

ael, MEL;(W).

disjoints et que ||} pa,®ille <1.
Pour chaque 4 il existe a;¢F tel que |a;| =1 et que

flog )] = {ass flo.a,2:)>
Alors

S (gadl = D <@, flpady = [ Y @y UlR)gay(e) () dv(2)
<[1T@N > ou @Dl dr(e) = [ T@I-| Y pasle)ala)] B ()

@ < ”U”W7

<] X oy

done |||fl} <Ully < oo ) ,
11 reste & montrer l'unicité de Uy;. Soient U, U'eC(G) tels que

[<a, U@z @) = [<a, UR)2(E)>d()
quels que soient aeF et @eLy(»).
Pour o et x fixes et AW quelconque on &

[<a, UR)m(e)ydn(z) = [ <a, T (@2 (2);
4 4
done il existe un ensemble localement y-négligeable N(a, ) tel que pour
2¢N(a, ) on aib
{a, UR)z(e)y = {a, U ()x(2)>-
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Soit (a,) une suite dense dans ¥ et posons N (x) = U N (a,, x); N ()
n=1
est localement »-négligeable et pour 2¢N(x) on a

Up)a(z) = U'(R)x(2).

Enfin i @, C o est une partie démombrable telle que I’engerble
{®(2)| @ ey} soit dense dans E(e) quel que soit zeZ, (axiome (@), en
posant N = () N(x), ¥ est localement »-négligeable et pour 2¢ N on
axedl

a Uz) = U’(z).0

Ceci achéve la démonstration du théordme.

Remarques. 10 Sil'espace #' est de type dénombrable, la fonction
# > Uy(2)x(¢) est v-mesurable quel que soit »-mesurable; done, dans
ce cas, la formule de représentation s’écrit

f@) = [ Uy@)a(e)v(e),  weLl ),

2° Supposons qu’il existe une famille fondamentale <) C C(Q) véri-
fiant Taxiome (&) et la condition suivante:

La fonction z ~> U(z)x(2), (» valeurs dans F') est continue quels que
soient UeD ot xesd.

Dans ce cas la fonction z — Uy(2) est v-mesurable, done U,eL}% (»).

32 Bi F = 0, alors |||f]]| = |if|. En effet, si & = Z"’Ai“’i est un champ

]
de vecteurs &tagé, tel que les A; soient disjoints et que [l < 1, alors,
pour chaque % il existe un nombre complexe §; tel que |0;] = 1 et que

(@42 = 6:f(@4,8:) = Flo.4,00;).
Alors

2 ea@l =13 eatim) <If1-| 3 pabimi]

d’ot Ton déduit que |||fl|| < |Ifl, done Ifl]| = [
Le théoréme 2 de cet article contient done le théordme 2 de [3] con-

cernant la représentation intégrale des fonctionnelles linéaires et con-
tinues sur L7 ().

L< I,
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