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STUDIA MATHEMATICA, T. XIX. (1960)

Charakterisierung von Fourierkoeffizienten mit einem
Summierbarkeitsfaktorentheorem wund Multiplikatoren

von

G. GOES (Ludwigsburg)

1. Einleitung (). Die Absicht dieser Note ist es zu zeigen, wie der
bekannte Satz von Schur-Bosanquet iiber Summierbarkeitsfaktoren mit
einem Schlag verschiedene bekannte und neue Kriterien fiir Fourierkoeffi-
zienten liefert, wenn man die in den Arbeiten [13] und [14] eingefiihrte
Theorie komplementérer Fourierkoeffizientenriume heranzieht. Ab-
schnitt 2 enthélt einige Raumdefinitionen, Abschnitt 3 enthilt Aussagen
iiber Fourierkoeffizienten, welche das bekannte Kriterium von Kolmo-
goroff [26] und seine Verallgemeinerungen durch Moore [30], [31] und
Cesari [7] enthalten. Abschnitt 4 enthélt neue Aussagen tber Multipli-
katoren, welche teilweise auch mit dem Satz von Schur-Bosanquet be-
wiesen werden und Verallgemeinerungen bekannter Aussagen. Abschnitt 5
enthilt erginzende Bemerkungen und auch erginzende Literaturhinweise
zu den Arbeiten [11], [13] und [14]. .

2. Definitionen. Wir verwenden die in den Arbeiten [13] und [14]
eingefiihrten Symbole und Vereinbarungen und verweisen auf die dortigen
ausfiihrlichen Raumdefinitionen fir E = L, (1 <p < o), Ly, 0, V, 4,
die zugeordneten komplementiren Réume E* und die zugeordneten
Stieltjes-Rdume dF. Die in [13] und [14] mit (0,—E)* bezeichneten
C,-komplementdren Réume bezeichnen wir hier — wie in [16] —
kiirzer durch das Symbol E™. Neu hinzu kommen die folgenden
Réume:

1) Ist ECP, (P, = Menge der trigonometrischen Reihen) und F
ein BK-Raum, 80 ist iy (0 < k < oo) die Untermenge von F in der das
trigonometrische Orthogonalsystem eine C;-Basis bildet, d.h. es ist
genau dann

F=(a,0) = D (aconjt+bysingtye By (0 <k < o),
j=1

(1) Der Verfasser dankt der Deutschen Forschungsgemeinsehaft fir ihre

finanzielle Unterstitzong bei der Abfassung der vorliegenden Note.
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‘wenn fsE und wenn fiir die n-ten Teilsummen of f ) der Cesarosumme
k-ter Ordnung von 7 gilt

tim ||k (f) —fllz = 0.

N0

Es sei Eyy = By.
2) 8 ist der Raum der reellen Zahlenfolgen a = {aj} fiir die Za.

exigtiert, Mit der Norm |ja|ls = Sup Zaji ist 8 bekanntlich ein BK- Rauln

3) 8 (0 .

fiir die die Cesirosumme k-ter Ordnung C,— Y'a; existiert. Ist of(a)
i=1

<k < o0) ist der Raum der reellen Zahlenfolgen a = {a;}

die n-te Teilsumme dieser Summe, so ist §; mit der Norm |[alls, =
= sup|c¥(a)| ein BK-Raum. Hs ist also 8, = §.
n

4) 'S, (0 <k < co) ist der Raum der reellen Zahlenfolgen a = {a;
fiir die sup]a,,( )| < oo ist. Mit der Norm [lajl.s, = sup[an( )| ist anch 'Sy

ein BK-Raum.

Vereinbarung. Wir verwenden die Symbole §; und ‘S auch fiir
die Ridume der Kosinusreihen deren Koeffizienten zu Sk beziehungsweise

zu 'S, gehoren und schreiben dann auch etwa 1|Ea cosjtlls, = llalls, -

Aus dem Zusammenhang wird stets ersichtlich sem, wie die Symbole S,
und ‘S, zu verstehen sind.

3) (B ~ E,) ist der H,-komplementire Raum zu F und folgender-
maBen definiert: Sind F und #, Réume C P, so ist genau dann
g = (¢, d)e (E—>E), wenn fiir jedes f = (a;, b)) e B gilt

h‘(m _<f(t7 t“$)>:<fs.qt_ 2)>
= 2 [(a; ¢+ b;d;) cosjo— (a;d; — by ¢) sinjo] e B

Ist B so beschaffen, daﬁ gewisse der Koeffizienten a;, b; (§j = 1, 2, ...)
null sind fiir alle feE, so gelte dasselbe fiir die entsprechenden Koeffl-
zienten ¢, d; (j=1,2,...) aller ge(B — B,).

Sind ¥ und B, als Folgenréi.ume mit den Folgenpaaren [a;, b;} und
{a;0;+b;d;, —a,-d,—i—bjaj} als Elementen der BK-Réume, so ist (H - H,)
ebenfalls ein BE-Raum mit der Norm fir ge(E — E,)

1y = = sup K7 (1), 41— )l -
Wig=t
Da die Réume 8; und 'S, nur Kosinusreihen enthalten, ist diese

Definition der Rdume (F — E,) nur fir Riume B, # 8, und B, = 'S,
passend.
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6) Fiir die Ridume E, = S,
chend wie unter 5).

Ist B C P, so ist genan dann g = (¢, d;) (B} — E,), wenn fiir jedes
F=(a;,b)eB

und ¥, = 'S, definieren wir entspre-

Ce—=(F, 40 = Cu— > (ajo5+ bydy)

i3

existiert (im Fall B, = §;), bezichungsweise

Sul’](.fv Un 5I < co
ist (im Fall B, = 'S,).

Ist # dabei so besehaffen, daB gewisse der Koeffizienten a;, b;
(j =1,2,...) null sind fiir alle feD 80 gelte dasselbe fiir die entsprechen-
den Koefflzlenten ¢, d; aller ge(E— B,). Ist E als Folgenraum ein
BK-Raum, so ist (E — E,) ebenfalls ein BK-Raum mit der Norm fiir
ge(B —~ By) ’

”g“(E—)E'l) =T Sup I{a;0;+ b; di}lim, -

Whilps1

7) Ist EC P, so sei E, die Menge der reinen Kosinusreihen in ¥
und E, die Menge der reinen Sinusreihen in F.

Bemerkung. Offensichtlich ist der in [13] und [14] erklirte
komplementéire Raum E* identisch mit (¥ — 8) und entsprechend E™*
= (0,—B)" = (B — 8,), allgemeiner E** = (E — §,). Man bestitigt auch
leicht, dafl die frither definierte Norm fiir die komplementiren bzw.
Ox-komplementiren Réume iibereinstimmt mit der fir (B — §,) defi-
nierten Norm, d.h. es ist fiir g<E*™, wenn F ein BK-Raum ist

19le" = msup sup [<F, ok(g)>] = = sup sup|<f, X (g)>| =

] ] gl @ssyy-
nI7llg<t Wigst ™

Beziiglich der Rdume E™ sei ferner an die folgenden Beziehungen
erinnert. s ist

L =1, firl<p<oound 0<Fk< oo (s [47], S.48, und [14]),
Li¥* = LF  fir 0 < k< o0 (s. [47], 8. 48, und [147),
IF* =4 fir 0 <k < o (s. [47], S. 48, und [14]),

C* = v  fir 0 < k< o0 (s. [47], S. 48, und [13]).

(dV)™ (0 <k < o) ist der Raum der } fiir die sup||cf(f)llo < oo ist
und {of(f)} = {di(f; x)} fir jedes xe(0,2m> gegenﬂ f(#) konvergiert

(s. [14] und [15]).
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L* ist der Raum der f, fiir die mit s, (f) = o%(f) gilt; sup |ls, (Fllo < oo
(s. [13], S. 355). »
C¢* ist der Raum der f, fiir die supl\.s,b(f llg < oo (s.[13], 8. 355).

L3* ist der Raum der f, fiir die sup{|9 (f W < oo (8. [14], 8. 377).
n

Ly(1<p<
feL,, konvergiert. Speziell ist Ly (1 <p < o0) = L, (s
und [15], Satz 6).

3. Charakterisierung von Fourierkoeffizienten. Die nachfolgenden
Sétze beweisen wir mit einem einheitlichen und neuen Beweisprinzip.

o) ist der Raum der f, fiir die {s,(f)} schwach gegen
. [47], S. 154

Bs sei dabei K= Zajcosﬂ K= Dla;singt und fiir beliebige & > 0 sei
i=1
(falls diese Reihe konverglert)
: n—j—k—1 .
Akai=n2=;( q‘?’l_j )an (]:1}2$"')7
speziell also sel Ale; = Aa; =a;—a;,, und Ala; = Ala;— Alay,,.

SAarz 1. Ist 0 <k < oo und

)

D (1) A* el < oo,
i=1
8o gili:

a) genau dann ist I%edV, wenn a; = O(1) (j —= oa),
b) genaw dann ist KeL, wenn a; = o(1) (j — oa).

SA1z 2. Y| A < oo impliziert K <(dV)*, also auch K<V*.
J=1
SArz 8. 21 Aty < oo mit a; = 0(1) (j—> oo) impliziert K eL**.

Sarz 4. ZIA (jas)| < oo impliziert KeV**, also auch Ke(dV) crr

C L, und KsL fiir p < oo.

Bemerkung. Die Sétze 1a), 2, 3 und 4 sind wohl neu. Satz 1b)
wurde fiir k¥ = 1 von Kolmogoroff [26], 8. 84, II, [47], 8.109, 5.12, be-
wiesen und fiir 0 < k¥ < co von C. N. Moore [30] oder [31] und Cesari [7],
8.126, Th. 21. Allerdings findet sich dort die Aussage jeweils nicht in
der Form »Genau dann...”. Die Notwendigkeit von a,= o(1) im Fall
KL ist Klar anf Grund des bekannten Satzes von Riemann-Lebesgue.

Teilaussagen des folgenden Satzes wurden in zahlreichen Arbeiten
bewiesen. Fiir ganzzahlige & und ! wurde der Satz wohl erstmals von
L. Schur [36] aufgestellt. Fiir ganzzahlige k wurde der Satz von Knopp [25]
und fiir beliebige k¥ von Bosanquet [6] bewiesern.
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HirrgsaTz (SATZ VvON ScHUR). Fir 0 <1<
dann ist Ke(Sp— 8)), baw. Ke('S;, - 8;), wenn

k< oo gilt: Genau

1)

s

i
-

G+1* A" e < oo
7
und a; = O(jl_k) (j = o) dst, baw. wenn (1) gilt wnd a; = o(§" "
(j — oo) ist.
Fir 0<k<l<oo st
= ("8 ~ 8.
Zum Bewels der Siitze 1 bis 4 bendtigen wir nur die folgenden Sonder-
falle dieses Satzes.

(8 —> 8p) = (8 — 8) und ('8 —> 8 =

I) Genaw dann ist Ibfe(Sk—>Sk) (0 <k < o0), wenn Y (j+1)F| AF ey
j=1
< oo und a; = 0(1) (§j — oo) ést.

II) Genau dann ist Kne(’Sk—>Sk) (0 <k < oo), wenn Y (j+1)%x
j=1

x |A*ay] < co und a; = o(1) (j — oo) dst.

Beweis von Satz la). Offensichtlich ist C,C 8, (0 <k < oo)
([47], S.48,3.3) also 8 = (8, - 8,) C ¥ = dV,, d.h. nach I) die
a;-Bedingungen sind hinreichend fiir K ¢dV. Umgekehrt folgt bekanntlich
a; = 0(1) (j—> o0) aus K edV wegen |a;| = [<eosjt, K| < llcosjto | Kllar
= 0(1) (j — o0).

Beweis von Satz 1b). Offensichtlich ist L.,C 'Sy (0 < k < o0)
([47], 3.22 und 3.3), also ist ‘8§ = ('8, — §) C I¥, = L. Daraus folgt
mit IT) das Hinreichen der ¢;-Bedingungen. Die Notwendigkeit von
a; = 0(1) (j — oo) fiir EeL ergibt sich leicht so: P, d.h. die Menge der
trigonometrischen Polynome ist dicht in L. Also gibt es zu jedem & > 0
und jedem KeL ein peP, soda ]|K°'—pﬂ,, << ¢ ist. Ist n der Grad von p,

21

so ist, fir alle j > n, [ peosjidi = 0. Also ist fiir alle j > n
0
2
1 .
la;| = —‘ffcosytdt‘
kil
[

2r 2r
“l*[f (f—p)wsjtdt-{—fpcosjtdt]lg
= L; ;

woraus die Behauptung folgt.

Lpple =5,
™ T
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Beweis der Sitze 2 und 4. Es ist (dV);C 8, also §* = (§ — 8)
C(dV)?¥. Daraus folgt mit I) die Anssage in Satz 2. (Bs ist
(dV)** C V* ([14], S. 376, 5).

Die Aussage in Satz 4 ergibt sich ganz entsprechend unter Beachtung
von: Ke(dV)*™* ist dquivalent mit

e P
it
J

J=1

d.h. Z‘ | Aay} < ca impliziert Z‘aj cosjte(dV)**ish dquivalent mit 3 |A (jay)|
j=1

< oo impliziert Zajsm jte V**

Die resthchen Aussagen von Satz 4 folgen aus evidenten Raum-
eigenschaften und der Tatsache, daf KeL,, (1 < p < o0) auch AeLp
(1 <p < oo) impliziert ([47], 7.21].

Beweis von Satz 3. Bs ist L; C'S ([13], S.354), also '8* ==
= ('S - 8) C L}*, woraus mit II) die Behauptung folgt.

Bemerkungen. 1. Nach Andersen [2], S.10, (22), implizieren die
nach Satz la) fiir KedV hinreichenden a;-Bedingungen auch a; = ¢
+0(1) (j — oo) fiir eine gewisse Konstante c.

2. Satz la) wird falsch fiir & = 0. Dies hat schon Orlicz [32], S. 26,
bemerkt. Die Relation S* dV, la8t sich folgendermafien beweisen;

Es gibt ein } = Y'a;co8jte8* mit a; — 0 (j— oo), sodaB f stetig ist fir
i=1

alle 0 <t < 2m, aber f¢I ([47], 8.3, 1.23, und . 111, 5.121). Also ist

Jifias

zeigen, daB 4V, 8* (8* =

= [|dF| nicht beschrinkt und so f ¢dV. Wir wollen auch umgekehrt

(8 - 8) ist der Raum der {a;) mit Y|Ag]
f=1

< o0). Wire nun dV,C 8% so wire S** C (dV,)%, also wegen S§** = 4§
wire SC(dV,)*, was durch folgendes Beispiel widerlegt wird:
{(—1Y[j} 8, aber ¢(dV,)* wegen

> 1
ngzm

3. Die Aussage von Satz 4 Y |A (jay)| < oo impliziert K L, (p < o)
J=1

(—1) cosjt
J

bﬂa

.
It

1

wird falsch fiir p = oo, wie K = (1/j, 0)¢L,, zeigt.
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4. Mit entsprechenden Schliissen wie Dei den obigen Sitzen 148t
sich auch folgern: Fiir 0 <k << oo gilt:

2 U1 A ] < oo

=

mit a; = O(§%) impliziert EeC* (es ist C,C 8 (0 <k < oo), also
8% = (8 — 8) C CF). Interessant ist hierzu die Aussage ([14], S.381
Satz 7): Ist

e

(n+1)| Ayl < o0,

Z

1

7

so ist genaw dann Ke()'*, wenn a; = 0( 1/lgj) (j — o) ist und nach Hel-
son [17] st ganz allgemein fiir f b)sC

by = 0(1) (j— oo).

notwendig a; = o (1),

5. Mit gewissen Zusatzbedingungen implizieren die Voraussetzungen
in Satz 3 sogar K L. Nach Uljanow [42], S.476, geniigt die Zusatzbe-
dingung: K ist einseitig beschrinkt, und nach Boas [5], S. 625, die Zu-
satzbedingung

Nach Cesari [7], S. 114, Th. I, ist auch jKeL, wenn man, in Satz 3, Aa;
durch A"a, fiir 0 < k < 1 ersetzt, jedoch geniigen nach Uljanow [42],
S. 476, die Voraussetzungen von Satz 3, wenigstens fir

2n .
hmf IE —s,( )|pdt=11mf |E—s,(K)Fdt =0
‘n—)mo

7[——)000
fiir jedes p < 1.
6. i[A(jaj){ < oo impliziert die Konvergenz von K fir 0 <t<n
i=1

([4], Satz 4).

4. Einige Siitze iiber Multiplikatoren. Die reelle Koeffizienten-
folge A ={}) heiBt ein Muliiplikator der Klasse (E,E,), wenn

K= le cosjte(B — B,). Sind ¥ und B; BE-Riume, so vermittelt 1 fiw

]edes feE eine lineare und stetige Operation T'e(E, E,) mit T? el,. Es
sel s,(TH = T,} und of(Tf) = Tif gesetat.
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Definition. Ein normiertel; Raum EC P, heilt ein W@wlam’ons-
invarianter Raum, wenn fiir jedes fe E und jedes te{0, 2=} gilt: f(z4-t)eE
wnd (7l = 7@+ )ls. _

Sarz 5. Ist E ein translationsinvarianier BEK-Raum C Py, so gilt:
Genau dann ist Te(B, (dV)™) (0 <k < oo), wenn KeE™

Beweis. Ist Te(E, (dV)™), so konvergiert F (K (t—a))) fiir
jedes feE und jedes x¢<{0,2x), also ist K <E™, d. h die Bedingung
ist notwendig. Ist umgekehrt feE und K sE"*, 80 konvergiert
<f(t),aﬁ(1€(t—x))> fir jedes ¢{0,2w), und zwar beschrinkt wegen
K (t+2), (K O)] < 1 lgllKlgee, also ist Te(®, (V).

Bemerkung. Offensichtlich sind die Réume B = L, (1 < p < ),
Ly, O, V und 4 und ihre zugeordneten Riume dF und E™ (0 <k < oo)
translationsinvariante BK-Réume. Ist P iiberdies dicht in F, so ist

(B, (aVy™*) = (B, Cry) (vgl. [14], S.380, Satz 6] und a.llgememer ([15],
Satz 1).

Definition. Ist F ein Banachraum, B’ der zu ¥ konjugierte Raum
(= der Raum der iiber ¥ definierten linearen und stetigen Funktionale)
und E;C B, dann heilt F; eine normbestimmende Menge fir F, wenn
fir zeF und zpe By gilt

sup |z (@) = ||z
Il <1

Zum Beispiel ist €' eine normbestimmende Menge fiir L und L eine
normbestimmende Menge fiir € (es ist hier zweckmiBig ¢’ = dV zu
setzen im Gegensatz zum sonst tiblichen ¢’ = V, da das allgemeine
lineare und stetlge Funktional in € dargestellt werden kann in der
Gestalt 0;—(f, g> mit FeC und §eO™ =dV). E' selbst ist stets eine
normbestimmende Menge fiir E.

Sarz 6. Ist B, ein BK-Raum C P, P dicht in B, und sind B, und B,
BE-Riuwme C P, welche fiir denselben Raum normbestimmende Mengen
darstellen, so ist (Ey, B¥) = (B, B™) (0 <k < o).

Beweis. Tir die beiden Multiplikatorenklassen ist genau dann
TfeB™ fiir jedes feB, bzw. f<B,,, wenn supIIka“Fl< oo (8. [13], 8. 355,

Satz 2.3 fiir k¥ = 0 und [15], Satz 3’ fiir beheblges k, wo der Beweis ganz
entsprechend gefithrt werden kann). Nach dem Sa,tz von Banach und
Steinhaus ist also die Folge der Normen llTﬁﬂEDEl bzw. ||T%z B De-
schrinkt. Die Behauptung folgt aus der Tatsache, da beide Normenfol-
gen identisch sind (s. [9] oder [18], 8. 34, Th. 2.8.6 oder [40], Th. 4.4-B).
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Folgerungen. Erfillt B die Voraussetzungen des Satzes 6 (ist
also z.B. B =1, (1<p<oo), LY,dV,C", IF, L"), so ist
@V, B = (L, B¥*) und (L, B¥) = (¢, B¥*). Daraus lassen sich mit
Hilfe des Satzes 1 in [15] zahlreiche weitere identische Multiplikatoren-
klassen bestimmen. So ist z. B. nach diesem Satz (C, L*)= (C, Oy),
also nach Satz 6 auch (L, L% =—:(G,L*) = (C, Cy) und genau dann
ist 7' in einer dieser Klassen, wenn K «C* ([11], Satz 1, und [13], S. 356, 1)
(Schon W.H. Young [45], S. 438, bemerkte, daB zB. K = (1/1g3, 0)

¢(Ly,— L*); nach Tomié [41]ist dann Ke(O’ C’N)) Die Aussage: T e(Ly,, L)
genau dann, wenn Keo* , kann auch aus einem allgemeineren Satz von
Lozinski [27], S.377, Satz, gefolgert werden.

Satz 7. Ist B ein translationsinvarianter BK-Raum C P, und P
dicht in B, so gili: Genau dann ist Te(dV, B™) = (L, B*) (0 <k < o0),
wenn K ¢ B,

Beweis. Die Gleichheit der beiden Multiplikatorenklassen folgt aus

Satz 6 und die Notwendigkeit von K™ aus .Z:cosjtedV. Es geniigt

also zu zeigen, daB K e B hinreichend ist fiir T e (L, E"*) Fiir Te(L, B*)
ist aber die Beschrinktheit der Folge der Normen 175 2z hmrelchend
(vgl. [18], Satz 362, Satz 4.6, oder [11], 8. 305, Satz 2, und [15], Satz 3').

Mit Abschitzungen wie in [13], S. 366, Satz 4.11, ergibt sich fiir K B (2):

1T\ = sup 7% 1
W <t

= sup sup [K<F(0),

1<t wigst

(K E—a)y, k(@)

—sup  sup <ok (K (t—2)), B (@), F(O]

W<t 1<

= ok (e = 0)

(r — o0)

¢ (1—a)) , h(@))]o =

1
=Ly okiE
“h“E<1

und damit die Behauptung.

In [15], Satz 1, wurde bewiesen: Sind ¥ und E, BK-Réume C P,
igt P dicht auf ¥ und sind B, oder B¥ translationsinvariante Riume,

(?) Ist B eiuer der von Zaauen modifizierten Orlicz-Réume Dy, so ist i|1 =

———Haﬁ(K)]]E, fir eine positive Konstante M (vgl. [11]). Wir filren den Beweis
™ .

nur fir solche Riume B, fir die M = 1 ist (entsprechend in Satz 9), jedoch gilt der
Satz fir alle vorausgesetzten Riume.


GUEST


142 G. Goes

so gilt: (B: BY) = (B, (Bf)v) (0 <% < 1). Dies gilt, wie man leicht
einsieht, auch fiir 0 <k < co. Dieser Satz ergibt zusammen mit Satz 6
den

Sarz 8. Sind By und B, BE-Riume C P, ist P dicht auf By und B,
ist By eine normbestimmende Menge fiir E und ist B, oder BY* (0 < k < oo)
ein translationsinvarianter Raum, so gilt

(B, BY) = (', BY") = (B, (BY)en).

Beweis. Sind die angegebenen Vora)ussetzungen erfiillt, so ist,
nach Satz 6, (B, By*) = (B, BY*), denn B’ selbst ist eine normbestim-
mende Menge fiir ¥ und P ist dicht auf F,. Da ferner P dicht ist auf B
und da B, oder ¥ translationsinvariante Réume sind, so ist nach dem
auf 0 <k < oo erweiterten Satz 1 in [15] (s. oben) auch (E;, B*) =
= (B, (BY*)v), woraus die Behauptung folgt.

Folgerungen.
(L, LY) = (dV, L}) = (L, L}y), speziell (L, L,) = (dV, L,) = (L, 0).
(0, L) = (L, L) = (C, L§x), speziell (O, L) = (Lu, L) = (€, 0).
(L, L§")= AV, L§*)= (L, Lyy), speziell (L, L*) = (dV,L*) = (L, Cy).
(0, L3 = (AV, L§¥)= (L, Lyy), speziell (C, L*) = (L, I*) = (C, Oy).
(L, O = (av, 0™ = (L, Lyy), speziell (L, %) = (dV, 0*) = (L, Ly) und
(L,av) = (dvV,dV) = (L, L),
(C, O = (Lo, ™) = (C, LkN), speziell (€, C*) = (L, 0*) = (€, Ly) und
(C,dV) = (Ly,, dV) = (C, L).

Sind ¥ und B, irgendwelche der Riume L, (1 <p < o0), C,dV
(oder V), so sind die obigen Identititen bekannt. Jedoch sind die Beweis-
methoden von der unserigen verschieden. Es sei hingewiesen auf die
Arbeiten [37], [10], [38], [46], [32], [33], [20], [21], [43] sowie [47], [22].

Sarz 9. Ist B ein translationsinvarianter BE-Rawm C P, so ist
genau damn Te(dV, Bry) (0 < k< co), wenn f(EEKN.

Beweis. Die Notwendigkeit ist klar wegen Z'cosjtedV und das
j=1

Hinreichen folgt aus der Tatsache, dafB
. 1 .
HTﬂlL”dVE = ||T::||LE = = H«rli(KE)lt

ist (vgl. Beweis von Satz 7), soda8 fiir fedV und keEKN
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o o 1 o o
i (1f) = on(T Dlle < — llon(K) — on(E)lgliflar = 0(1)  (m > n — c0)
ist. Also ist T'e(dV, Epy) (0 <k << o0).

Bemerkung. Fir E = C wurde der Satz von Katayama [24] und

fir B =L, (1 <p < o0), L, in [12] bewiesen, (jeweils im Fall & = 0).
Satz 10. 3| AM| < oo impliziert Te(E*, B*) und Te(E, E™) fir
i1
jeden Raum E C P,

Beweis. Z|Al,| < ca ist #quivalent Ae8* = (8- 8) (s. Satz von

Schur). Ist fsE*, ) konverglert {f,g> tir jedes geE Ist nun Ae8%, so
ist auch <(Tf,¢>=<f,Tg> konvergent fir jedes feB*, g<E. Daraus
folgen die Behauptungen.

Bemerkung. Die Giiltigkeit der Aussage im Fall FE =1L,
(1 < p < oo) bemerkte schon M. Riesz ([35], S. 491). Marcinkiewicz ([28],
8:79, Satz 1, und 8. 90, Satz 9) bewies dariiber hinaus, daB 4 = 0(1)

+1 ga+2i41
(j — co) zusammen mit Z‘|A}7| = 0(1) oder X |Alj|—-0 ) (@ — oo,
J=21 j=20yal

i—>o0)und a, i=10,1,2,... auch Te(L,, L,) (1 <p < oo) implizieren.
(Vgl. anech [39].)

SArz 11, Fir 0 <1 < k< oo und EC P, gilt: } = 0(j7%) (j = o0)
mit f(n+1)"| A < oo impliziert Te(E™, B™) und Te(B, Fy,
§=1

Beweis. Die A-Bedingungen sind #quivalent den Bedingungen fiir
Le(8, — 8;). Darans folgen ganz entsprechend wie im Satz 10 die Be-
hauptungen.

Bemerkung. Steinhaus [37] bewies den Satz fiir k =1=1 und

1% — L

SAtz 12. Fir 0 <
T e(E¥*, B,

Beweis. Ist Te(¥, By) und feE' also TfeH,, so existiert fiir jedes
§eB¥ die O -Summe Cy— (T, §> = Cp—<f, Tg>, woraus die Behauptung
folgt.

Bemerkung. Sind E und E, Réume vom Typus (F -> §), d. h. ist
B — B und B = B, so folgt aus Satz 12 (E, B;) = (B, B™).

HirrssaTz, Ist B ein BK-Raum CP,, 0 <k < co und B = By,
so ist, fir jedes 1>k, B = E*.

Beweis. Offensichtlich gilt fir 1 >k, B C B, Ist nun B = v,
S0 existiert fiir jedes I >k, j<& und geE™ die Summe C;—<f, ¢> und

< k< oo und B, E,C P, gilt: Te(E, E,) impliziert
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dieser Ausdruck ist ein lineares und stetiges Funktional ¢(f). Da jedes
lineare und stetige Funktional in E,n dargestellt werden kann in der
Form ¢(f) = C,—<{f, h) mit heBE™, so0 ist C,—<F, 6> = Co—<F, b fiir
jedes feH, also g= heE"™ also B™C E™ woraus zusammen mit
E" C B die Behauptung folgt.

Mit diesem Hilfssatz und Satz 12 ergeben sich unmittelbar die folgen-
den Aussagen.

Sarz 13. Fiir BE-Riume C P, gilt: T (B, Byy) impliziert T < (B, B™)
fiir jedes & =1 und Te(Byy, B,) impliziert Te(E’f*, B fiir jedes & > 1.

Sarz 14. Ist 4= 41 (j=1,2,...) und fir beliebige 4, } =
= (&4, b)) B (0 <k < o0) (B™ C P,), so ist feB* und fiir beliebige
e mit |l <1 (j=1,2,...) ist h = (6q;, ¢b;) e B*.

Beweis. Ist f = (4ay, 4b;) e B** fiir jede Folge 4 —

C’k—.—z A(ayep+byd;)  fir

Z laje;+b;d;] fir jedes geB, also ex1st1ert auch fiir jede Folge e; mit
j=

41, so existiert

jedes _¢§= (6, d;)e B, also existiert auch

lef| 1 und jedes geE die Summe Z ei(a;¢+ bidy), also ist o=
(eiay: ejb )EE* )

Bemerkungen. Der Satz verallgemeinert und verschirft eine
Aussage von Karlin ([23], Th. 4), der unter den obigen Voraussetzungen
bewies: feL 1<p <o) zmplzzzert heL Nach Satz 14 gilt sogar:
FeL, (1 <p < o) impliziert FeLf,, und hsL*

Folgender Sonderfall von Satz 14 verdlent Interesse: Ist obiges
fedV = 0, 5o ist FeC*. Daraus folgt nach Helson [17] und (13, S. 355,
Satz 2.3, a;, b; = o(1) (j — o) (3).

5. Ergiinzende Bemerkungen und theraturhmwelse. Im folgenden
bringen wir noch einige kiirzere Hinweise, welche vor allem zur Charakte-
risierung komplementirer Riume von Interesse sein diirften. Zu den
Arbeiten [11], [13] und [14] ergéinzen wir Literaturhinweise.

1. 2 I+ A] < oo impliziert: Aus E<0* folgt KzL aber aus

KL folgt wicht K 0.

Beweis. K<C* impliziert nach Helson [17] und [13], 8. 355, A = o(1)
(§ ~ oo). Daraus folgt nach Kolmogoroff [26] fiir quasikonvexe 4; auch

(®) Nach AbschluB der Arbeit bemerkte der Verfasser, daﬁ die von Karlin [23]
fiir feLp (1< p < oc) bewiesene Aussage schon von Orlicz fir chp (1 <p=<< o)
und feV im Fall allgemeinerer Orthogonalsysteme bewiesen wurde (s. W. Orlicz,

Beitrage zur Theorie der Orthogonaleniwicklungen (V), Studia Math. 6 (1936), p. 20-38.
Seite 24, Satz 1).
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K < L. Umgekehrt folgt jedoch fiir quasikonvexe 2 aus K eL nur A =o(1)
(j — o0) und nicht 4 = 0 (1{lgj) (j - oo), also nicht KeC* ([14], 8. 381,
Satz 7).

2. Fir N >0 st {4flgjleL’,. Dies folgt aus einem Satz von
W. H. Young ([45], 8. 438) zusammen mit [14], Satz 5.

3. Fiir Sinusreihen mit monoton gegen Null strebenden Koeffizien-
ten gilt: Genan dann st

]L{sL*, wtmnz VA < oo ([44], S.57),

(dV) , wenn A = 0(]) (j - o0)  ([16], S8.85, Th. 49),

Y 1
KeCOy, wenn 2; = o (3-) ([47], S.108),

f?eLN, wemzZA)_jlgj < oo
izl

4. Die von G. Alexits [1] fiir konvexe Nullfolgen gemachten Aus-
sagen fiir Multiplikatoren bei gewissen Orthogonalsystemen gelten
groBenteils schon fiir quasikonvexe Nullfolgen.

5. Mit Hilfe der komplementiiren Riume 148t sich folgender Satz
von Tzumi und Kawata ([19], S. 412, Th. 2) verschirfen: gedV und feV
implizieren die Bwistenz von (f, g>. Es geniigt offensichtlich dabei fe(dV)*
vorauszusetzen (es ist (dV)* -V, aber V C (dV)*).

6. Aus der Tatsache, daB (4, b;)eC*, a;,b; = 0(1) (j = oo) impli-
ziert [17] mit [13], 8. 355, folgt, daB fiir jedes z,¢<0, 2> ein feC mit in x,
divergenter Fourierreihe existiert.

Beweis. Fir kein ,¢(0, 2z ist & = (cosja,, sinju,) ¢C*. Also gibt

([477, 8.112, 5.13).

es ein F= (a;, b;)eC fiir dag <f, By = Z (ayc08jmo-+ bysinjx,) divergiert.
j=1

Bemerkung. Aus der Tatsache, daB obiges & = (¢, d;) =
= (co8ju,, sinjmz,)¢C* ist, auch wenn man ¢; = d; = 0 setzt fiir j + j,
mit
(1) I s,
n
folgt, dall es zu jeder Liickenbedingung (1), f = (ay, b;)eC gibt, derart
daB

§(@0) = ) (ayco8jmy+ bysinja,)
j=1

Studia Mathematica XIX. 10
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divergiert, wenn man, in §, @ = b; = 0 setzt fﬁrj Fin (J=1,2,...).
Nach Szidon [47], 8. 139, 6.4, ist dann s¢L,,, aber seL, fiir jedes p < oo
([47], S. 216, 9.601).

7. In Erginzung der Literaturhinweise in [11], [13] und [14] sei
folgendes bemerkt: Die in [11], Satz 2, angegebene Bedingung fiir
Te(L, Ly) 146t sich auch aus der schon zitierten Arbeit von Lozingki[27],
8. 333, Satz 1, folgern. Banach und Steinhaus [3] bewiesen schon Ddie
Aussage in [13] (8. 355, Satz 2.3): Genau dann ist feL*, wenn s1:bp||s,,(f)||c

< oo 4st. Satz 1 in [14]: Genau dann ist F<(dV)*, wenn {s,(f)} beschrinkt
konvergiert, 148t sich auch unmittelbar aus einem Satz von Pi Calleja
[34], S. 314, Th. XI, folgerr.
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On some functional equations in Banach spaces

. by
8. KUREPA (Zagreb)

Throughout this paper R = {t,s,u,...} denotes the set of all real
numbers, X = {,y,2,...} a complete Banach space, X* the adjoint
of X and L(X) the set of all linear and continuous mappings of X into X
endowed with the usual structure of a Banach space.

In §1 we consider operator-valued mappings ¥ and ¢ of R into
L(X) such that

1)

holds for all ¢, seR. In the case FF = G we have a cosine functional equa-
tion for which we have proved [6] that a weak meagurability of F on
one interval implies a weak continuity of ' on R in the case of X being
a separable Hilbert space. Theorem 1 of this paper extends this result
to the case of a reflexive and separable Banach space. If X is a Hilbert
space, F'(f) = N () is a normal operator and the function N (1) is weakly
continuous, then ¥ (f) = costN for all teR, where the normal operator N
does not depend on t [6]. In this paper we generalise this result to the
functional equation (1).

In §2 we consider continuous complex-valued functionals f and g
defined on X and such that

{2) f@+y)+fl@—y) = 2f()g(y)

for all @, y «X. We prove that the functionals f and g can be expressed as
functions of an additive and continuous functional. Some other functional
equations which can be reduced to (2) are also treated.

We note that St. Kaczmarz [3] has congidered real-valued funec-
tions f, ¢ defined on R and such that

J@)+f(z+y) = o) f(=+y/2).

Replacing here # by 2+ y/2 and setting ¢(y) = 2¢(y/2) we find that f
and g satisfy (2) and conversely. Kaczmarz has proved that the measurabil-
ity of f implies the continuity of functions f,p and he has found all

I«’(i+ §)+F (1—s) = 2F ()G (s)
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