ZASTOSOWANIA MATEMATYKI
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E. FIDELIS i R. ZIELINSKI (Warszawa)

SZACOWANIE PARAMETROW ROZKLADU
~ ZA POMOCA STATYSTYK 7 PROBKI UPORZADEKOWANEJ

1. Zakladamy, ze zmienna losowa Z w populacji generalnej, okre-
Slona w przedziale (a, b) jest typu ciaglego i ma dwuparametrowy rozkiad
0 dystrybuancie F(z).

W niniejszym opracowaniu podamy pewne estymatory parametréow
W populacji, opierajac si¢ na prébee uporzadkowanej wedtug nastepu-
Jacego schematu: ' ’

1° Losujemy prébke o licznodci n i porzadkujemy jag wedlug rosng-
¢ych wartodci zmiennej losowej.

2° Znajdujemy mediane.

3° ﬂ)zieﬁmy prébke na dwie grupy zaliczajac do I elementy o war-
todciach zmiennej losowej mnuiejszych od mediany, do II — elementy
0 wartosciach wiekszych.

4° Z grupy I wylaezamy k—1 najmniejszych elementéw, z grupy IT
Wylaezamy k—1 najwiekszych elementdw.

5% Obliczamy $rednig pozostatych elementéw grupy I i oznaczamy ja
Przez gz, oraz {rednig pozostatych elementéw grupy II i ozhaczamy ja
Przez y (gdy k = 1, wartoci # i y sg érednimi wszystkich elementéw
odpowiednio grupy I i II).

Estymatorami parametréw w populaciji generalnej przy tak okre-
flonym Postgpowaniu bedg pewne funkeje x i . '

2. Uzasadnienie teoretyczne. Z populacji generalnej o rozkladzie
f’kl‘eélonym dystrybuanta F(z) losujemy prébke o licznogci % i porzadku-
jomy ja wedlug rosngeych wartofei zmiennej losowej. Oznaczamy przez
4 (i=1,2,..., n) wartofci zmiennej losowej w uporzadkowanej prébee.
DZieﬁlny prébke na dwie réwne grupy w nastepujacy sposéb:

A 1° Jezeli licznosé probki = jest nieparzysta, do grupy I zali-

YZamy  wartogei ¢, dla i =1,2,..., }(n—1), do grupy II wartosci

';i.dla: 1= §(n+3),...,n. Mediana nie zostaje zaliczona do zadnej
grup.
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2° Jefli liczno§é probki n jest parzysta, do grupy I zaliczamy war-
tofeit; dlat =1, 2,..., }n, dogrupy IT wartodei ¢; dla ¢ = §(n+2), ..., n.

W obydwu przypadkach z grupy I wylaczamy k—1 najmniejszych
elementéw. Z pozostatych elementéw grupy I obliczamy §rednia, ktéra
oznaczamy przez . .

Podobnie z grupy II wylaczamy k—1 najwiekszych elementéw
i z pozostatych obliczamy §rednig, ktéra oznaczamy przez y. |

Oméwimy tylko przypadek 1°, to znaczy gdy n jest liczbg nieparzy-
sta. W przypadku 2° sposéb postepowania jest analogiczny.

Oznaczmy przez 7, i 7; k-t9 i l-tg statystyke pozycyjng w probce.
Yigezny rozklad tych statystyk jest dany znanym wzorem

n!

==y I R —F (191 x

(1) glety) =

x [L—F(&)1" " f ) f (1)

Wprowadzimy dwie nowe zmienne losowe: & przyjmujgcg wartosci z
i n przyjmujacg wartosci y.
Y.aczna funkeja gestodei tych zmiennych jest

Hn—1)  n—k+l

o 3 1
(2) h(:??’ ?/) = (%(n+1)_k)2§ i=ﬂ;‘+3)g(wi! ?/]').

Wartogci oczekiwane zmiennych & i 7, obliczone na podstawie rozkla-
du (1), sa

-1
E(§) = FCEEI ; E (),
(3) n—k+1
1
Bg) = ——— N, Bz,
(n) Tt 1) —k f=}(2n:3) (%)

co oznacza, ze wartofci oczekiwane zmiennych £ i # sg frednimi odpo-

wiednich warto$ci oczekiwanych statystyk pozycyjnych. W szezegdl-

nym przypadku, gdy k¥ =1, H(&) jest frednia wartofei oczekiwanych

statystyk pozyeyjnych mniejszych od mediany, E(n) — frednia wartosci

oczekiwanych statystyk pozycyjnyeh wigkszych od mediany.
Rozpatrzmy nastepujace zmienne losowe:

z+Y

(4) 8 r=y—ux.
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Dokonujgc we wzorze (2) podstawienia zgodnie z (4) i calkujac (2)
wzgledem 2 otrzymujemy funkeje gestoéci zmiennych 8 i B w postaci;

b
(B)  @ls) =2, ) Ay f [F(@)] ' [1—F (28— )"~} [F (25— ) —
1 a

—F (@) f(2s— o) (z) dac
dla xz<s < ii;_“f’
b
©)  p() =ap Y Ay [ [F(@) T [1—F(B+ )" [F(B+a)—
. iF a ’

—F (@)Y f(R+ o) — f(x) do
da 0<r<b—ue,
gdzie
@, = ! E—
)=k
1 — n! )
T =)= (n—j—1)1

t=Fk,...,}(mn—1),j=3n+3),...,n—k+1.
. Wartodei oczekiwane zmiennych 8 i R obliczone na podstawie (5)
1 (6) 83 r6wne

1 Hn—-1) n—k11
(7 = E i E i/ 19
) ) = i =7 L (r)+i=;m) (x0]
1 n—k+1 Hn~1)
(8) - B(w)— Y Bzl
BE) = +1)—’6L=%3, )= D) Biw]

W ten sposéb wartodci oczekiwane zmiennych § i R wyrazaja sie
Przez wartofei oczekiwane statystyk pozyeyjnych.

3. Estymacja parametr6w rozkladu réwnomiernego. Zalézmy,
e rozklad w populacji jest réwnomierny na odcinku (a, b):

[0 dla «<a,

(9) F(m)=«$—a dla e<z<b,
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Wartodé oczekiwana k-tej statystyki pozycyjnej z prébki o licznofci n
dla tego rozkladu jest

(10) Blw) = at(b—a)

Wartosei E(S) i E(R) s odpowiednio réwne

b—a
E(8) = a+ o’
(11)
E(R) = ———— (n—2k+3).
(R) = 5oy (= 2k+3)
W ten sposéb, przyjmujac }(x+y) i y—=» z probki za oszacowanie war-
todei oczekiwanych zmiennych § i R, otrzymujemy estymatory para-
metréw a i b w populacji

(12) @ =02+6Y, b=cart+ay,
gdzie
VAU E T R TN ST
o= 2(1Jr n—zkrs) T\ wlmkis)

4. Estymacja parametréow rozkladu normalnego. Zatéimy, ze
rozklad w populacji jest N (m, o). Dokonujgc zamiany zmiennych
28— 2 R
(13) g=22""" g
o o

na pOdsta,Wie (7) i (8) otrzymujemy

: m—1) n—k+1
E(8') = B+ Ei]
% 0= il 2,
(14) n—k+1 in-1)

-E(R') n—|—1 k[Z Bim Z ]

i=}n+3)

gdzie E; jest wartodcia oczekiwang i-tej statystyki pozycyjnej z probki
o licznodci n pochodzacej z populacji normalnej N (0, 1).
Ze wizgledu na symetri¢ statystyk pozycyjnych mamy
E8)=0
(15) (8) =0,

n—k+1

ER)= ——7— ;.
) (n-l-l) ,L_“E;)
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Oznaczajgc E(R') przez r,; (jest to stala zalezna tylko od n i k) otrzy-
mujemy estymatory dla m i o: ‘

L x+y

- Yy—o
m = o=

’
2 Yaur

Warto$é wspoétezynnika 7, dla niektéryeh n podano w tablicy 1.

TABLICA 1. Wartosei rui

n ‘ ‘
P . 3 5} 7 9

1 1,6923688 1,6579835 1,6415064 1,6319037
2 0,9900380 1,1100813 1,1858628
3 0,7034140 0,8464967
4 : : 0,56490518

5. W celu empirycznego spra.wdzenia otrzymanych wynikéw wylo-
sowano 50 prébek n = 9 z populacji N(0,1) i dla k¥ = 3 otrzymano

m = 0,02, & =1,06.
INSTYTUT MATEMATYCZNY POLSKIES AKADEMII NAUK

Praca wplynela 18. 12. 1958

E. QPUIOEIACu P. SEJUHCHHA (Bapmasa)

OUEHWUBAHHE ITAPAMETPOB PACHPEJEJIEHHA
IIPH NOMOIQH CTATHCTHH H3 YrnorPAJOYEHHOH BBHIBOPKH

PEBIOME

B crarbe NpepIaraiorTés HEKOTOPHE OLEHKM NApaMeTpoB HENPepPHBHOrO NBYX-
mapaMerpoBOro pacmpejeneEns, ONMPAWIMECH HA YIOPALOTSHHON BHOOpKe.

B kadectTse ONEHKYW NPUHUMAIOTCA HEKOTOPHE (QYHKIMYE CPeHUX, BIEMEHTOB
MEHBIINX ¥ GONBIINX MeAUaHH. '

TeopeTHueckne PacCMOTPEeHHA MINIIOCTPHPYOTCA UPUMEPOM VCUMCIeHNE o1e-
HOK A HApaMeTpoB HPAMOYIOILHOr0 ¥ HOPMAJbHOIO pacnpepeneHui.
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E.FIDELIS and R. ZIELINSKI (Warszawa)

BSTIMATION OF DISTRIBUTION PARAMETERS
BY MEANS OF STATISTIOS FROM AN ORDERED SAMPLE

SUMMARY

The authors propose certain estimators of parameters of a continuous two-
parameoter distribution based on an orderod sample.

They adopt as paramoters cortain functions of the means taken from -the
olements larger and smaller than the median.

Theoretical considerations are illustrated by an example where the estimvators
for the parameters of the uniform and the mnormal distribution are numerically
computed. :



