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Remarques sur le travail de M. J. W. S. Cassels
»On a diophantine equation”

par

W. SIERPINSKI (Warszawa)

Dans son travail On a diophantine equation qui a paru dans ce volume,
p. 47-52, M. J. W. 8. Cassels démontre le théoréme suivant:

TaEoREME 1. Le systéme d'équations
(1) rdstt=rst =1

n’a pas de solutions en nombres rationnels r,s,1.

It est & remarquer que la question de savoir 8’il existe trois nombres
rationnels dont la somme ainsi que le produit soient égaux & 1 a été posée
en 1956 par M. Werner Mnich; voir Elemente der Mathematik XIT
(1956), p.134, oit A. Schinzel démontre aussi que pour fout nombre
naturel donné s >3 il existe une infinité de systémes de s nombres
rationnels »,, ,, ..., 4, tels que

(2) Byt Byt B = L%y, %, = 1.
Par exemple, pour s = 4, les nombres
.r 1 n? 1—»° w1
X = ————— Xy = &Ly = &y =
n—1’ -1’ n 0 n

ol n =2,3,4,..., satisfont aux conditions (2).

L’équivalence des théorémes I et IT de M. Cassels est démontrée
dans mon article Sur gquelques problémes non résolus d’arithmétique paru
dans I’Enseignement Mathématique, tome V, fase. 4 (1959), p. 221-222.

En 1957 dans le journal Matematyka paraissant & Varsovie, X,
Nr. 1 (45), p. 55, W. Mnich a posé la question de savoir si 'équation
3) .

y oz oz

a des solutions en nombres entiers =, y, 2.
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Dans le méme volume Nr. 3 (47), p. 11-13, j’ai démontré que cette
question est équivalente au probléme de W. Mnich dont nous avons parlé
plus haut (Voir aussi mon livre T'eoria liced I1 (Warszawa 1959), p. 176.)
M. W. Mnich a2 aussi posé son probléme sous la forme équivalente sui-
vante:

EBgiste-t-il un nombre rationnel v tel que toutes les racines de Uéquation
P—rp—1 =0
soient rationnelles?
Pour la démonstration de 1’équivalence de ces problémes voir mon
article cité dans I’Enseignement Mathématique p. 223.
M. Toma§ Husdk de Prague a démontré d'une fagon élémentaire que
le probléeme de W. Mnich équivaut & la question de savoir si 'équation

e+ y° 132 = Twyz
a des solutions en entiers non nuls »,y, 2.

Comme 1'a démontré M. Cassels, le probléme de W. Mnich équivaut
2 la question de savoir si I’équation
4) ¥ =o'+ (a+4)

a des solutions en mombres rationnels # % 0 et ¥.

La démonstration de M. Cassels que de telles solutions n’existent
pas n'est pas élémentaire. Or, on peut démontrer d'une fagon élémentaire
que Péquation (4) n’a pas de solutions en nombres entiers & %= 0 et ¥.
Voici une démonstration basée sur une idée de A. Schinzel.

Supposons que les entiers & # 0 et y satisfassent & équation (4).
On a done

(5) @ = (y—o—4)(y+o+4).
Daprés (5) et @ -« 0, les entiers y—x—4 et y+o-+4 sont non nuls. Soit
(6) d=(y—z—4,y+5+4).

Si @ avait un diviseur premier impair p, alors, d’aprés (B), on aurait
plo, ply—s—4, ply+a+4, dou p|2y, done ply et p|4, ce qui est
impossible. Done d n’a aucun diviseur premier impair et parsuite d est
une puissance du nombre 2 (d’exposant entier > 0).

Si 16|d, on aurait, d'aprés (6) et (5), 2°|a®, d’otr 2°|w et, comme
@|22+8, on aurait 16(8, ce qui est impossible. On a done 1614.

Bid=2, on aurait y—ao—4 = 2m, y+o-+4 = 2n, ob (m,n) = 1.
D’aprés (6) et (5) on aurait 2|x, done aussi 21y. Or, on a 2y == 2m - 2n,
d’olt y = m—+n, done 2|m-+n et, domme (m,n) =1, cela prouve que
les nombres m et n sont tous les deux impairs. Comme #°* = 4mn, lo

nombre «* est divisible par 4, mais ne Dest pas par 8, ce qui est impossible.
On a done d 5 2.
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Si d =4, on aurait y—o—4 =4m, y+ao+4=4n, ou (m,n)=1.
Daprés (5) on aurait done #° = 16mn, d’ol il résulte que 4|2 et 4|mn
et, comme (1, n) = 1, un des nombres m et n est divisible par 4 et Pauntre
impair. Or, d’aprés 4|z eb 4|d|s—y—4, on a 4]y =m+n, ce qui esh
impossible. On a done d +# 4.

Comme 161 d, d 2 et d =4, les seuls cas possiblessontd=1oud = 8.

Sid =1, il résulte de (6) et (5) que les nombres y—ax—4 et y+o-4-4
sont des cubes d’entiers, soit y—z—4 == a®, y+o+4 = b°, Aot d’aprés
(5), = ab et 2u-+8 = b*'—d’, done 2ab+8 = b*—a’.

11 est évident qu'on ne peut pas avoir ici ¢ =5. On a 2ab+8 =
=P —a® = (b—a)[(b—a)+3ab] Aol il résulte que si b—a =1, on
gurait 2¢b+8 = 1--3ab, dot ab =17, done a(a+1) =7, ce qui esh
impossible. Done, si ab >0, on a b—a >0, Aol b—a>2 et 2ab+8
> 6ab, ce qui donne ab < 2, done ab =1, d’oli ¢ = b, ce qui esh im-
possible. Or, si ab << 0, on a soit ¢ >0, b <0, ot a*—b* =a’+(—b)° >
> at+(—Db)2 > —2ab, contrairement & o®—b* = —20—8 < —2ab,
80it @ << 0, b >0, d’ou b® < 8, done b = 1, ¢e qui donne a®+24+7 = 0,
ce qui est impossible, la derniére équabion n’ayant pas de racines entié-
res. On a donc ab = 0, confrairement & P’hypothése que # = ab £ 0.
Par conséquent d =1, d = 8.

Daprés (6) on a done y—a—4 = 8m, y+o+4 =28n, o m ef n
sont des entiers premiers entre eux et, d’aprés (5), on trouve #® = 64mn,

3
@ R N
done (Z) = mn ce qui prouve, d’aprés (m,n) =1, gue les nombres
x
m et n sont des cubes d'entiers, soit m = a®, n = b, done = ab et

9318 = 8(n—m) = 8(b®—ad), Aot eb+1 =>503—ad. I est évidentd
qu'on ne peut pas avoir a = b. Done |b—a| =>1. 8 ab >0, 0nad >a
et b—a >1 et comme ab—1 = b*—ad = (b—a)[(b—a)*4 3ab] > 3ab,
on trouve 2ab < 1, ce qui est incompatible avec ab > 0. Comme 4ab =
=20, on a donc ab < 0; puisque [b—a| =1 et [B*—a®| = [b—a|x
X |(b+a)2—abl = —ab, et que, A’autre part, d’aprés ab < 0 on a |ab+
+1| < lab. = —ab, Pégalité ab+1 = b3—a® est impossible.

La démonstration de I'impossibilité de léquation (4) en nombres
entiers # == 0 et y est ainsi achevée.

Quant aux équations (1), remarquons qu'il est facile de frouver
toutes leurs solutions en nombres entiers de Gauss. Les seules solubions
sont » =1, s =i, t = —1i et celles qu’on obtient en permutant ces trois
nombres. Pour la démonstration voir mon livre cité, p. 176.
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