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BEn particulier, si

liminfg(z)/x = 2liminf G (#)/2* = K
L 00

X—++00

(0 = K = +o0),

alors liminf T,(x) = njy' K.
T+ 00

Remarquons que, grice & ce dernier corollaire, on peut améliorer
Pévaluation de la limite inférieure de la fonction T(#x), donnée par le
théoréme 12. En effet, dans les hypothéses de ce théoréme, on doit avoir
non seulement ’inégalité (40), mais aussi

V—%- arcsin ]/—k— < limint Tp(z) = L
VE K orteo VeK

Revenons encore a Pexemple du n® 16. On voit facilement qu'il est
possible de choisir les nombres a,, a,, ... de telle sorte que la limite su-
périeure du quotient g(x)/z soit égale & 2 et que la limite du quotient
G (x)/x? soit égale & 1. Cela étant, du corollaire 12 il résulte que, pour la

fonction g(x) construite dans ce n° on a liminfTy(z) = =, tandis que
2> 00

limsup Zy(#) = -+ oco.
Z-+-F00
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Sur la limitation des dérivées des solutions bornées d’un
systéeme d’équations différentielles du second ordre

par Z. Op1AL (Krakéw)

1. On sait que certaines hypothéses sur le second membre de ’éguation
différentielle du second ordre

(1) '’ = f(t, u, W)

permettent d’évaluer les dérivées des soluti0n§ bornéés de cette équaﬁion.
Par exemple, si la fonction f(f, u,v) est continue dans lensemble R:
—oo<t< foo, —MKL UM, —o00< V< +ooetbgielle satisfait dans B
4 Dinégalité

(2) If(t,%,ﬂ)l<a+/3W(0) (a, 8> 0), -

ol w(v) est une fonetion positive continue pour » > 0 et telle que

) = oo,

la dérivée w'(t) de toute solution w(f) de I’équation (1), pour laquelle
lu@®)|<m (—oo<t< 400,

est bornée, elle aussi, dans le méme intervalle (—oo, +o0) (cf. M. Na-
gumo [3]). Il en est de méme dans tout intervalle fini, pourvu que sa
longueur soit suffispmment grande. b

D’autres conditions suffisantes et nécessaires pour que les solutions
de Péquation (1) jouissent de cette propriété ont ét6 trouvées par T. Yoshi-
zawa [B].

11 est facile de comstruire un exemple d’équation différentielle (1)
qui admette des solutions bornées, mais dont les dérivées premiéres ne
soient pas bornées. Bn effet, il en est ainsi de ’équation
(4) LW = (A uy
Pour le constater, il suffit de remarquer que ce sont les demi-circonférences
de rayon 1 qui constituent la famille de solutions de I’équation (4), puisque
Pégalité (4) signifie que la courbure u'’/(1-+u?)¥2 des courbes cherchées
est constante et égale & 1.
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Il est & noter que le second membre de Péquation (4) ne satisfait
pas aux conditions du théoréme de M. Nagumo, car lordre de la croissance
de la fonction (14 2)¥* est supérieur a celui qu’expriment 1’indgalité (2)
et la, condition (3).

L’importance du théoréme de M. Nagumo ¢t d’autres théorémes de
ce type découle du fait qu'ils assurent la possibilité d’un prolongement
des solutions de I’équation (1). Ils sont done trés utiles dans la résolution
des problémes aux limites pour Péquation différentielle du second ordre
(cf. M. Nagumo [3]) et d’autres problémes de ce genre (cf. p. ex. Z. Opial [4]).

Récemment R. Bags [1] a étendu quelques-uns de ces résultats aux
gystémes d’équations différentielles du second ordre. Il a établi, entre
autres, un théoréme analogue au théoréme de M. Nagumo. Dans la pré-
sente note je me propose d’étudier de plus prés le probléme de 1’évaluation
des dérivées des solutions bornées d’un tel systéme.

2. Envisageons le systéme d’équations différentielles du second ordre
(5) X' ==f(t, X, X'),

ot X = (g, .., m) et f(t, X, Y)= (fl(t: Byy ooy Buy Yuy ooy Yn)y ooy Fulty @,
vy Ty Yay -5 Yn)), €6 supposons que la fonction vectorielle f(t, X, ¥)
soif continue dans tout Lespace (¢, X, ¥). Nous désignerons par |X| la
longueur euclidienne du vecteur X = (@, ..., @) c’est-d-dire le nombre
l/m? + et wn,

DerFixITIoN. Nous dirons que le systéme (5) est du type (K) si & tout

m >0 on peut faire correspondre deux nombres positifs M (m) et T'(m)
tels que toute solution X(¢) de ce systéme, pour laquelle

(6) X @) <m

dans un intervalle <#,%,) de longueur plus grande que T'(m), satisfait
dans le méme intervalle & Pinégalité

(7) | X'(4)] < M (m) .

8. R. Bass a démontré (cf. [1], lemme 1) que le systéme (B) est du
type (K) #i la fonction f(¢, X, ¥) vérifie Vinégalité

(8) |f¢¢, X, ¥)| < A +B|X|

dans tout ensemble Rn: —oco < i<t 400, |X|=<im, [¥Y]|< oo, Les con-
stantes A et B peuvent dépendre de m.

L’inégalité (8) signifie que dans tout ensemble de Pespace (¢, X, X),
. dont les points ont des coordonnées @,,:..,x, bornées, la fonetion
f(¢, X, Y) ne paurait croitre trop vite par rapport & |X|.
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Nous allons montrer que le systéme (3) est du type (K), méme dans
le cas ot Pordre de la croissance de la fonetion (¢, X', ¥) par rapport & | Y|
est supérieur & celui gqu’exprime l'inégalité (8).

THEOREME 1. Si powr towt m >0 la fonction continue f(, X, Y)
satisfait dans Pensemble Ry, (—oo <1< +oo, | X| < m, |¥| < +oo) & Viné-
galité

(9) IF(t, X; V)| < dw+Ba| Y™ (dmy B> 0)

ol a <1, le systéme (5) est du type (K).

Pour la démonstration il suffit de modifier 1égérement la démonstra-
tion du lemme de R. Basg cité ci-dessus. .

Soit X () une solution du systéme (5) qui satistait & I'inégalité (6)
dans un intervalle <t,1,». Pour abréger, nous écrirons 4 et B au lien
de A,, et B,. Posons i

(10) ¢ =2m+ %')‘LA , M (m) = max (20, (2%30)1/(1-“))
et supposons que la longueur de intervalle <%, ?,> soit au moins égale &
(11) T(m) = 40/ (m) .

Noug allons montrer que dans lintervalle {,1,> la fonetion X'(#)
vérifie linégalité (7). Pour la démonstration par Vabsurde supposons
le contraire. La fonetion | X'(¢)| admet donc en un point ¢, de Iintervalle
(e, 1> un maximum plus grand que M (m):

(12) | X(ta)| > M(m) .

La longueur de 1'un des intervalles (&, toy, <f,t> doib étre au moins
égale & T (m)/2. Supposons pour fixer les idées que Pon ait t,—1, = T (m)/2.
En vertu du théoréme de Taylor on a

(13) X (1) = X () + (1) X' (o) + F(E—1)0(2)

ol 0(t) = a4 (to+6alt— o))y o, @i [fa - Oalt—to)}) (0 <O <Ly P =15y m).
En raison de Pinégalité (9) on a pour tout f e ty, &>

(14) 16(t)] < nA +nB| X' (5)[""" .
Des formules (13) et (14) on tire I'inégalité
(18)  (t—1o)| X'(to)] < 2m—+ F(E— o)A + H(E—toPnBI X (8)[** (o <E<H) -

Posons #, = t,-+20/|X'(%,)|. En raison des formules (10) et (11) le
point , appartient & 'intervalle C, t,). On a de plus f,—%, < 1. De Vinéga-
lité (15), appliquée & t =t,, il vient

20 < 2m+3nd +3nBEOP|X G .
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Enfin, en vertu de (10), on en tire
| X () [ < 2nBC

ce qui est en contradiction avec la seconde des définitions (10) et 1'inéga-
lité (12).

4. Dans le cas olt « =1 Pinégalité (15) se réduit &
(16) (t—10)] X'(t)| < 2m + $(E—to'nA + ${t—1)*nB| X' (f) .

Choisissons le point % de sorfe que Pon ait (f—10)|X’(%)] = 3m. De
Pinégalité (16) on obtient alors

2 < 9m(nd/| X (t) 2 +nB) .
Il s’ensuit que pour m suffisamment petit la valeur de |X’(t,)| ne

peut pas étre trop grande. Cela signifie que dans le cas a = 1 1’inégalité (6)
entraine I'inégalité (7) pourvu que la constante m soit suffisamament petite.

5. Il est facile de construire un exemple d’un gystéme (5) montrant
que le théoréme 1 cesse d’8tre vrai si Ion remplace l'inégalité (9) par
celle-ci:

(17) |f(t:-X’ Y)l‘<\A+BIYIZ‘

On peut notamment construire un systéme de deux équations du second
ordre

(18) 2y = fl(mly Ly .1:'1, wé) ’ @' = fs(mn gy mi; (I)é)

dont les seconds membres satisfont & Iinégalité (17) et tel que pour tout
T'> 0 et tout M > 0 il existe une solution (2,(), w,()) qui vérifie l'inégalité

max (@) + 2 (t) > M2,
bien que l'on ait

wB) <l et adt)<1

dans tout Dintervalle <0, T').

Pour ne pas compliquer les raisonnements nous nous bornerons % la
construction d’un systéme (18) dont les seconds membres sont discontinus
sur certains hyperplans de lespace (w,, @y, #;,¥,). Pour en obtenir un
systéme ayant les mémes propriébés, mais 4 seconds membres continus, il
serait nécessaire d’y introduire quelques modifications.

Posons:

0 pour |@/<} et my,y,y. quelconques

s, o0, ={
1o U 9 =\ _pyteemy, pour los| > § et @, 9,9 quelconques,

0 pour |o,|<% et @,y v, quelconqgues ,

I 2910 9) = |
BT I T —2yisgny, pour |my| >} et @y, Y1, Ys quelconques .
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Il en résulte que la fonection vectorielle

Haowy @ay 41, 42) = (f1(wuwea%s?lz): To®y; @3y Y15 Ya))
satisfait & Dinégalité (17) avec 4 =0 et B = 2.
Soit (#,(t), #,(t)) une solution du systéme (18) pour laquelle on a
0n(0)=—4%, @(0)=0a>0, x0)=1%, a40)=aq.

Dans lintervalle <0, 1/a)> les fonetions o,(t), 2,(t) sont des solutions
des équations

(19) 2'=0 et @ =—2q.
Pour ¢ =1/2a on a
@(12a) =0, 2{(12a) =a, @4(1/2a) =1, @i1/2a) =0
et pour ¢ ==1ja:
To(la) =3, ollja)=a, m(lja)=3}, oilja)=—a.

Pour ¢>1/a on prolonge les fonctions @ (t), #,(t) de sorte qu’elles
soient continues, ainsi que leurs dérivées premiéres, dans tout Pintervalle
0, 2/a) et qu’elles satisfassent dans lintervalle (1/a, 2/a> au gystéme
d’équations
(20) 2 =—2a et @ =0.

Pour ¢ =2/a on obtient ainsi
#i(2/a) =, @m(2a)=—a, m2/0)=—%, (2e)=—a.

Dang lintervalle (2/a, 3/a> les fonctions @(t), 2,(t) devront satisfaire
au systeme d’équations

(21) ' =0 et @ =2a

et dans lintervalle (3/a, 4/a> au systéme
(22) 2 =2 et @ =

Tous ces systémes (19)-(22) constituent des cas particuliers du
systéme (18). Or, pour f = 4/a on a

(tfa) =—4, ai(4lo) =a, mdje)=14, w4/e)=a.

Cela signifie que (a,(1), 4,(t)) est une solution périodique du systéme (18)
de période 4/a.

Dans tout lintervalle <0, 4/a> les fonctioms |2y(t)| et |wy(f)] sont
bornées par la constante 3/4 et, de plus, en tout point de cet intervalle
on & ou bien |zi(t)] = a, ou bien |#i(t)| == «. Mais la constante a est tout
& fait arbitraire, le systéme (18) n’est donc pas du type (K).
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6. Revenons au cas d’une seule équation du second ovdre (1). La
fonction w (v) = v* vérifie la relation (3). L’équation (1) est donc du type (K)
si son second membre satisfait & l'inégalité

(ay > 0) .

I’exemple que nous venons de construire montre qu’il n’en est pas
aingi pour un systéme d’équations du second ordre. En méme temps cet
exemple explique bien la différence entre une geule équation du second
ordre et un systéme de telles équations.

Soit par exemple %(f) une solution de Péquation (1) telle que «(0)
= 1/(0) = 0. Si la fonction f{i, u, v) satisfait 4 une inégalité du type (2),
dans un voisinage de 0 la dérivée «”'(t) de la solution envisagdée ne peut:
pas étre trop grande. En d’autres termes, la fonetion |u’’()] ne peut pas
atre grande si les valeurs des fonctions |u(f)] et lu'(8)| sont petites. O, il
nen est pas aingi, par exemple, pour le systéme de deux équations (18).
En effet, si, pour t = 0, #,(0) = #(0) = 0, dans un voisinage suffisamment
petit de 0 les fonctions (f) et wi(t) doivent 8tre assez petites, mais la
dérivée seconde zj’(f) peut 8tre trés grande, car sa valeur ne dépend pas
geulement de la grandeur des fonctions |m(3)|, |i(t)], mais aussi de celle
des fonctions |my(t)], |#a(f)]. Bt c’est justement cette propriété des solu-
tions du systéme (18) qui nous & permis de construire Pexemple d’un
systéme d’équations qui n’est pas du type (K), bien que les seconds
membres de ce gystéme satisfassent & 1inégalité (17) — inégalité qui
est suffisante, dans le cag d’une seule équation, pour que cetbe équation
soit du type (K).

If(ty U,y 'U)] < a—]—ﬁ’vz

7. Dans I'hypothése que la fonction vectorielle f(¢, X', ¥) natisfait
4 Pinégalité (8) et vérifie la condition

(23) Xf(t, X, ¥) <0

pour tout ¢, X et ¥, R. Bass [1] a démontré que le systéme () admet
une famille 7 & un paramatre de solutions, telle que toute solution X (¢) ¢ F
exigte dans tout Pintervalle <0, --oo) efi que la fonction X (¢) soit non
croisgante dans le méme intervalle. Dans la démonstration de ce théordme
on n’a besoin de l'inégalité (8) que pour mantrer que le systéme envisagd
est du type (K). On peut done, dans 1'énoncé de ce théordme, substituer
4 (8) Vinégalité (9), puisque cetite inégalité est suffisante, comme nous
Pavons démontré, pour que le systéme (8) noit du type (K).

En outre, il est facile de remarquer que dans la démonstration du
théoréme de R. Bass la condition (23) peut étre remplacée par la suivante,
moins restrictive:

(24) Xf(t,X,Y)<0 opow tout ¢>=0 et X, Y tels que XY =0,
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De ce que nous avons dit il résulte que 1'on peut énoncer le théo-
réme suivant généralisant le théoréme cité de R. Bass:

TrEROREME 2. 8i la fonction vectorielle continue f(t, X, ¥) satisfait
dans un ensemble Ry, (—oo <1 < +00,|X| < m, |¥| < +o0) & Pinbgalité (9)
avec a <1 et vérific dans cet ensemble la condition (24), le systéme (5)
admet une famille & wn paramétre de solutions X (1) qus emistem' dans tout
Vintervalle <0, +oo) et telles que les fonctions | X (t)| sont non croissantes
dans le méme intervalle.

Remarquons enfin qu’on peut obtenir une démonstration de ce
théoréme, différente de celle de R. Bass, en appliquant au systéme (5),
dont les seconds membres satisfont aux inégalités (9) et (24), un théordme
général établi par M™ Z. Mikolajska [2].
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