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Probléme aux limites aux dérivées tangentielles pour
Péquation elliptique dont les coefficients dépendent d’une
fonction inconnue

par D. SADOWSKA {(f.0d7%)

1. Introduction. Il. Poincaré, le premier, a posé le probléme aux
limites aux dérivées tangentielles en connexion avec 1'étude du phénomeéne
de la marée [1]. Le probléme consistait & trouver une fonction harmonique
A Vintérieur d’un domaine plan satisfaisant, sur la frontiére de ce domaine,
4 une relation linéaire entre les valeurs limites: 1° de la dérivée dans la
direction de la normale, 2° de la dérivée dans la direction de la tangente,
3° de la fonction elle-méme.

Les travaux sur le probléme de Poincaré ont été assez nombreux;
citons en particulier ceux de B. Hvédélidzé [2] et de I. Vécoua [3].

Le probléme de Poincaré a été généralisé par W. Pogorzelski pour
le cas ot les valeurs limites des dérivées satisfont, sur la frontiére, & une
relation non linéaire [4].

On doit & J. Wolska-Bochenek [11] I'extension du probléme, résolu
par W. Pogorzelski, au cas ol la fonction %(4) vérifie & Vintérieur du
domaine 1’équation dw = F(x,y, u, oujox, ou/dy).

'W. Pogorzelski a posé ensuite et résolu dans les travaux [B] et [9]
le probléme aux dérivées tangentielles pour les équations paraboliques
ot elliptiques de 'espace & n dimensions.

Clesti également & W. Pogorzelski que je dois le probléme qui fait
Tobjet du présent travail.

Soit dans Vespace euclidien & » dimensions (n > 2) 1’6q11at1on aux
dérivées partielles du type elliptique

(1) Zauﬂ(fl %) Z bo( A , u) W ~4~<«( )

il o
ou  ou ou\
—vF(A U, 3%1’ a‘% y owiny 5&:).

On admet les hypothdses suivantes sur les fonctions qui figurent dans
Véquation (1):
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I. Yes fonctions réelles ao(d, w) ot bu(A,u) sont définies dang le

domaine fermé
(2) A(@yy ey wn) eQ+8, |u<R,

ol 2 désigne un domaine borné dans V’espace euclidien ) n dimensions,
limité par la surface fermée 8; (wy, ..., xs) désignent les coordonnées
rectangulaires du point 4; R est un nombre positif donné. On suppose
que les fonctions a.(4, w) et b4, u) véritient les conditions

(3) |Gopl Ay ) = @Ay, )| < Tty =]

(4) [bo{ A, u)—ba(4;, w)| < 7‘70[7"21-41 ")"lu_ul{h] ’

oL 7,44, €8t la digtance des deux points 4 et 4,, h une constante positive
non supérieure & I'unité.

II. La fonction iéelle o(d), définie et continue dans le domaine
fermé Q4 8, satisfait dans ce domaine & une condition de Holder de la
forme

(8) Je(A)—e(4,)] < congtr’,, .

III. La founction véelle F{A, u, u;, Uy, ..., 4n) est définie et continue
dansg la région fermée :

(6) AeQ+8, [t KR (a=1,2,..,0),
en outre cette fonction vérifie 1a condition

() (A, vy gy ooy ) ~F (A, 0y Uy ey )l

| n
< Icplrf}m + ! P - Z |24y — m]"] .
pra]

ol <R,

IV. La forme quadratique

K
D) gl 4, u) X, X,
Uyt
est définie positive dans le domaine (2).
V. La suxface § satisfait aux conditions de Liapounoff:
&. il existe un plan tangent en tout point de la surface S,

b. Vangle 4(P, Q) entre deux normales aux points P, @ de la sur-
face §, vérifie ’inégalité

(8) 4(P, Q) < constrpy

¢. il existe un nombre positif § tel que la sphére de centre au point
arbitraire P e 8 et de rayon  découpe une portion Sy de cette surface,
situde & Vintérieur de la sphére K, dont la projection sur le plan tangent
au point P est un ensemble de points qui correspondent dans cette pro-
jection d’une fagon univoque & l’ensemble des points ;.

(0 <ns 1),
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2. Formules et théorémes principaux. Si 'on désigne par
wi(p) Popération différentielle par rapport aux -coordonnées du point
Ay, ..., ®n), opération qui dépend de Ja fonction u:

n
o

\ RN o
VL) = ) tgld, uld)) g+ DT, u(A)) o+ o(d)o(d),
oyl a=1

la solution fondamentale de équation ¥Y4(v) = 0 s'exprime, conformé-

ment aux résultaty obtenus par W. Pogorzelski dans [7], par la formule

9) 4, B)=wly4,B)+ [[[ 4, Mo, ByaM +
2

n
+ D) a(4)p(B)
olL
ki —nf241
(10) why(4, B)={ Y 4B, u(B)](va— &) (@~ &)}

a,f==1

Les symboles des formules (9) et (10) sont définis comme il suit:

1. A(wy, ..., ) b B, ..., &) désignent deux points arbitraires
distinets du domaine Q. -

2. a*® gont les éléments de la matrice inverse de la matrice des
coefficients |a.s(4, u)|. o .

3. u(B) est une fonction arbitraire dans -8, satisfaisant & I’inéga-
lité |Ju(B)| < R et & la condition

(11) Ju(A)—u(dy)| < Trlia, ,

ol k est une constante positive, 0 < 6 < 1. ‘ -
4. ad), B™(B) débsignent, pour le moment, des fonc.tmns (3.)1"b1—
traires, ol les secondes dérivées des fonetions a,(A) et les fonctions £,°(B)
elles-mémes sont bbrnées, ot satisfont & la condition de Holder dans
le domaine -8 par rapport aux variables spatiales et & la variable w.
5. La fonction @™(M, B) est la solution de I’équation intégrale de
Fredholm

»
(12)  A9(A)0Y(A, B) = PP [ufy(4, B+ D) P& la(4)]1A"(B)+

vaml

[ PS4, e, Bam
o

ol A
w 0 2a—=2)(/7) _
(13) PA) = T3t [a9(d, w(A) TG
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La solution de I'équation (12) existe sous les hypothéses faites au
début, comme ’a prouvé Pogorzelski (voir [7], p. 47), et elle a la forme

n
13) 0“4, B) = AT TP w B4, B+ Y ald)p0(B)] -

pem ]

. Y
+ [T M, 2y e[ 3, B+ ) al BB AP DT A

paal

Si en outre 1’équation intégrale homogeéne respective a une solution
différente de zéro, on peut choisir les fonctions a,(4) ot BYB) de manidre
que les conditions connues d’orthogonalité du troisidme théoréme de
Fredholm soient satisfaites.
Les limitations suivantes ont lieu ([7], (14))
(14) b4, BYI| < S5
Y4B

ol h est lexposant de Holder pour la fonction amld, w(4)], const est
une constante positive qui dépend du coefficient de Holder de la
fonction au.

On a de méme ([7], (17))

(15) |24, B)| < L
De plus la fonetion @™ satisfait & la condition de Holder dans tout do-
maine fermé Q* C Q2 qui ne contient pas le point B ([6], (59))

const
““‘ﬁ?ﬁ“) Pet Ay

(16) |8 A, B)— 0™ (4,, B)| < —
inf (ryk

inf(r4p) étant ici la borne inférieure de la distance du point fixé B au
point mobile A 2%, b’ un nombre positif arbitraire inférieur & h.

On a les limitations suivantes des fonctions ['u)(4, B) et de ses
dérivées ([7]), (29), (50))

A O y
(17) ]-Z (u)(A’ B)[ < ““,;I}E ) IF()&L)%(A! 3)[ < )
TAB Tdn
ol (), 0; sont des constantes positives.
Le coefficient A3(A4) est borné inférieurement par un certain nombre
positif
(18) 0< Oy< (4).
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La dérivée transversale de la fonction Iy(4 , B), définie par la formule

n
al'yy(4,B) 7 ol'uy(A , B)
g M) % gl u(4))cos(Np, 2 ke B),
admet la limitation suivante ([7], (23))
(20) d[(u)(PyQ) < "ga‘h., Pe S, Q GS, )
aTlp TPQ

ol #* = min (h, #), x est Pexposant de Holder dans la condition de Lia-
pounoff.
En outre ([7], (36))

1) ’ dl'w(P, B) 0,

P’uPB <T_'—_‘_T;
Ty +9(P) (P, B) e

pour toute fonction w(A) qui vérifie les conditions (11) et |u] < R.
Dans les raisonnements & suivre on appliquera les théorémes suivants
(voir [6]).
TutorkME 1. 8i la fonction o(B) satisfait dams le domaine Q & la
condition de Holder, Vintégrale

(22) We(d) = [ Qf [ I'a(4, B)o(B)dB,

dite potentiel généralisé de charge spatiale, a en tout point intérieur A e Q
des dérivées du second ovdre continues e elle satisfait & Véquation

(23) o[ We(4)] = —A(A) e (4) -

TfoREME 2. Si la fonction ¢(B) est une fonction bornée et intégrable
dams le domaine 2, les dérivées du potentiel spatial (22) vérifient dans le
domaine ©Q une condition de Holder de la forme ([6], (88))

(24) | W sl 4) =W e (41)| < AM. aMa’"ile

on 8 est un nombre positif arbitrairve infériewr & Vunité, M, = sup [o(B)},
M, = sup |a®(B, u)|, d est une constante indépendante de @.

TaBoRiME 3. S0 la fonction @(Q) est continue, la dérivée transversale
de la fonction

V() = [ [ T4, Qp(@)dQ,

(258) v A
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dite potentiel généralisé de simple couche, jouit de la propriété Vimite sui-

vante ([6], (100)):

. d .
(26) lim Ez‘f;[ﬂ Tiu(4, Q)p(@)a0
(P, Q)
alp

=~ 1P+ | [ @)y
8

TutorEME 4. Si la fonction ¢(Q), définie sur la surface S, est bornée

et intégrable, les intégrales de surface

(27) Vw(P) = £ [ (P, Q)9(@)dqQ
174 : "I,n vv"a 4
(28) Vior) = | [Hell Roraq

vérifient, powr toute fonction w définie au point 3 de la p. 9, des conditions
de Hdolder de la forme ([6], (107), (108))

(29) Van(P)—Ve(Py)] < 7‘71]”‘;:7'1’ 2%
(30) [VENP) = Vi Py)| < koM pEp, ,

ol & est um nombre positif arbitraire imfériewr & Vunité, h* = min(h, x),
M, = sup|e(P)]|. '
Congidérons maintenant un champ de divections {8p}, défini sur la
surface 8, qui associe & chaque point P de Ia surface § un certain axe sp
tangent & la surface § au point P.
On admet que langle formé par les directions du champ en deux
points arbitraires P et @ de la surface S, vérifie V'inégalité

(31) (3p, 8) < constrEy

olt hy est une constante positive arbitraire inférieure & Punité.

Dans les raisonnements qui suivent on utilisera les propriétés suivan-
tes des dérivées tangentielles du potentiel de simple couche, établies
par W. Pogorzelski dans [8].

TetortME 5. S la fonction @(Q) salisfail & une condition de Holder
de la forme

(32) lp(@)— (@)

la dér'i?zéa du potentiel de simple couche (25) dans la direction de la tangente sp
au point arbitraire P e 8 a une limite déterminée par la formule

< Iyl (o> 05 0 << hy 1)

. a . ) e
(3 lim T [VYA)] = VEXP) = £ [ rge, p@ae

lorsque A fend @une maniére arbitrasre vers P,
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Signalons, & cette occasion, que la convergence absolue de 'intégrale

de la formule (33) n’a généralement pas lieu. Cette intégrale est une

intégrale singulidre au sens de la valeur principale de Cauchy, c’est-
A-dire

[J 15, Q@ ~tim [] I, Qo2
s—ary

oiL Sy est une portion de la surface § découpée par la sphére I de centre
au point P et de rayon 4.

Torinm 6. St le champ {sp} de directions de tangentes sur la surface S
wérifie la condition (31) et la densité ¢(Q) vérifie celle de Holder (32) aveo
Vemposamt 0 < h, <1, les valours limites des dérivées du potentiel de simple
couche dans les directions du chamyp des tangentes {sp} satisfont & Dinégalité

(34) (TP VP < (Mt daky) 7y,

oy M, = sup|p|, dy,dy sont des constantes positives indépendantes de la
fonotion @, hy = min(hy, Ohs, by x), 0< 8< 1.

COROLLAIRE. Si le champ {sp} de directions de tangenies sur la surface
& vérifie o condition (31) ¢ la densité ¢(Q) vérifie celle de Holder avec
Vemposant by, les valeurs limites des dérivées dans les directions du champ des
tamgentes {sp} du potentiel de simple couche satisfont & une condition de
Hélder avee le méme emposant hy,, pourvu qu’on choisisse h, de maniére
que Tes indgalités suivantes soient vérifiées

ho<hg ot simultanément b, <min(h, x) .

3. Enoncé du.probléme. Etant donnés ¢ champs de directions
de tangentes
(35) 857}, 460}y o 53}

gur la surface S, ol
1€g< n—1,

on suppose que tous les champs (35) gatisfont & la condition de la forme (31),
o'est-d-dire que V'angle formé par deux directions du méme champ aux
points arbitraires P et @ de 1a surface S vérifie Vinégalité

(36) (2, '98)) <constrie (a=1,2,.,0,
ol 0 < by < 1.

On cherche une fonction w(4) qui satisfasse 1° & Péquation (1) en
tout point intérieur du domaine £, 20 3 une condition limite aux dérivées
tangentielles de la forme

@) 2 yPyu() = 61P, u(P), ty (B); 4y (P, -, g (P]

aTr
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en tout point P ¢ 8. On admet que la fonetion donnde G(P, u, v, ..., v,)
est définie en tout point de la région

(38) PeS, Jul<R, |o]<R (a=1,2,..,¢q

et qu'elle vérifie une condition de Holder-Lipschitz de la forme

(39)  |G(P,u,y 0y ey vg)— G(P, 0, 0], .., )|

< Ica[ %, A || - ’l’,,~ 1),,]’

:xuu1
On suppose enfin que la fonetion donnde g(P), détinie en tout Point
P e 8, satisfait & une condition de Hoélder de la forme

(40) [g(P)—g(P)|< lo,,?I,P,.

4. Résolution du probléme. On cherche la solution du probléme
sous forme de la somme
A [0

@) ud)=[| fl’(“’(A, 1{)[/15;'“(1;)]—'1«’[3 wrBy,
s

TBE T BE, ]d}uK

= 1 |14, @)p@)aq

d’un potentiel de charge spatiale et d’un potentiel de simple couche de
dengité inconnue ¢(Q).

Si Pon veut que la fonction (41) satistasse & 1a condition limite (37),
sous I'hypothése que la fonetion ¢(Q) vérifie la condition de Flolder, on
obtient, d’aprés le théoréme 3 Péquation suivante:

W) —yee [ [ | gmrow, o|seao o
S

dl"“)P B D o | e O oul,
&f f|~ A B) ey ‘W(.p,ﬁ)] CHOBITE| B, u(B), 5y e Jdlf
= G[Py “’(]))a ’“’a(;)(‘P) ] ",q(a) P)] i
ol
s P o on -
(43)  wgglP) = f f J J('é’)w B F[B w(B) ,’);‘l,,%f; ][ AR AR

fl“?é% @0 (a=1,2,.,0.

Aingi, le probléme est ramené & la vésolution du systéme d’équations
intégrodifférentiolles (41), (42) & deux fonctions inconnues: u (4) et @(P).
Ce systéme présente de fortes singularités sous le signe de Pintégrale de
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surface dang Vexpression (43), tandis que les singularités des autres inté-
grales sont faibles.

Afin de résoudre le sytéme d’équations (41), (42),
gystéme suivant d’équations intégrales:

congidérons le

4) = [[[ 104, BRI (B) " FLB, 1(B), 1(B) .., ua( BB +
n .
+ [ T4, Q)p(@)aq,
8
(44) 5
wlA) = [[ | T4, B (BYIFLB, uo(B), wy(B), ..., un(B)1AB +
Q
[ r84, Qe@de (b =1,2,..,m),
N

@5  —3m7(P

~ [ o)
)p(P)+ f |20 sy rooie, @) @1z +

+ I[P am P o, m]

X [239(B)]""F[B, uy(B
- ﬁ,,;g)(P )]

)5 w(B), ..., un(B)]dB

= G[P, uy(P sm(P)

A n-42 fonctions inconnues uyAd), u(4), ..., ua(4), ¢(P). On a

=f f [ r i (P B)[A8(B) " F[B ,uq(B), ts(B), .., un(B)]dB+

+ff Iig(P, Q)p(@)aQ .

(4() a(a)

Le systéme d’équations intégrales (44), (48) est irrésoluble, dans les hypo-
theéses faites an début, par les méthodes ‘de lanalyse classique. Il sera
résolu & P’aide du théoréme topologique de J. Schauder [6]: Toute transfor-
mation continue dun ensemble fermé et comvewe de Vespace de Banach en
son sous-ensemble compact admet au moins un point invariable.
Congidérons V’espace fonctionnel A composé de tous les systémes

[uo(A), us(A), oo s tn(A), @ (P)]

de fonctions réelles continues, définies pour [4 e 248, P « 8]

On admet dans cet espace les définitions connues de la somme de
deux points et du produit d’un point par un nombre réel. On admet pour
norme du point Ulug, Uy, ..., Un, ¢] la somme

)
[T = 3 sup |u(d)]+sup |p(P)] .
=0
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La distance de deux points est définie par la formule
83U, V)= U~V

L’espace A étant lindaire, normé et complet, est un espace de Banach,

Considérons dans l'espace A ensemble borné et fermé Z de tous
les points Ulug(4), u(d), ..., ua(4), p(P)] qui vérifient les inégalités
suivantes

[ufd)| <R (v=0,1,..,n), AeQ+4,
{47) [p(P) <0, PeSf,
lp(P)—p(Py)| < kit s Pel, Ped.

L’ensemble Z est fermé, car si une suite arbitraive de points appartenant
& Z satisfait aux formules (47), les points limites de cette suite les
satisfont aussi. I'ensemble Z est convexe, car tout point

A=) U+yV  (0<y<l)

du segment, joignant deux points arbitraires U et V de ’ensemble Z,
appartient & cet ensemble.

En égard au gystéme d’équations (44), (45), transformons 'ensemble Z
moyennant les relations

wld) = [ [[ T4, B)ASB LB, uyB), (B), ..., tn(B)]dB -
kel
+ [ 14, Qp(@aq,
8
{(48)
w(d) = [ [[ T894, B)AS (BT FLB, uy(B), m(B), coey Un(B)]dB +
Q2

(v=1,2,..,n),

+ j; J (4, Q)p(@)dg

W) 4@+ [ [{ 1o, 1+ 211, 9lp(@ a0 +
8

dJ (%o) ¢ i
Wi ——

X [ (B FB, uB), uy(B), ..., un(B)]dB
= GLP, 0(P), Byy(P), ..y Tya(P)] -

On prouvera que cette transformation associe & tout point [thgy gy ovey Un, @]
«de T'ensemble Z un point déterminé [v,,v,, oy Ony 9] de 'espace A et Lon
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cherchera les conditions pour que l'ensemble Z’ des points transformés
80it un sous-ensemble de Z, o’est-d-dire les conditions qui impliquent

(50) [ld)] <R  (p=0,1,.,n), AeQ+8,
(51) [v(P)<e, Ped,
(52) W(P)—p(P)| <kl , PP eS.

Si Pon tient compte des inégalités (17), (18), et si l'on décompose I'inté-
grale ‘

(63) fq J 1894, Q)p(@)ag = { J 1, Qg (@)~ g (P10Q +
+o(P)f [ 1494, @)iq

s
ol £ est un point de la surface § le plug rapproché du point intérieur
A € £, on conclut que les fonctions (48) satisfont aux relations

(54)  |ofd)| < A Mp+dso, |v(A)] < AiMp+ Ao+ Ak, ,

Ay, 4y, A7, Al A] étant des constantes positives indépendantes des
fonctions ' et ¢, Mp = sup |F|.

IEn vertu des théorémes 1 et 4 la fonction v(4) véritie une condition
de Holder de la forme

(55) [9o(d) =y A1)| < (A sup [p} -+ DMp)r%a,, AeR+8,

ol 0 est un nombre positif arbitraire, inférieur & Tunité, tandis que Ag
et D) sont des constantes positives, indépendantes de F et p, mais dépen-
dant du domaine d’intégration et de sup |a,(,“§°’.

Si Uon admet, en vertu des théorémes cités au début, les valeurs
limites des fonetions v, (» =0,1,..,n) pour valeurs de ces fonctions
4 la surface 8, on trouve que ces fonctions sont continues dans le domaine
fermé Q4 8. Ces fonctions satisfont en outre & 1’inégalité (50), pourvu que
les constantes positives arbitraires ¢ et k, vérifient les relations

(56) A Mp+Adwo < B, AiMp+Ajo+Aik,<R.

Cherchons # présent la condition pour que la fonction transformée
9(P) satisfasse & Iindgalité (51).
Considérons P’équation de Fredholm de la forme

g
o0~ [ [[LE s ymreor, olyoae - 1),
8

olt f(P) est une fonction donnée, bornée et intégrable sur la surface S.
Supposons que 1'équation homogéne
‘ ‘[ar®p ;
(67) — A9 P)p(P)+ [ | [ ﬂfﬂp’—@-i-g(l’)r(““)(.l’,Q)]wp(Q)dQ —o
s ‘

Annales Polonici Mathematiel X 2
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p’admette que la solution p = 0. Si 'on tient compte des inégalités (-17 )
(18) et (20), on voit que le noyau de 'équation (37) satisfait 4 une iné-
galité de la forme

ar“'(p, Q)

(58) } [2a50P)1~" [W

| C
+g(P)T™(P Q)H<‘n‘—‘“:7-
aTs g(P) s ,rPQl y

ot O est le méme pour toutes les fonctions ulA) € Z et h* = min(h, x).
Aingi Péquation (57) a, en vertu du premier théoréme de Fredholm, une
solution continue de la forme

_2fp)

(59) p(P) = ) (p)

(o p,g)-L9)_gq,
+lfﬂm ( ,Q)w,(@) Q

oit 1s fonction M™ est la somme de plusieurs noyaux itérés dn noyau
(58), ainsi que du noyau résolvant du premier noyau itéré borné. Par
—eongéquent, il existe une constante positive €5, indépendante Qe la
fonction f(P) et telle que

M
(60) [w(P)| < GH (1 + Ost)
ot My = sup|f(P)], tandis que s, désigne la borne supérieure de Pintégrale
d
(61) ff —‘:%h: K 8.
S PQ

Cherchons une limitation de My. On la trouve en ftenant compte de la
relation (21); en effet, on a

+ Mg

MFO‘f dB Ci Mz wnl
M, < E AB | yp, = Galm
{62) 1<, Qf ¢~%§‘+ @ 0

2

oil o, est Paire de la surface de la sphére unité dans 1’espace.5 n dimen-
gions, I le diamdtre du domaine Q, Mg = sup|@|. On voit done que
|9(P)| < ¢ lorsque

(63) oMyl | Me) (1 4 g <o
Os O,
Silon désigne par A4, et A4, les expressions
14 Gy
(64) Ay = 042:;1; (1+Cysy), Ay= “‘ié"u y
; 2 X

on trouve que la foncsion y(P) satisfait & Vinégalité |y(P)] < @, pourvu
que soit vérifie la condition

(65) AMp+A,Mg<o.
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Il ne reste qu’s trouver la condition pour que les fonctions transfor-
mées w(P) vérifient I'inégalité de Holder (52). Désignons dans ce but
par I;(P) le potentiel de simple couche et par I,(P) le potentiel de charge

spatiale qui figurent dans 1’équation (49). Cette équation pourra alors
g’écrire sous la forme

(66) 3A.9(P)y(P) = I(P)+I((P)— G[P, v(P), Ty(P); ey B P)] -

Cherchons une limitation de la différence |y(P)—wy(Py)|. On voit bien
que cette différence satisfait & 1’inégalité

—p(P)| < [Pl 30 py 0y 1

P
67)  |y(P) y

|L(P)— Iy(Py)] + —o | I(P)— I,(P)| +

2
AO(P) op)

2 _ o
‘]'W]GE‘P: vo( P}, u,,&p(P% ooy ’”'stlg)(P)]“

- G[Pu IUO(Pl)i ﬂag)(Pl)’ sty 'Es(;)(Pl)]l = R1+R2+R3+RL .
1 1
La limitation de R, est la suivante:
(68) Ry < aorn, -
En vertu du théoréme 4, on trouve la limitation de R,:

(69) R < —g— [CLwntp, + CLM#op, + Cokigs ™1,

ol h* = min (h, »),  est un nombre positif arbitraire, inférieur 3 I'unité,
s; la borne supérieure de l'intégrale

(70) f 5?2 <8 .
57 TPg

Eerivons inégalité (69) sous la forme simplifiée

(71) Rz < a‘EQ,r;.;zPl

ol

(72) ay = [OsLwn+ ClMg + Cikgsy] 02_1
et

(73) hy = min (h, x, hy) .
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La différence R, peut étre mise sous la forme

aTr,  aTp, *

(l]’("") P B dlv(uu)(PH B)
(74)

(uu)

+g(P)[F‘“"’(P,B) r*p,, B)|+I'"(P,, B)[g(P —z/(m]}

[A8(B) " FLB, uy(B), ..., wn{B)]dB | .

Il en résulte la limitation suivante de Ry:

(75) By < ZVQ (oL wnt’ep, + 2Lowrpp, + CronLrip,]

oll 8 désigne un nombre positif inférieur a 'unité. L'indgalité (75) peut
g’écrire succinctement sous la forme

(76) Ry < ay Mpvitp,
ol
(77) ty = (CyL wn + 2L~ Mo 4 Ol ) O5*

Il est & remarquer que

(78) Rg\ Co [?M + [0g(P)— vo( Py) | + > @, (,1, ﬁa(l?)(l?l)'}'

ual

D’aprés le théoréme 5, on a
(79) ﬁstlg)(P)_ﬂs(a)(-Pl)

=[] P, B)~IiP, B B) B, 6(B), ., unl BB+

+[[rge,

1l découle du théoréme 6 que

dQ—!f m(Pl, P@d9 (a=1,2,..,0).

M () @ in, &
(80)  |Tp(P) =Tl P)| < wfz‘ hp,Lan -+ [0 0 + ik, 1o, ,

o l0<d<loet

7
(81) o<h;,{< ")

< min(h, %) .
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Aingi on a la limitation suivante de R,:

(82) R, <

{wﬁ( se+ D Myp)rep,+
a
+ [ My Y LdP0a03 + o Zd“’)—i— ks 5’@&’] N
Qua] a=1
Si on désigne par h, un nombre positif satisfaisant i Pinégalité
(83) hy < min (hg, hy)

et par Dy, D,, D; les coefficients de la relation (82)

D, = 26507 [D + Zq’ A Lon 63|,

a=1
q
(84) D=2k [+ D),
a=1
Dy = 2keCy" qué“),
a=1

celle-ci pourra s’écrire sous la forme

(85) Ry <[2keC:" +Dy My + oD, + k,Ds]r'ep, .
En tenant compte des relations (67), (68), (71) et (85), on trouve
—1- R,
(86) [9(P)—y(Py)| < [4se+ A: My + Dik,+ 25605 1785, ,
ol
(87) Ag=a;+a,+Dy, A;=a,+D
et
< min(h, %, by, hg)
8 0 } = ’ )y gy ’
(88) < z,,,{ <.

Par conséquent les fonctions p(P) vérifient la condition de Folder (52) si

(89) Ag0+ A, Mp+ 2kgC5™ < Fy(1—Dy)

et si le nombre h, est choisi de maniére que les relations (88) soient véri-
fiées. Tout calcul fait, les inégalités (56), (65) et (89) nous permettent
d’énoncer le lemme suivant.

Levme 1. L'ensemble Z' des poinis transformés [vg, vy, ..., Un, ¢]
défini par les formules (48), (49) est un sous-ensembdle de Vensemble Z, défini
por la relation (47), pourvu que les paramdives o, k, et h, satisfassent simul-
tanément aux équations sutvantes:
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AMp+ A <R, AlMp+Alo+ Ak, < R,
A Mp+4,Me< 0, Ago+ Ay Mp + 2007 < ky(1—Dy)
0 < min(h, %, hy, ha) 5
<M<,
Le genre de ces inégalités montre qu'elles peuvent é&tre simultanément
satisfaites, pourvu que les bornes supérieures My, Mg et kg soient con-
venablement choisies.
Nous établirons maintenant le lemme suivant:
Lo 2. La transformation définie par les formules (48) el (49)
est continue dans Vespace A.
Démonstration. Soit une suite arbitraire de points

(90)

( (my _(m)
Um[ugm; ’MIM); ey Um0

de Despace A tendant vers le point Ulug, t, ..., Un, @] de cet espace,
oest-a-dire 8(Up, U)—~>0 lorsque m—oo. Il s'agit de démontrer que
la suite des points transformés Va[v™, o™, ..., ™ ™7 tend vers un
point V[¥, vy ..., ¥, ¥] de cet espace qui correspond dans cette trans-
formation (48), (49) au point limite Ulus, Uy ..y Un, ¢]. Il faudra done
prouver que toutes les intégrales qui figurent dans les expressions
(48), (49) et contiennent les fonctions w™ ™ u™, o™, tendent
uniformément vers les intégrales respectives contenant les fonctions limites
Ugy Uyy +eey Uny P
Prouvons d’abord que la suite de fonctions

(91) Wald) = [[[ T4, B (BT FIB, ui™(B), ..., wi"(B)]dB
Q

tend uniformément vers la fonction
02)  W(4) =[[[T%4, B[4 (B)] " FIB, uyB), ..., un(B)]dB
2

lorsque ™ —u, (v = 0,1, ...,n). Considérons la différence

(93)  Wal(d)—W(4) = [[[ (1™ 4, B)~T"(4, B)] x
2
X (A B) R B, Ug(B)y ery Un(B)1dB +-
+ [ By~ OB T4, BYFLB, U(B), ..., un(B)JdB+
[[] @B, e (B), ., i (BII—PLB, w(B), -, BT X
2 .

(m)

X (DB T (A, B)AB = Ay(A) + 44(4) + 44 A) .
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]J(Wgst évident que les intégrales A,(4) et Ay(4) tendent vers zéro lorsque
U, —>u,. Il ne nous reste donc qu’a étudier I’intégrale A,(4). On voit

. . ()
bien que la diftférence I'™(4, B)—TI'™)(4, B) peut &tre mise sous la
forme

(94) Ir*M4,B)—1r"4, B)
= Wy (45 B)— (o 4,B) + Tumy(4, B)—bug(4, B) ,
OU Wey(4, B) est défini par la formule (10), tandis que

(95) Bug(4, B) = [ [ [ wlly(4, M)@“ (M, By .
fol

Il est & remarguer ensuite qu’il existe deux nombres g, et g, tels que la
relation suivante a lieu dans le domaine :

(96) gris < D) 0B, u(B))(@a— &) (m— &) < g’ -

a,f=1

8i 'on tient compte de la formule (10) et si ’on désigne par oy, ’expression

Gug =, 0P[B, Uy B)](0ta— &) (w5 — &)

a,f=1

et par Ty I’expression

o =

[\

a®[B, u§™(B)](@a— &4) (w5 — &) ,

a,p=1

EY
1

on a

Weagny (4, B)— (a4, B) = [(0(m)) ™ — (o

uu)—n/2+ll

—2)[2 2]
(oug) "% — (gygm) 2"

)(%‘2)12

(ougm)- Oug

n—=2 n—2
(0u)" " — (oum)

(U"'o . o-“gn))("L‘-Z)/z[(ﬂugm))(n—%ﬂ -+ (o,un)(n—E)lﬂ]

(Gup— Tugm) [(0)" ™ 4 ()" ™" Gufom +- .. + ()" "]

(O'uo‘ crus)m))("_g)lz[( UuL’”))(ﬂl’z)lz +( O_uo)(n—z)/z]
a(B, uf™(B) — a”(B, u(B)) |rlasngh "riz*

(girksm) ™ PF 2 (gorip) ™"
ngy™* o .
= s SUP [0 [B, w6V (B)]— o (B, w(B)]| -
2t T4B

sup

A
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Tinalement on obtient la limitation suivante de la différence considérée:
(m)__

‘ [
(97) ]wggmb(A , B)— who(4, B)| < —E—B«r sup [ up™— "

Nous étudierons maintenant la différence wyn (4, B)— 1_05:,(11., B). La

fonction ®™ qui figure dans la formule (95) satisfait & Péquation intégrale
suivante (cf. la formule (12)):

(98) 6“4, B) = Wlwlly(4, B)+ D o450 (B)| A0+

+ ffj (A4

Léquation (98) peut s'éerive sous la forme abrégée

ROl (A, M)YIOM(M, BYAM .

(99) B™(4, B) = L™(4, B) + K4, B)+ [ [ [ Z*(4, M)&“(M, B)aM
Q2

ol
(100) L4, B) = [A0(A)] L Twlio(4, B)],
(101) K4, B) = [A0(A) #89 [ Y afa)f9(B)].

P ]
Ainsi 1a différence ¢™(4, B)— &™) (4, B) véritie Péquation intégrale
(102) %4, B)—0"(4, B) = L4"(4, B)—L™(4, B) +
+E“(A, B)-E“(4, B)+
+ [[[E™ 4, iy — LA, M), B)aM +
]
+ [, i@, B)— 89, BN .
2
Or, cette équation intégrale a la solution suivante
(103) S4™(4, B)—0“)(4, B) = X (4, B)+ | f [ M4, M) X (M, B)dM

" oh X(A, B) désigne la fonetion

(104)  X(4,B) = L4, B)—L™(4, B)+ K™ (4, B)— K™ (4, B)+
+ [ [ ™A, ay— 194, Be ™ (M, Byax
(]

icm
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tandis que IM™ est le méme noyau qui figure dans la solution (13').
'Rema.rquons, en ayant en vue la limitation de la fonction X (4, B), que

Palwimy(4, B)]— Palwiy(4, B))

n

-
= > “a‘aﬁ(A “(m A))"aﬂﬁ(A’ '“'U(A))] +
uﬂ=1
» (u(m))(A B)
+ |aus(B, uol B)) — (B, uf™(B))]} - - v '
2 - [Fwgm(4, B) w4, B)]
+a% [ﬂraﬁ(Ay “O(A))_“aﬂ(B’ uo(B))l . [ FrTn - .85
010, (4, B)
(“f, )) H
+ % [oa( 4, 0 () = b )| ———
(u('m))(A B) 3w(uo)(A7 B)
=5 G|l )+
+0(A) [ (4, B)—who(4, B)].
Par conséquent
(105) | Walwhymy(4, BY— Palwfo(4, B]]<°‘:fis,f sup 4™ — o .
Y4B

Si Yon tient compte de cette limitation, on trouve que la différence

L4, B)—L") (4, B) admet une limitation de la méme forme (4 un
facteur constant positif prés). D’aprés les hypothéses 3 et 4 (voir p. 9),

la différence K™™(4, B)—K™(A, B) satisfait & une inégalité de la
forme

|E“4™ (4, B)— K™ (4, B)| < const sup |4 —u,[* .

En portant les résultats obtenus dans la formule -(102), nous trouvons

que la fonction @(“SM))(A, B) satisfait & la relation

(106) |04 (4, B)— 0(4, B) ]<"°"1St sup |4l — " .
]
Aingi, on aura la limitation
,. const
(107) |y (4> B)— TBua(4; B)| < = hsup|u(m)—u,,h
T4B
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Les limitations (97) et (107) permettent de conclure que

eons’c (m)

{108) |

ol

Dés lors il est évident, d’aprés la limitation (108), que l'intégrale 4,(4)
converge uniformément vers zéro lorsque u{™ —u,. En définitive on
obtient

(109) lim Wo(4

M0

)= W(d).

On prouve, par un raisonnement analogue, que les autres intégrales
figurant dans les relations (45), (46), qui ont des singularités faibles,
jouissent des mémes propriétés limites que celle que nous venons d’6tudier.

Il faudra encore démontrer que

(110) hm G[P o P), usf;(i.u?), cees UG P)]
P
= G[P, v(P), “%‘l‘,’(‘P)’ Ey) 7“03(5)([))] .
Or, on a
(111)  |@[P, %" (P), wé"%L(P . “ogu)z)(P)]_

- G[Py (L), '“’03(1)(13)7 sy 'M’oﬂ&g)(P)]

N+ Z ]Mos(ab

amal

< kg{ |o{"(P)—v/(P — oy P}

La différence uf):’té,(l’)—uos%,(}’) g'exprime par la formule

(112) u&’;‘(L,('P)wu,g,(P)
[ r" e @9 @aa- [[ g, ap0raq] +
{fff TP, B BB, u(B), .., (BB ~
- [fIrge, pus JBLB, o(B), 14(B), ..., tn(B)]dB)
=[V§T§%(P)—Vsm,( N+ W)~ W P)]

‘On cherchera d’abord une limitation de la différence V“(S(P) Vm,( )

Les intégrales qui figurent dams cette expression sont des 111tégmles
4 singularités fortes. On les mettra sous la forme suwante

icm
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(113)  VEP) f f r?;‘,“” (P, Q)™ (Q)— ™ (P)1dQ +

+p™(P)—p(P)] f [ r‘:;‘,"”><P, Q)dQ+¢(P) f ] F‘:,‘{"’) (P,Q)dQ,
f Jrige, a

«a(P) peut s'écrire en abrégé de la maniére
P

(L) V(P J f TP, Q)lp(@) —¢(P)1AQ+ 9 (P

La différence Vi(P)—V
P

suivante

(115) V(P =V ga(P) = A(P) +44P) +44P)
ol

(116) 4,(P) = [¢™(P)—p(P)] f f 1":2‘,“))13,@)@,
(117) 4P f f .r’(;;‘)"”P Q) (g™ (@) —¢™(P)1dQ—

- f fr (P, Q)lp(@)—p(P)1aQ = IIV(P)— I(P) ,

(118) f [ [P%‘)’“” I":f;;’ P,Q)1dQ .

11 résulte immédiatement de la formule (116) que

(119) 4,(P)—~0 lorsque m-—>co.

Afin d’étudier la différence A,(P), décomposons les intégrales m(p)
et I,(P) en sommes de deux intégrales

(120)  I(P) = I{(P) + IIVSTU(P),  Iy(P) = Ii(P)+ I3 °(P)

étendues, les unes & la portion ¢ de la surface § qui contient le point P,
les autres au reste §— o de la surface. Les fonctions figurant sous le signe
intégral admettent une limitation de faible singularité, & savoir

T, QLo (@) —e(P)]] const
21 )
(121) (m)(P)]I g

|1"::‘,’"”(P, Qr™(Q)—

Par conséquent les intégrales IS™(P) et I(P) sont absolument conver-
gentes et on peut associer & tout nombre positif ¢ une portion ¢ de la
surface S, telle que les inégalités

(122) I8 (P)| < /3, |I3(P)| < &3
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ajent lieu. Les intégrales étendues au domaine 8- o étant régulidres, il
existe, pour tout nombre &> 0, un indice m, tel que

(123) |I§S=o(P)— IS 7%(P)| < ¢/3  lorsque  m > m, .
Si Pon tient compte des inégalités (122) et (123), on trouve
(124) Ay(P)—>0 lorsque m-»co.

Pour examiner l'intégrale 44(P) nous la mettrons sous la forme d’une
somme

(125) ff[ )u(m)) P,Q S(z:))(P 0140 +

o) [ EW‘?,EI“” P, Q)= TP, QN0 = T(P) 117

Comme la différence ;w(“m )(P Q) — (P, @)] admet la limitation
°p

s(a)

const

—p Sup [ug
rrg

_u(m) (ne]
(126) |B% (P, Q) — )

n
(a) =],

wg%;s)(P, ) <

on trouve en raisonnant comme pour la limitation de Ay (P), que

(127) (m)

I(P)-0 lorsque

- Uy

Afin de limiter I,(P), considérons le systéme de coordonnées rectan-
gulaires dont l'origine est le point P de la surface § et Vaxe Pw, est la
normale intérieure % la surface 8. Les axes Pw;, Py, ..., Py, sont alors
contenug dans le plan tangent. La dérivée dans la direction d*un axe
tangent, p. ex. Pz, s’exprimera par la formule
a2s) = pl2) [ 0et(P, @)=l (, Q)1aq.

Cette intégrale a encore une singularité forte, puisque la différence

u(m))

[P, @) —wl (P, Q)] admet la limitation
(129) [w;’:("m)(P, Q) —wi (P, Q)| < (‘(_)Wgt sup |ud™ — " .
J

Décomposons Vintégrale Iy(P) en une gomme de deux intégrales
(130) IP) = Iy*(P) + Iy ~S«(P) ,

dont la premiére est étendue & la portion 8, de la surface 8 qui se trouve
au voisinage du point P, & intérieur du cylindre W d’axe Pay, et de rayon
suffisamment petit 8’ < & (indépendant de P), et telle que I’hypothdse
formulée dans la condition de Liapounoff soit vérifiée par la surface S,;

icm

Probléme aux limites 29

la seconde intégrale est étendue & la portion S—§,,. L'intégrale I3 “(P)
étant régulidre, on a d’aprésy la limitation (129)

lorsque  ud™

(131) I575u(P) 0 .
On détablira maintenant que If'”(}’)—>0 lorsque ™ —u,. Btudions pour
cela Vintégrale

(132) IwA)

3

=g(P) ! [ w4, @)— w94, @)1aQ

¢t introduisons deux intégrales auxiliaires

(m) ’ ’
Xy 4) = o(P) [ [ ™74, ¢aQ,
| )

(133)

Xug(4) = p(P) [ [ wl? (4, @) dQ’
Sp

étendues a la projection Sy, de la portion S, sur le plan tangent & la sur-
face § au point P; dQ’ désigne 1'élément d’aire de la surface 8}, au point @”
qui est la projection du point @ €8 sur le plan tangent.

Il o été établi dans [107 (formules (316) et (317)) que les valeurs prin-
cipales des intégrales (133) existent lorsque A = P et qu’elles tendent
vers 0 lorsque 4—P.

Examinons l'intégrale
(134)

R(A) = Iw(4)~ [ Xupm)(4) — Xup(4)]

>f [ quts™e A, @) —wlP(4, @) (@)1 —
“"“’Q(A Q)—wiOF(4, @)y (@Q)11Q ,

ol y(Q) désigne la valeur absolue du cosinus de Vangle que fait avec
I'axe Pxy, la normale & la surface § au point @. Or, on a

w4, Q) = (2—n) (B4, DT "["(Q, %™(@) (20— &n) —
n—1
(135) — ¥ (@, u"Q) &),
f=1

(u(M))P(A Q) = (2— %)[ﬁ(u(m))A,QI ]—"ll m(P u(m)(P))m'n“

n—1

— > (P, u"(P) g

p=1
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La différence wi“wm(fl, Q)__w;;‘(]m)p (4, Q") pourra s'écrire sous la forme
L

(136) wxgm))Q(A’ Q)——ngﬁm””(A Q'
= (2= ) (L9 m (4 , QT [ gymy (4, @' T a(@, u™(Q)) (2~ &) +

n

+ 3 0, uP@) ) + 2= mFn 4, Q17 {40, (@) an
B

=1

— a™(Q, u§™(Q)) én— a™ (P, u™(P)) wn + .
+n21 1}3P u(m) ) 1ﬂ(Q u(’m) ))]5,3}
p=1

La différence wgt")Q(A, Q)——wﬂf"”’(A,Q’) g'exprimera par une formule
analogue. Ainsi la fonction, qui figure sous le signe intégral dans la for-
mule (134), pourra s'écrire sous la forme
(187) [0, @) — w4, @)~ [wi(4, Q) —wi? (4, Q)
2 'Vb){[( (u"’”) A‘ Q )_ﬂ (19(1L(7”))(A7Q )-"]_
—[(08a(4, @) "~ (B4, @)}
x[am(Q,uf)m)(Q))(w £a) +- S lﬂ(Q u(m) ))Eﬂl o
B=
+ (2= ) (¥4, Q) )“”—(ﬂmﬂ) (4,9 "{[a"(@, v @)
"’“am(Qa Uy Q))] @ &n) |
n—1
+ 3 [0%(Q, (@) — a*(@, (@) &) +
Be=1
+(2_n)[(ﬂ%ﬁm) 4,)™ ——(19%)(4 Q) )~n]{ m(Q W) )M _____
—a™Q, ud™( (@) éa—a™(P, u(m)(P))w +
+ Z [@*(P, w™(P)) - a?(@, ™ (Q))] &) +
+( 2 )[4, @17 [a"(@, %5™(Q) ~ 4™ (Q, uo(@))] m—
_ [_ am(Q’ ’“n )+a1;L(Q, (Om) ]5"’”_
=[P, (P — (P, el P))] 0t
n—1
+ 2 ([a,”’(P, u.()m)(P)) ——a’ﬂ((.,), 'uf)m)(Q))]w
f=1

— [@*(P, w(P) —a*(@, u(@)]) &},
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ol 9fy(A, B) gexprime par la formule

n

ol A, B) = [ 3 a (M 0 M) (2, — £2) (3 — )] ™.
a,f=1

La différence (137) admet la limitation suivante:

(138) I[w(u{,m’)a A,Q)— (u“’”)P( 4,9)]— [wmo)a( 4,Q)— <uo)P( 4,99
< {3n(n—2)(g1x740) ™" [k Ban’risq + nMuroq (raq +7.4¢')] X
X sup (46" — wo[* - Molragr + (n—1)rpo] +
+3n(n—2)(gu1ra0) ™" Tharbon® v + n Maroq/(rag +74g/)] %
X [Tag + (n—1)rpglmup |ud™ — uy '+
+3n(n—2)g5 " g k2% - sup |ud™ — wol" %
X [harboTaqr + M) &n] + (0 — 1) kb1 +

+[2~ ""]gl "1y [har’boTaqr + Fal a) + (1 — 1) 155 o sup 8™ — 24 i}
ot e,
e

ol h* = min(h, 2x), My = Sup |ags|, k. est le coefficient de Holder de la

fonction ay, ¢, et g, sont les nombres qui figurent dans les inégalités (98),
tandis que y est un nombre satisfaisant aux relations

- TaQ 1

0< ¥y < <-—.

VS Fao 1

*I'l résulte de la limitation (138) que

lim R(4)=0.
AP
u("m)-»uo
Mais comme
LimR(4) _hmfs = I§»(P),
AP
on a
(139) I3(P)—0  lorsque  ud™ -, .
Des relations (127), (131) et (139), on tire
(140) Ag(P)—>0  lorsque m-—>oco.
On déduit des relations (119), (124) et (140) que
(141) HmVE(P) = Va}:,,(P) .
P

On établit la relation

8

llmww( ) = W;,).)(P)
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de méme que la formule (109). Ainsi la démonstration de la continuité
de la transformation (48), (49) est achevée.

LeMME 3. L'ensemble Z' des points transformés est compact.

Démonstration. On déduit des théorémes cités au début du
travail que toutes les intégrales figurant dans les formules (48), (49)
satisfont & la condition de Hélder (avec le méme coefficient et le méme
exposant) par rapport aux variables spatiales. Par suite les fonetions
o(d) v =0,1,..,n) et p(P), qui forment Pensemble t ansformé 7',
sont des fonctions équicontinues. Elles sont aussi bornées dans leur
ensemble. Le théoréme d’Arzeld permet done de conclure que ensemble 2’
de Despace 4 est un ensemble compact.

Tl résulte des lemmes 1, 2,3 et du théoréme de Schauder qu’il existe au
moins un point U*(uf, ..., uk, ¢*) de Pensemble Z invariant par rapport 4 la
transformation. (48), (49). Clest ce systéme de fonctions uf, w}, ..., uh, ¢*
qui est la solution du systéme d’équations (44), (45).

Mais les propriétés dont jouissent le potentiel de simple couche et
le potentiel de charge spatiale permettent de conclure que

a4y Cud(A)
%,,(A) - amv

(p=1,2,..,n; A4 e24+8)

ce qui prouve que les fonctions ug(4), ¢*(P) sont des solutions du systéme
d’équations intégrodifférentielles (41), (42). Nous allons démontrer que
1a fonetion u¥(4) est la solution du probléme posé. En effet, d’aprés les
propriétés des potentiels en question, les dérivées partielles

a *
5 [ (B)]

satisfont & la condition de Holder par rapport & la variable B, et, foreément,
la fonction

oug oug
H 'a‘E;’ ey f)g
satisfait & la méme condition par rapport & la méme variable B. 1l en
résulte, en vertu du théordme 3, que la fonction ud(4) vérifie équation (1)
en tout point 4 € 2. On en déduit, d’aprés Péquation (42), que la fonction.
ug(4) est une solution du probléme posé. On peut done énoncer le
théoréme suivant. ‘

TrEOREME. Si les coefficients de Véquation différentielle (1), les fone-
tions ¥, @, g et la surface 8, limitant Te domaine Q, satisfont avw condi-
tions 1,11, 11X, IV, V, (39), (40), 8i en outre les ¢ champs de direction
tangentielle (&) sur la surface § vérifient la relation (36) et, enfin, si los
constantes du probléme satisfont aux conditions (90), il ewiste au moing une
fometion u(A) vérifiant Véquation (1) en tout point intérieur du domaine
2 et la condition Timite (37) en tout point de la surface 8.

F[B, ug(B)

icm
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