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Sur une généralisation de la transformation
de Poincaré-Bertrand

par W. ZAKOWSKI (Warszawa)

1. Introduction. On appelle ‘ransformation de Poincaré-Bertrand
Pégalité .

A (el,z,8) ., p(, 7, 8)
1) ifr_tL . ds = Tr(p(t,t,i)—}—i[{dsL (r—t)(s—r)dr’

ot I est un ensemble de points, composé d’un nombre fini de lignes
fermées et d’arcs non fermés (sans points communs) situés dans le plan
de la variable complexe, feL (sauf pour les extrémités des arcs); les
intégrales singuliéres dans (1) ont le sens de la valeur principale de Cauchy.
La transformation (1) a été étudiée pour la premiére fois par H. Poin-
caré [1], puis par G. Bertrand [2]. Ensuite, souns des hypothéses plus
générales (p vérifiant la condition de Holder relativement & #, v et )
elle a ét¢ étudiée par Giraud [3] (voir la monographie [4] de N. I, Mousk-
helichwvili).

Dans le présent travail, dont le sujet m’a été suggéré par W. Pogo-
rzelski, je démontre la transformation (1) moyennant des hypothéses
plus générales que dans le travail [4].

1l suffit d’étudier le cas d'un ensemble L = 3 @ de points, composé

d’un nombre fini d’arcs simples c’,a Les extrémités de ces arcs peuvent
appartenir & un seul are, ou bien &tre communes & plusieurs arcs différents.
I] est & remarquer que les arcs donnés peuvent former plusieurs ensembles
disjoints. En tout cas, aucun couple d’arcs ¢,¢, n'a de points intérieurs
communs. Rangeons d’une fagon arbitraire les extrémités des arcs donnés
en une suite de points différents ¢, ¢,, ..., ¢,. Nous supposons que les
arcs donnés ont des tangentes continues en tout point, méme aux extré-
mités. Les points ¢, ..., 0, sont done soit des points anguleux, soit des
points de rebroussement, soit des points multiples, soit enfin de simples
extrémités des lignes formées par les arcs donnés. Nous rappellerons
maintenant la définition, donnée par W. Pogorzelski [5], d’une classe
de fonctions complexes discontinues, définies sur ’ensemble de points L.
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On appelle classe $HZ I’ensemble de toutes les fonctions complexes
(i), définies en tout point : de Densemble L, différent des points de
discontinuité ¢,, Csy ..., G, qui vérifient 1'inégalité

»
) lo@!- [ ] [t—al < const,
y=1
et inégalité généralisée de Holder:

(3) le(?)

3 Dintérienr de tout arc g6, (le point ¢, étant situé sur ’are ic,), apparte-
nant & L. On admet que les paramétres a et u, fixés pour la classe donnée,
vérifient les inégalités 0 < a<1, 0<p<1, at+u<1l TUne propriété
fondamentale des fonctions de classe $h est exprimée par le théoréme
suivant, démontré par W. Pogorzelski [6]:

THEOREME AUXILIATRE FONDAMENTAL. 87 la fonction complexe f(t, T, s)
est définie dans la région ¢t e L, v e L, s « L (emcepté aux extrémités des arcs
e,6), i elle vérifie Vinégalité

(4) [1&, 7, 8)|[{s—a[s— eI < my,
e, en outre, une condition de Holder généralisée de la forme

(5) ]f(ty 7, 3)'—f(t17 T1y 81)[[[3_0:'[!81.—60'11a+#
< Ky[ls—s )"

—g(t)] [|t—6[t— e []"™ < const [t —1,]",

+lr—nl*+i—-ul"],

séparément sur les arcs 6,6, de Vemsemble L, 8, €580, T €0, b €i6s (0%
les constantes positives a, u et u, vérifient les inégalités 0 < u < uy; <1,
a=0, at+p<1 et myk; sont des constantes positives déterminées), alors
la fonction déterminée par Vintégrale singulitre aw sens de Cauchy

6) P, ) = fi%%i)ds,
L

vérifie, en tout point v e o,c, différent des emirémités Cyy Gy Dinégalité
m P, )|[r—Ellr— a1 < O my+ Oy,
et, en oulre, la condition de Holder

®) |, 1)~ (t,w)|[[r—allmn—a "
< (Cymy+ O kD[ JE—t, [ + ]|z —mlT,
ot 0, 0"y Oy, Cf sont des constantes positives, ne dépendant que de la forme

des ares ¢,6,, a; = 0 81 a > 0 6 a; est une constante positive arbitrairement
petite, si a =0,
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2. Transformation de Poincaré-Bertrand généralisée. Nous
démontrerons le théoréme suivant:

THEOREME. 8% la fonction complexe f(t, T, 8) est définie dans la région
tel, vel, seL (sauf aux extrémités des arcs c:,—cj), et si elle vérifie une
condition de Holder de la forme

(9) |7, 7,8)

(séparément sur les arcs de Vensemble L), et en outre @) e “, alors pour
tout point ¢ e L (t  ¢,), on Végalité

g [ [{broe@,
L L

Démonstratlon Supposons que le point ¢ soit situé 3 Pintérieur
d'un arc orienté ¢,¢, de Densemble . Pour démontrer l’existence des
intégrales

s = f ds

remarquons que la fonction f{t, 7, s)p(s) vérifie l’inéga]ité

—fltyy 7, 81)| < k,[}t——t,_]"—i—[r—‘rJ"—l—[S—-ﬁl“]

1, 7, 8)p(s) dr.

~ (1,1, H(t) +___{d§ (r—1)(s—7)

ft,zys ¢(8)dr’

T dv f@y7, s)pls)
I, = | — | =227 %)
A1) I, f ds =D (—1)

J T—1 . s$—7
z I

(12) 1157 8)e(8)|[Is—al[s—os]*] < const,
et une condition de Holder généralisée de la forme

(3)  |ft, 7, 9)9(8)—F(ts, m, s1) (8| [[s— sy — 6o
< Const[ [s— &, + [T~y -+ — 1]

En vertu du théoréme auxiliaire fondamental cité (cf. introduction),
nous concluons que la fonction

1,7, 990 4

(14) At 7)
-

87
L

existe et qu’elle vérifie les conditions

|4, 7)|[|z—¢||z—ev[]* < const,
—A(t, w)|[|r—olln—o "™ < const[ft—* +|v—n, "],

(15)

I-A (#,7)
ol 0 < 6 < 1. La fonction (14) vérifie alors des inégalités de 13 forme (4)
et (5); d’apreés le théoréme auxiliaire fondamental, nous concluons que
Vintégrale I, de la formule (11) existe. Pour étudier la seconde des inté-
grales (11), nous la décomposons de la fagon suivante
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et considérons la fonction

f(.tﬂy'g)dr.
7 —

an Bty s, ) = f"T
L

D’aprés un théoréme connu de Privaloff [4], la fonction B(f, s, u) vérifie
(dans un voisinage suffisamment petit du point intérieur ¢) la condition
de Holder |B(t, s,t)—B(t, s, )| < const|t—s|”, done lintégrale I, existe
an sens ordinaire, comme intégrale d’une fonction & faible singulatiré.

Pour démontrer le théordéme, remarquons que les intégrales itérées
(11) se décomposent en sommes de plusieurs intégrales itérées le long
de tous les couples des ares composants de ’ensemble L. Il y a lieu de
distinguer plusieurs cas, suivant la situation des points ¢, s, 7. Btudions
d’abord le cas le plus difficile ot les points d’intégration s et = sont situés
sur le méme arc e, & Lintérieur duquel est aussi situé le point fixé ¢;
posons done

(t, 7, 8)p(s) ds,

& (] _ #(t,7, 9)9(s)
CyCy’ CyCyt

(r=t)(s—7)

Cyey” €y

Pour un point ¢ fixé arbitrairement & lintérieur de l'arc fw, nous
considérons maintenant deux points intérieurs Ty et T, de larc qey tels
que le point ¢ soit & lintérienr de L'are TT,; notons

o) I'= fr—fl_’?if_———”’z’fi‘”“)ds, D’=ids

7,7,

ft,7, 8)pls)
J =067 dz
'

—
Ty T

Daprés la transformation de Poincaré-Bertrand classique, mnous
aurons
(20) I'=

—n2f(t, 1, )p(t)+D".

Nous démontrerons maintenant que I-—I' converge vers zéro, si
T,->¢, et Ty—¢,. Pour cela décomposons I .comme il suit:

e 1= [Eodaer [Toders [ThDac—nin+,
ol
(22) P, = [T g

0,0y

D’aprés le théoréme auxiliaire fondamental, nous concluons que la fone-
tion (22) vérifie une inégalité de la forme (15); par conséquent les inté-

icm®

Sur une généralisation de la transformation de Poincaré-Betrand

119

grales I, et I, concernent une fonction 4 faible singularité et elles véri-
fient des inégalités de la forme

|I;] < const J do,
Ty

do,
= |t— Ty |r—e,|®

s M| < const f——-—_—,
[

——
Taeyr

olt o, désigne labscisse curviligne du point z. Il en résulte que les inté-

gmle-i I, et I convergent vers zéro si Ty—c, et Ty—cy. Nous écrivons
ensuite

—r— [£&7 Fift,7) Ft,v)—Fy{,
@) Lol'= | Sopae | Sopes [ 200000,
. A TiTs oy
ou
(24) Fyt,7) = ff(t’:’s)"’(s)ds.
-7
9T,

Par conmséquent, nous aurons
: _p_ [ (17, 8)e)
5 L-r= [ 2 [HLne@,

.7, oT;

dz 1,7, 8)g(s)
+ )= fms—r ds = 6,+6,.
T, Te

Il suffit d’étudier I'intégrale 6, (celle de intégrale 8, est analogue).
Nous décomposons maintenant I'intégrale 6, de la fagon suivante:

P, v b "
@0) = [TlBgry [Thrg, (B0 _ gy a,

Tato

totg 10Ts
ol

27) P, ) = ff(t, :fiqo(s) i,
o

et 1y, to désignent deux points intérieurs de larc T, 7,, tels que le point % .
soit & l’intérieur de l’arc ﬁ
Pour v e T,t,, la fonction (27) vérifie ’inégalité
ul————da = const 2 do
(28) |F*t, 7)< 0011817[ a*(0,— o) h f (0, — o) (0, — 0)"
0 [}

const @ do const- o "
< 1—s a i T (a+e <1) )
(0:—0ay) *(0y— 0)

(0:— )
L] .

9*
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oll ¢ désigne Ia longueur de l’are variable 5,?, et oy, oy celles des ares ¢,z

et E,Tl Par conséquent lintégrale 6, converge vers zéro si T)—c,.
Pour étudier lintégrale o1, écrivons

F*i,7) F*t P, 7) =¥, 1) o
1 =T*(¢, tlog f .

(29) -
tuto .

Le premier sommande converge vers zéro si Ty—>¢,, d’aprés la propriété

évidente im F*(¢, 1) = 0 si T, —¢,. Pour le second sommande, nous aurons

d’aprés (27)

(30) o8 = f@*@%wd,= f%[ J‘WQ,(S)ds]
1,8, 8) @(s)
Jr e e

Nous en concluons ensuite que L'intégrale (30) vérifie l'inégalité

oyr
i

do
(31) |3f] < constal™®- f — T
lo—a
+const - sup l fft,(:,_____s_(_y;(_s) ds| < const - 017",
relkth ¢, Ty

par conséquent 8f converge vers zéro si T;-c,.

L'étude de Vintégrale ¢;”, plus facile, est analogue; nOUS aurons
Hmoy’ = 0 si T,—>¢, et T,—c,. Par conséquent, nous aurons la limitation
(32) HmI’'=1I =i et -

Nous démontrerons maintenant que D—D' converge vers zéro si
Ty—¢,, To—cy, ot D et D' sont déterminés par (18) et (19). Nous avons

T,—c, Ty—>cp .

33) D—D' = f%@(t,s)ds—}— .ffg_s—i[(l)(t,s)—di’(t,s)]ds
m T,T;
+ ‘;’f)t (t, §)ds = Dy + Dy+ Dy,
ou ‘
B, 5) = f(trs fftrs .,
. - ity 7, 8) 1t 7, )
vt = [T - f‘ﬁd

T MTs
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Nous ne démontrerons que I’égalité HmD, = 0 les égalités lim D,
=1lim Dy =0 étant plus faciles & établir. Nous avons

(35) B, 8)—P'(t, 5) = ff@ % 8) gy ‘ 1, fhrsy,
a7y z"v'
f(t T, 8) i, « 8)
bn e [Lnily,
&7, T,c,,:

Chacune de ces quatre intégrales vérifie une condition de Holder au
voisinage du point fixé ¢, nous pouvons done décomposer D,, la seconde
des intégrales (33), en une somme de quatre intégrales

| Dy = Di+ Dy + Dy’ + D™

correspondant aux quatre termes de la somme (35)." 11 suffit d’étudier
T'une d’elles: :
[J14524)
T—1

(36) p(s)ds
puisque I’étude des autres est identique. Nous écrivons

Dy =
2 s—t

T1T 2

(37) fq’(s) (i, 5)ds + f"’( Wi, 5)ds +
Tl[n tafn
+ [P v, s - at it a,,
ar
ol
(38) w1, ) f 1,7, )

¢, Ty

La fonction ¥(z,s) converge vers zéro si Ty —¢6,; par conséquent d; et da
convergent vers zéro s8i T,—¢, et T,—¢, comme intégrales d’une fonction
4 faible singularité. Nous décomposons maintenant Pintégrale d,

(s)ds (i, s)— P(t, 1)
G=¥0,y [LO8, [FGLI_FEY,

P
1oty

(39) (s)ds.

PN
toth

Le premier sommande converge vers zéro si I, —c,. La différence ¥(t, s) —
—¥(t,t) vérifie une condition de Holder de la forme

(40) const

[#(2, 8)— (s, t)}< oy - |s—t[f,
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par conséquent dy converge aussi vers zéro si T,--c,. Par ‘conséquent

limD'=D s

En rapprochant les résultats (20), (32) et (45), nous concluons que
I=—=2f(t, ¢, )et)+D.

On étudiers d’une fagon analogue les intégrales itérées étendues
aux couples d’arcs, ol l'une des variables d’intégration z,s au plus
appartient au méme arc que le point fixé {. Dans ces cas on constate
quwon peut changer l'ordre d’intégration dans les intégrales itérées.

En définitive on obtient I'égalité (10), c'est-a-dire la transformation
de Poincaré-Bertrand généralisée.

(41) T,—¢, et Ty—>cr.

(42)
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Probléeme de Cauchy pour un systéme parabolique

par J. WOLSKA-BOCHENEK (Warszawa)

1. Introduction. Soit un systéme de N >1 équations aux dé-
rivées partielles
Rk oo thin =1

A M "
1) Ty, ..., uy) = Al x F o 4y

2 Fn
152N 71" ... Oy

1<kt tha<M
+ > By

I<ISN

ak1+...+k,.u1

o
———r Coi( X, t)uj— —=10
Zm’f‘... awﬁ" - 2 X Dy .

1<i<N

(a=1,2,...,N) d’ordre M >2 & N fonctions inconnues u,(X,%), ...,
un(X,t). Le systéme (1) est parabolique, d’aprés la définition donnée
par Petrovsky (voir [1], [2]) donc le degré I des équations (1) est pair.
Les coefficients A¥F Bf*s (. sont des fonctions réelles, définies et
bornées dans tout Pespace euclidien B des variables réelles X (@, @s, ..., %n)
et dans D’intervalle fini 0 <t < T. Ces coefficients vérifient les conditions
de Holder suivantes:

2) | A¥En( X 4)— ABEn( X, 4)] < const[| XX [P+ [t —#[*], '
(3) | B4 X, 1) — B X, , t)| < const| XX, [*,
(4) | Cai( X, £) — Cui{ Xy, )] < comst| XX, [*

(a=1,2,..,n), ot h et &' sont des constantes positives, non supérieures
a T'unité; | X X,| désigne la distance euclidienne de deux points arbitraires
X et X, de lespace B, t et &, sont deux valeurs arbitrairés de I'inter-
valle (0, T).

Dans le travail [2] W. Pogorzelski a construit, sous les hypothéses
(2), (3), (4), une matrice, dite matrice des solutions fondamentales, dont
les éléments sont donnés par les formules:

() Tup(X,t; X,7) = Wei'(X, 8 ¥,7) +

+ ftfffi Wﬂ';(X, t; I1,8)D(I1, &3 Y, 7)allds,
v TEY y=1 -
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