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par conséquent dy converge aussi vers zéro si T,--c,. Par ‘conséquent

limD'=D s

En rapprochant les résultats (20), (32) et (45), nous concluons que
I=—=2f(t, ¢, )et)+D.

On étudiers d’une fagon analogue les intégrales itérées étendues
aux couples d’arcs, ol l'une des variables d’intégration z,s au plus
appartient au méme arc que le point fixé {. Dans ces cas on constate
quwon peut changer l'ordre d’intégration dans les intégrales itérées.

En définitive on obtient I'égalité (10), c'est-a-dire la transformation
de Poincaré-Bertrand généralisée.

(41) T,—¢, et Ty—>cr.

(42)
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Probléeme de Cauchy pour un systéme parabolique

par J. WOLSKA-BOCHENEK (Warszawa)

1. Introduction. Soit un systéme de N >1 équations aux dé-
rivées partielles
Rk oo thin =1

A M "
1) Ty, ..., uy) = Al x F o 4y

2 Fn
152N 71" ... Oy

1<kt tha<M
+ > By

I<ISN

ak1+...+k,.u1

o
———r Coi( X, t)uj— —=10
Zm’f‘... awﬁ" - 2 X Dy .

1<i<N

(a=1,2,...,N) d’ordre M >2 & N fonctions inconnues u,(X,%), ...,
un(X,t). Le systéme (1) est parabolique, d’aprés la définition donnée
par Petrovsky (voir [1], [2]) donc le degré I des équations (1) est pair.
Les coefficients A¥F Bf*s (. sont des fonctions réelles, définies et
bornées dans tout Pespace euclidien B des variables réelles X (@, @s, ..., %n)
et dans D’intervalle fini 0 <t < T. Ces coefficients vérifient les conditions
de Holder suivantes:

2) | A¥En( X 4)— ABEn( X, 4)] < const[| XX [P+ [t —#[*], '
(3) | B4 X, 1) — B X, , t)| < const| XX, [*,
(4) | Cai( X, £) — Cui{ Xy, )] < comst| XX, [*

(a=1,2,..,n), ot h et &' sont des constantes positives, non supérieures
a T'unité; | X X,| désigne la distance euclidienne de deux points arbitraires
X et X, de lespace B, t et &, sont deux valeurs arbitrairés de I'inter-
valle (0, T).

Dans le travail [2] W. Pogorzelski a construit, sous les hypothéses
(2), (3), (4), une matrice, dite matrice des solutions fondamentales, dont
les éléments sont donnés par les formules:

() Tup(X,t; X,7) = Wei'(X, 8 ¥,7) +

+ ftfffi Wﬂ';(X, t; I1,8)D(I1, &3 Y, 7)allds,
v TEY y=1 -
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ot X (@, Lay vy Tn)y ¥ (Y1) Yay -y Yn) oG devx points arbitraires diffé-
rents de lespace B et v <t — deux valeurs arbitraires dans l’intervalle
(0, 7). Les fonetions W,z sont les éléments d*une matrice, dite matrice

des quasi-solutions, données par les intégrales

7,8 Sjex i 2 (o —

(e, =1,2,...,N), étendues & tout l'espace euclidien EF des variables
réelles S(Sy, 8z, .-ep $n). Z désigne un point arbitraire de lespace H, ¢ une
valeur arbitraire dans lintervalle (0, T).

Les fonctions of, o8, ..., % (B=1,2, .., ) constituent, pour § fixé,
une solution du gystéme d’équations différentielles ordinaires

(6) Wa(X,5Y,7) yy)]dS

p Fatedhe=M
M Bl N A, Dl i), 2,8 )
1<j<N

(ot Z,¢, s, jouent le role de paramétres fixés), avec la condition initiale
V>0 81 T—=7.

Les fonctions @, des formules (5) sont, pour § fixé, une solution
du systéme d’équations intégrales de Volterra

B) PulX,t;Y,7)=PRWE (X, 6Y,7)] +

+f f [f 2 PO LWE(X, 4 1T, 0] B\, & ¥, v) AITdL

=1

dégigne une opération différentielle,

(a,p=1,2,..,N), ol (u) s (ug)
uy) par rapport aux variables

effectuée sur le systéme de fonctlons Ui(Uyy ery
(X, 1) et définie par les formules (1).

Dans le travail [3] W. Pogorzelski a établi quelgques théorémes gé-
néraux gur les intégrales analogues aux intégrales de Poisson-Weierstrass
et au potentiel de charge spatiale. Nous rappellerons ici ces théorémes
de W. Pogorzelgki, dont nous aurons besoin dans la seconde partie de
notre travail.

TetorkME 1. 8% les fonctions f(X), définies et conlinues dans tout
Vespace B, vérifient les inégalités

(9) [£(3)]

ol @, b sont des constantes positives données, Xo — un point fiwé de Uespace B,
alors les intégrales singuliéres

fff Zraﬁ(x 5 Y,0)/(Y)d

p=1

< aexp[b] X X[],

(10) Jo(X, 1)
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(@a=1,2, ..., N) sont absolument convergentes pour X ¢ B, 0 <t < T, elles
ont la propméte limite
(11) ﬁmJa(X7 1) =fo(X)

et admettent des dérivées spatiales @ordre m < M— 1, délermindes par les
intégrales absolument convergentes

N
12)  DRULX,0=[[[ Y DL, 4 T, 0f(T)aY
B =1
en tout point X de Pespace B, pour 0 <i< T.
En outre W. Pogorzelski a démontré [loc. cit.] que

(13) o BQUILX, 1),y e, Tn(X, 8] =0
en tout point X de I’espace E pour 0 <t < 7.
THEOREME 2. 8% les fonctions f,(X) satisfont auw hypothéses du thé-

oréme 1, les dérivées spatiales dordre m < M —1 des intégrales (10) vérifient
une condition de Lipschitz-Holder de la forme (0 <t<t, < T)

(13) [ DX, )] — DP [T X, 1)]]

const-exp[b| XX, ! —
< tfm[ l 0'] Hxxllﬂm_'_lt_tllﬂm(l m/ﬂl)]’

ot les constantes u,, et O, sont comprises & Vintérieur des infervalles

m
;<,um<1, 0<br<l, s mitn>=M,

(13")
m-+n

m< < n
n Hon M

M—m’

0< Oy < i mtn< M;

Vune de ces constantes peut &re choisie arbitrairement et Uautre est alors
déterminée par Pune des formules

tm—m - Mt

O, = ,

(13/1[)
1—m-M™ M

enfin on @ O, =18 m=0,1,..., M—2 e 6, =0, si m = M—1.

TrsorBME 3. 89 les fonctions o.(X,1), définies dans la région
[XeB; 0<t<T] e intégrables dans tout domaine borné et mesurable
dans Vespace B, vérifient les inégalités

(14) lod( X, 8)] < at™ exp[b] X X,|]
el une condition de Holder

(15) | 0a( X, 1) — 0u( X3, 1)] << const-£7* XX, e

— O (1_ﬁ),
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dans un domaine borné Q C H, ol @, by wy, h, sont d.es constantes positives
donmées (0 < gy <1, 0 <h,<1), alors le systéme dintégrales

t N
(16) VuZ, 0= [ [f] D TuX, 57, 7) 0¥, 1)a¥ dr,
0o E p=1

dit potentiel de charge spatiale de densité {gg}, vérifie le systéme suivant
@équations généralisées de Poisson

@) G V(X, 1), oy Vil X, )] = — 0l X, )

(a=1,2,.., N), en tout point intérieur X eQ pour 0 <t <T.

THfoREME 4. Ni les fonctions oo X, 1), définies dans la  région
[X eB, 0<t<T], sont bornées dans tout domaine bov:%é et imesm_‘able ]
vérifient los inégalités (14), le potentiel de charge spa,tlwzle, determmé.par
los formules (18), e ses dérivées Dordre m < M—1 vérifient une condition
de Hélder de la forme

A7) | DRIV, ] DEVo(Zs, )]l ,

< constt=" exp [b] XX ][ XX, ™ + [t — 1, [+ ]
O<t<t,<T), ot bp,=1, st m=0,1,..., M—2, 03 = Onr—1, 0,,., ot
tm, SOWE des constantes positives arbitraires, inférieures & Punité, comprises
dams les intervalles (13") et lides par les relations (13"').

2. Bnoneé du probléme de Cauchy. Soit un gystéme quasi-
Jlindaire de N >1 équations aux dérivées partielles d’ordre M =2 de
la, forme:

(18) PO () = F[X, t, (0), (D), (D), ..., (DY 7'4)]

(¢ =1,2,..,N), o Pon a. désigné par (u) le systéme de 'fonetions
(X, 1), ..y uy (X, 1) b par (DPu) la matrice de toutes les dérivées spa-
tiales d’ordre fixé f

a"u i
L = Diyu;

‘(19 —_—
(19) amflam'z‘“ ver Oy,

(B=1,2,.., M-1)
que l’on obtient en substituant pour les entiers non négatifs &y, b,y .. ,vk,.
toutes les valeurs telles que % +%,+...+%m = B eb pour j les valeurs
1,2,..., N. On a désigné par y le numéro conséeutif de la suite 1,2, ..., n
- guivant lagquelle on a ordonné toutes les combinaisons ki, ks, ..., Tn des
nombres entiers non négatifs dont la somme est égale & 8 (no = N).
Nous posons le probléme suivant: déterminer une suite de fonctions

= [y (X, 8), oo, un(X, 1]
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vérifiant le systéme (18) en tout point X ¢ B pour 0 <¢t< T et satis-
faisant & la condition initiale

(20) lg%a(X,t) =fX) (e=1,2,..
ol f(X) sont des fonctions données, définies dans tout I’espace B. Dans
le travail [3] W. Pogorzelski a posé et résolu ce probléme en appliquant
la méthode topologique de J. Schauder.

Dans ce travail nous nous proposons de résoudre ce probléme de
Cauchy en appliquant la méthode des approximations successives, sous
les hypothéses suivantes:

I. Désignons par (v#) la matrice des éléments réels of, & deux indices
j=1,2,..,N, y=1,2,..,m, B étant un nombre fixé dans la suite
0,1,2,.., M—1. Désignons ensuite par R, l'ensemble de toutes les
matrices (vf) & éléments réels of,, ol § est fixé. R, désigne I’ensemble
de toutes les suites (v°) de nombres réels v, vy, ..., Oy.

Nous supposons que les fonctions réelles

(21) Fo[X, 1, (0°), (o), ..., (0]

sont définies et continues dans la région

(22) XeE, 0<t<T,
(W¥)eRy (f=0,1,.., M-1)

et qu'elles vérifient 1'inégalité

£=0,1,..., M1

(23) |Fu[X,1, (00), .., 0] <mp D |0, +mpexp(b|XX,))
I=1L,u..,.N
P=1up

et une condition de Lipschitz-Hélder:

(24)  |Fo[X, 8y (00, wey (WM)]=F [ X', 8, (o), ...y (0M1)]]
p=0,1,...,M~—1
<kr[ ZN |08, — |+ oxp (B XX,) | XX (|XXy) > | XK, 5
F=1,00s.
y=L,...,0p

()" désigne la matrice des éléments v; mp, mi, kg, hy sont des con-
stantes positives données. On admet 1'identité des symboles:
=1 (m=1).

II. Les fonctions données f(X) sont continues, définies dans tout
D’espace B et vérifient D'inégalité:

(25) |fo(X)] < aexp (b| X X,)),

a et b étant deux constantes positives, X, — un point fixé.
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3. Résolution du- probléme. Nous allons chercher la solution
du probléme proposé sous forme d’un systéme de sommes (¢ =1, 2, ..., N)

N
26) (X, 1) =] Ef ] %’rﬁ(x, 4 Y, 0)f{(¥)aY ~

_ffff ZN‘]"M-(X,t;Y,r)Fj[Y,‘r, (u), (D% ), ..., (D¥ "w)]d¥ dv
1} B j=1

d’intégrales de Poisson-Weierstrass généralisées et de composantes d'un
potentiel de charge spatiale, relativement au gystéme (1). Pour régoudre
le systéme d’équations intégro-différentielles (26), considérons le gystéme
suivant d’équations intégrales:

N
1) (X, )= fEff ggfz[ruj(X, 4 Y, 0)1f(Y)dY —

i N
-1 [fJ Z(lgf’x[n,xx, t X, 1E LY, 7, (00), (@), .oy (WM )]dY do
0 E j=1 ¥

(@=1,.00, N3 f=0,1, 0, M—15 7 =1,2, 0, np), 0 DLLs] = Ty Les
¥2

intégrales qui figurent dans ces équations ne sont pas bornées si t—>0
et | XX,|—>oc0.
Formons une suite infinie de systémes de fonctions réelles continues

(0} 1) (»)
(28) (X, 1), DA, 8)y oy V(X 1), e

(a=1,2,..,N; §=0,1,..,M~1; y=1,2,..,n,) définies dans la
région [X ¢ B, 0 <t < T] par les relations de récurrence

@+1) N
(20) (X0 = [[[ X DEITAX, Y, 01/,(¥)4¥ —
E  j=1

(»)

i N (v)
[ J] 3 DALTE, 4 T, NELT, 7, (6, <., 6 ]a T i,
o ET iAW

©
ot les fonctions continues arbitraires v5,(X,t) satisfont aux inégalités

o, const-exp[b| X X,[]

(30) |95, 1) < t”

Nous allons d’abord montrer qu’il est possible de former les suites (29).
() .
Supposons, en effet, que les fonctions v5,(X,t) vérifient la condition '

(31) sup [ exp (—b| XX ) B (X, 1)| <o

1€ (0,T)
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(o étant une constante positive arbitraire), et cherchons wne condition
(»+1)
pour que les fonctions +f,(X,1) satisfassent & Dinégalité (31).
La premiére des intégrales (29) a un sens, d’aprés le théoréme
cité 1, et elle admet la limitation suivante: :

N
(32) UEff ;gﬁfﬂf@,t; Y, 01f{(Y)dY | < P-t™ exp(b| XX,)),

.ol P est une constante positive. Pour évaluer la seconde des intégrales (29)

t N .

@ ®)

o= f JI 12 DR[LoX, 65 Y, BT, 7, (), .o, (0* )Y dr,
=1

remarquons d’abord que, d’aprés I’hypothése (23) et l'inégalité (31), les

fonctions F; satisfont aux inégalités:

() ¢
(33) |F;[X,7, (50)7 ey ((U)M’l)][ <mpQNgr=#-exp (b| Y.X,|)+mpexp (b| T X,|)

(j=1,2,..,XN), ol 'on a posé
(34)

Il en résulte que l'intégrale I(X,t) a un sens et qu'elle est absolument
convergente. Pour en trouver une limitation, nous nous appuyerons sur
les inégalités relatives & la matrice des solutions fondamentales et leurs
dérivées spatiales d’ordre m < M—1, démontrées par W. Pogorzelski
dans le travail [3], ¢’est-a-dire les inégalités: si | X¥| < gy, on a

4 1

(35) N
_.c)# ]XYIm-(-n—Mp'

[ DY [T(X, 1, X, 7)]| < T

o XY, 0<v<t<T, eb p est une constante arbitrairement fizée

& Dintérienr de lintervalle (0, (m+n)/M) si m+n < M, et & lintérienr

de Vintervalle (0,1) si m+n > M); et, 8i |[XY|> g, on &

(36) | DPT(X, 4 Y, v)]] < O)t—r[exp[—Fk| X Y],

ou 0, k, 4y, 0, sont des constantes positives; en outre, on suppose

que les ‘constantes positives %, gy, # peuvent étre arbitrairement fixées

et que l'on a posé
: ' DRIyl =Ty.
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Alors, d’aprés (35), (36) et (33), nous aurons (K,, désignant. la sphére
de rayon g):

67 I, 1)
t
< NC"S[ .E.u(t‘iy-;)“'L;[

LNO f (_t:;"i ar Ef_ i { [sz\ngexpcbIYXol)+

mp NQoexp (8] T Xy)) + mp TexpB|Y X)) 5
]XY!IH-n—M#’

+mjp T exp (b| Y X,|)]exp (—k| X X|)dY

Nous concluons enfin, d’aprés les inégalités (32), (37) et les inégalités
admises (31), que les fonctions (29) vérifient une inégalité de la forme:
(p+1)

(38) | VX, )| <t *exp[b|XX,[1- [Pimp o+ Pymy+ Pol 5

P, et P, étant des constantes positives détermindes, indépendantes des
(o+1) )

fonctions F;. Il en résulte que les fonctions #,(X, t) satisfont & une iné-

galité analogue & celle que vérifient les fonctions arbitrairement choisies

i
A D). oo

Tl en résulte de méme que les fonctions ©5,(X, ¢) satisferont & 1'iné-
galité (31), si les constantes du probléme vérifient la condition

(39) Pyompo+ Pymp+ Py < o

En supposant que la valeur de la constante mp est suffisamment petite,
notamment

(4’0) leF<1 )

nous pouvons toujours choisir la constante arbitraire o assez grande
pour que.linégalité. (39) soit- vérifie,: quelles: que-soient les-constantes
du probléme P, P,, Py, mz, mp.

Les suites des fonctions successives (28) sont done définjes. Nous
allons maintenant montrer que les suites (28) sont convergentes et que
les fonctions limites donnent la solution du probléme de Cauchy proposé.
Nous avons, en effet, d’aprés (29)

(p+1)

(41) 'va,,(X t)— 'v,,,,(X t)

~—ffff2’

E j=1 O

) )
ST, 4 X, DY, 7, (1), oy (07—

(p=1)

(p=1)
—Fi[Y,7, @), .., 0" )Y dr.
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D’aprés ’hypothése (24) et les inégalités (35) et (36), nous aurons
(p) (p—l)
12) | AE, )= (X, ) of g 1% &l
w2) | o R fff e Yt

f(t—'r ffkoexp( WXY)) 2]% hava

(j=1,2,..,N; y—l,d,...,N, ﬁ=0,1,...,M——1).
En posant
(p-—l
(43) 0, = max sup [r“e""yx“‘] 1; Xy 7)— 5T, 7)|]
apy YeE
rE(O,T)

nous obtenons l'inégalité:

(p+1)

(44) | (X, 0~ X, )]

< N20Qexp (b] X Xo|) ki by f

fff XY[H"—M“I +

’ (t_w)m
+N2C'Qexp (b| X X(|) bpdy | ~——dr exp(—k| XY |)dY

i

Les intégrales dans V’inégalité (44) étant bornées, nous obtenons enfin:

(o-+1) (»)
(45) | ol X, 1) — e X, )] < QN1 "exp (b| X Xo|) kr0,(P, O+ P, C),

ot P, et P, sont des constantes positives, indépendantes des fonetions F;.
Il en résult;e Pinégalité suivante:

(48) - Spi1 < QN%p(P, 0+ P, 0)8,

Par conséqnent la série f dp sera convergente si les constantes du
probleme satisfont & l’inég;iité:

(47) QNp(P, 0+ P,0) < 1,

done si le coefficient de Holder kp est suffisamment petit. Nous en dé-
duisons, d’aprés Pinégalité (43), que les séries

& () (p-—ﬂl)

texp(—b|XXy|) )| oy — vl
p=1

LN B=0,1,..,

(48)

(a=1,2 M-1; y=1,2,..,n)
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seront convergentes sous, la condition (47). Il en résulte que les  suites
des approximations successives .

(@)
(49) texp (—b| X X,|) {3 X, £)}
sont uniformément convergentes. Nous en concluons que les suites fone-

(p)
tionnelles {v%,(X, )} tendent vers les fonctions limites
) ‘ @
(80) E (X, 1) =lml(X,1) (XeEB, 0<i<T).
psoo .

Cette convergence est uniforme dans tout domaine borné 2 C F et pour
Iintervalle de temps (%, '), ol {, est un nombre positif arbitrairement fixé.
Les fomctions limites (50) donnent la solution du systéme (27) en
tout point X de l’espace B, pour 0 <t < T.
D’aprés les propriétés des intégrales figurant dans les équations (27),
étudiées par W. Pogorzelski dans le travail [2], nous pouvons constater
que les fonctions limites (30) ont la propriété suivante:

(31) %l X, 1) =£§X[’02(X» . B=1,2,.., M-1)

en tout point X ¢ B pour 0 <t < T. Done les fonctions trouvées:
G2y . 0(X 1), (X, 1), .y WX, 8)

forment une solution du systéme d’équations intégro-différentielles (26).
Nous allons montrer -que le-systéme de fonctions (52) fournit en méme
temps la solution du probléme proposé.

D’aprés les théorémes 2 et 4, cités plus haut, sur les intégrales ana-
logues aux intégrales de Poisson-Weierstrass et au potentiel de charge
spatiale, nous pouvons constater, en utilisant les relations (27), que les
fonstions vf,(X,t) satisfont & la condition de Holder suivante:

[95,(X, 1) — 05Xy, §) < const-t“exp (b| X X,|)| XX, [ .
Il en résulte, en tenant compte de I’hypothése (24), que les fonctions
F,[Y,z, (@), .., (»4-1)] vérifient une condition de Holder de la forme:
| L X, 7y (00), oy (WM 1)]—Fo[ Xy, 7, (00, ..., (vM-1)"]|
< const - kpexp (b| Y X)) [v™¥ Y X, +| ¥ X, ]
< const - 7 *exp (0| Y X, )| T X[,
ott ¥ =min(6, hy). Par conséquent, en §'appuayant sur le théordme 3
cité plus haut, nous pouvons conclure qué les fonctions (52), qui satisfont

au systéme d’équations intégro-différentielles (26), vérifient le systéme
parabolique donné (18) en tout point X de lespace B pour 0 <t < 7.

@ ©
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Enfin, nous allons démontrer que les fonctions (52) vérifient la con-
dition initiale
(53) ltingwg(X, B =1(X) (e¢=1,2,..,N)

En effet, la premitre des intégrales (26) a pour limite la fonction f,(X)
si t—0 (théoréme 1 cité plus haut). La seconde, désignée par I(z, 1),
vérifie, d’aprés les limitations (33), (35) et (36), une inégalité de la forme:

g ¢
|I| < const f -—ﬁ,— -+ const f (t_—r_)"‘_dz
¢ (=2 J T
Or, u étant fixé, on peut toujours choisir les constantes u’ et g de fagon
que l'on ait:
wtpu—1<0, —put+pmp+1>0.
La premiére des inégalités précédentes sera vérifiée si lar constante u’
est suffisamment petite, la seconde le sera pour chaque u,> 0. Done,
Tintégrale I tend vers zéro si t—0 et la propriété (53) est ainsi établie.

Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant:

TEEOREME. Si les fonctions F,[X,t, (v°), (1), ..., (WM~1)], définies et
continues dams la région (22), vérifient les conditions (23) et (24), si les
fonctions fi(X), définies et continues dans Vespace B, vérifient la condi-
tion (25) et si les constanies du probléme my €t kp sont suffisamment petites
pour que les imégalités (40) ef (47) soient satisfaites, il ewiste un sysiéme
de fonctions

wF (X, 1), oy uR(X, 1)
qui vérifie le systéme parabolique donné (18) en tout point X de Despace E
pour 0 <t <T, et lo condition initiale -

hmua(Xy 1) = f(X) .
0 :
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