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Sur une fonction extrémale liée a 1’écart arithmétique
d’un ensemble

par B. SzAFIRSKI (Krakéw)

Introduction. Dans le présent travail je me propose de résoudre un
probléeme de M. F. Leja, relatif & I’existence et aux applications de certaines
fonctions extrémales liées aux ensembles fermés et bornés de lespace
euclidien R™ & m dimensions.

Si BECR™ est un ensemble fermé et borné et si ¢ = {g, ..., g}
est le mfme systéme extrémal de points de B, c’est-a-dire un systéme de
points tels que

Z |wi— @]

2MCE 1gick<n

Z |¢i— | = sup

I<i<ksn

olt 4™ = {, ..., %y} désignent un systéme quelconque de m points de
Pensemble F, alors la suite de fonctions

n
1 7
D) = ;Z le—q|, n=1,2,..,

=1

converge en tout point de l'espace E™. Dans la prgmiére partie je donne
la démongstration de ce théoréme, ainsi que certaines propriétés de la
fonetion extrémale ainsi obtenues.

La seconde partie est consacrée & une généralisation naturelle des
notions et des théorémes de la premiére partie.

Premiére partie

1. Soit F un ensemble borné et fermé de points de T’espace eucli-
dien R™ & m dimensions, et |p— g| la distance des points p et g. Désignons
par p® un systéme de n points quelconques p,, ..., ps de H, par A (p®)
les sommes
(1) Apw) = > |p—pil

1<I<k<sn


GUEST


198 B. Szafirski

et soit A.(E) la borne supérienre de A(p™), lorsque les points du sy-
stéme p®™ varient arbitrairement dans E. D’autre part, soit

2) g™ = {1, s o}

un systéme de points de B pour lequel

(3) A(g™) = Au(B) = sup A(pm) .
o ' pMCE

Tes points du systéme (2) remplissant les conditions (3) sont dits points
eatrémang de rang n de L.

La somme A(¢g®) a n(n—1)/2 termes. On démontre [1] que la
moyenne arithmétique

2
- —Y O} n=1,2,..
nn—1) (g , y

converge vers une limite non négative

lim A (¢ = a(B)

nmsoo 1 (1)
dite beart arithmétique de Vensemble L.
Formons maintenant les fonctions

n
1
Bufar) = 7}_4 o—gil, n=1,2,..
i=

correspondant an systéme extrémal (2), ol # désigne un point quelconque
de B™. Le but de la I"™ partie de cette note est de démontrer l'existence
de la limite

N—00

ot d’étudier certaines propriétés de la fonction P(x).

2. Désignons par M = M(E) la classe de toutes les répartitions non
négatives o = o(4) de la masse unité sur Pensemble H, cest-i-dive la
classe de toutes les fonctions d’ensemble additives o(4) non négatives
sur tout ensemble borelien 4 C R™ ot telles que o(H) = 1, o(R™—E) = 0.
Dans la suite nous allons nous occuper de certaines répartitions pavti-
culigres de la masse unité sur B

Désignons, pour chaque ensemble borélien 4, par ua(4) la fonetion
d’ensemble égale 4 0 lorsque 4 ne contient aucun des points (2) et & k/n
lorsqu’il en contient %. Il est clair que, quel que soit A C H, on & 0 =< ua(4)
< 1, done les fonetions ua(d), m =1, 2, ..., sont complétement additives,
non négatives et uniformément bornées. Elles appartiennent & la classe M.
D’aprés un théoréme de De la Vallée Poussin [2], de chaque suite illimitée
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de fonctions additives uniformément bornées on peut extraire une suite
partielle convergente. Soit {us} une suite partielle de la suite {u,} tendant
vers une limite et posons

lim :“"v(A) =u(d)=p.
P00

Nous allons démontrer le lemme suivant.
LEmME 1.

= [ [|a—ylduap = swp [ [ |o—y|dodo.
BB wedl jp

Démonstration. Remarquons que

2 2 Wl 9 Y
'-I-L()l,—l)A(qm))=‘H=(”)b——-1) 2./ |2 — | = nm—1) > |¢:— gzl

1<i<ksn 1<1<k<n
n n
1 N g
= 2 L\J la:— i ::ﬂ @ —y| dpndun .
=1 k=1 EE

En faisant tendre # vers I'infini par les valeurs s, n,, ... nous obtenons

2
Lim wn—q 4™ = f]m—"/]dﬂdﬂ
LE

Je vais prouver que
(4) fj |—y|dpdu = sup ff}m—y]doda.
EE oM g
Soit p™ un systéme de n points quelconques de E. D’aprés (3) on a
() Agm = Y p-pil.

I<i<k<n

Tixons arbitrairement les points p,, Ps, ..., pu sur B et partageons B
en s ensembles boréliens 4, ..., 4,. Supposons tout d’abord que p, e 4,
et multiplions I'inégalité (5) pal a(4;). Supposons ensuite que 9, € 4,
et multiplions I'inégalité (5) par o(d,). Supposons enfin que p, appartienne
& 1’ensemble 4,, multiplions ’inégalité (5) par a(Ag) et formons la somme

des s inégalités ainsi obtenues II est clair que 2 (4;) = 1. Lorsque s

tend vers linfini et le diamétre de tous les ensembleg Ay, oy 45 tend
vers zéro, on obtient I’indgalité

(6) Agn) = Y [Ipi—aldo+ D |pi—ml.
i=1 K I<I<k<n
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Fixons maintenant les points ps, Pa, ..., Pn €t supposons que le point p,

appartienne sucecessivement & 4, .. . Multiplions Iinégalité (6) par
o(4,) lorsque p,e Ay, par o(d,) lorsque Py € dy,y ..., et enfin par o(4)
lorsque p, e 4; et formons la somme des s inégalités ainsi obtenues. Tn
passant & la limite lorsque s—oco et en faisant tendre le diamétre de tous
ensembles 4, ..., 4, vers zéro, on obtient P'inégalité

E |7’7""pkl .

<i<k

(7) A(gm) = ff]w—uklarla-l— Z f]p,—m[(ch—

Précedant ainsi de proche en proche on obtient enfin

A(gm) = 12.(."_;_11 ff le—yldodo .
“ kE

T1 suffit de diviser les deux membres de cette inégalité par ( ;) ot de faire
tendre n vers linfini pour en obtenir I’égalité (4).

8. Levme 2. Si v(4) est une répartition d’une masse quelcongue sur 1,
telle que »(B) = 0, u+ev >0 pour tout &<[0,1], alors

H]:(»—g/\(ly(lv <0
EE
Démonstration. La fonetion u-ev appartient & . Done
a(B) = ff|m—;1/[(l(/~a—|-£w)(l(/¢ )
EE
= ff|w~jj{fl;blly+52 fflm—y\dwlvﬂ—?a ff[m—g/[(l;ulv
2K EE EB
E)+¢ ff]m——y[clvd-v—l—?e f{lm—?/[d/ulv.
EE BE
11 en résulte pour ¢ (0 e <

( fﬂm y[d,u(lv—{—affim-—-?”l?wlv) <0,

< 1) quelconque

c'est-a-dire
[[1e—ylapir <0
KE

Lemume 3. La répartition u(d) est unigue.
Démonstration. Sinon, il existerait deux vépartitions % pe
telles gue

sup fflw~?/|d"d“= [[lo—ylapmdu, = [ [ |o—y|dudg.
oe M BE EE LE

icm®

Sur une fonction ewtrémale 201
Formons la différence v = u;—u,. D’aprés le lemme 2, on a

ff[;:c—;l/l(lyldv <0
EE

Mais
= Fif[aﬁﬁyldyldﬂl
= ff|w——?/ld,uzdﬂz+ff[m—-—y[dwlv-{-gfflm_yldﬂzdv
s [0t sl

d’olt =B

ff]m o] dvdy ———‘7ff|m Y| Qpaly <

EE
La conclusion du lemme 3 résulte du lemme suivant [3]: Soit » une répar-
tition d'une masse queleonque sur FE, remplissant les conditions:

Efdv=0, é&flw—

y|dvdy <0;
alors » = 0.

4. La fonetion @Pu(2) = 1 Z |#— ¢;| peut &tre représentée par P'intégrale

Dofw) = [ |o—yldpn.
E

Soit n = ny, Ny, ...; alors

Ilimcﬁnk(w) = f]m—y]d,u =&(x).
fi—r00 E

D’aprés le lemme 3, il en résulte lexistence de la limite

UmPy(2) = ®(2) ,
n—>o0
dite fonction extrémale de U'ensemble T,

Désignons par F, le noyau de la masse relatif & la répartition u,
c’est-a-dire 1’ensemble de tous les points de E dont chaque entourage
contient une masse non nulle. L’ensemble F, est évidemment fermé.

THEORRME 1. En fout point de B, la fonction ®(x) est constante et
égale & a(B), et en tout point de E on o D(x) < a(B).

Démonstration. Nous allons prouver que, quels que soient @, e &,
et « ¢ E, on a l'inégalité &(z) < D(z,). En effet, il n’en était pas ainsi,
il existerait deux points x; ¢ B, et @, ¢ I tels que $(m,) > D (w). Désignons
par K(a;, o) la boule centrée en =, et de rayon ¢ suffissmment petit pour
que lon ait @, € K (2, o) et que loscillation de la fonction &(») dans
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K(z,, ) soit infériemre oun égale & 1(®(w)—P(w,)). Comme a; ey,
m = p(K (2, 0)) > 0. Définissons maintenant, pour tout ensemble borélien
A C E, une nouvelle répartition de la masse dans ¥ par la formule suivante:

(8) y(d4) = 'm,éxg(A)—,u(A ~ K (2, 9)) y
oit
) 1 lorsque @,¢d,
8a(4) —{ 0 Jorsque a@,ed.

La fonction (8) satisfait aux conditions du lemme 2, done

[ [ |w—ylauir < 0.
&R
Dautre part on a

[ o —y| dud :f[flm—yldﬂ] b= [B@)dy = P(@)m— | D(@)du
BE B E B

7 K(z1,0
> @ () m—[D (@) + §{ P () — P ()| m
= 3(D (@) —P(2))m >0,

ce qui est en contradiction avec le lemume 2. En tout point de By la fonetion
@(2) est égale & une constante C, et en tout point de B on a P(x) < 0.
Nous trouvons ons enfin la valew de la constante C:

a(B) = ff\m—‘!/]dud,u = f@(m)dy =( f(l/,& =(
b7 B i

et le théoréme 1 est ainsi démontré.

Le laplacien de la fonction |z—y|, envisagée comme fonetion de la
variable @, s’exprime dans lespace R™ par la formule
m—1
le—y[”
11 ’ensuit que la fonction |z—y| de la variable  ainsi que la fonction P ()
sont strictement sousharmoniques dans R™. Il en résulte que le noyau F,

est situd sur la frontidre de Pensemble H. BEn effet, si un point w, situé
& Dintérieur de J, appartenait & H,, on aurait

Alg—y| =

1ol )
D(my) < Z.L'rc——éi j f D(2)do =< alB),
Seg,0)
ol §(m, o) désigne la sphéve C B, do Iélément de surface. Done
D(wy) < a(E),

en contradiction avec le théoréme 1.

e ©
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5. Maintenant nous allons caleuler les fonetions extrémales pour
quelgues ensembles particuliers. )

a) Segment. Les points extrémaux du segment (p, ¢) sont gitués sur
ses extrémités. Pour n pair, /2 de ces points sont identiques & p et les
autres sont identiques & ¢. Pour m impair, 'un de ces points peut é&tre
choisi arbitrairement sur le segment (p, g). Il en résulte que la fonction
extrémale du segment (p, ¢) s’exprime par la formule

D (x) =3 (jlo—p|+ly—ql) -

D) Cercle. Désignons par K le cercle unité et par 0 la circonférence.
Comme les points du systéme extrémal ¢ somt, pour chaque n =2,
les sommets d’un polygone régulier inserit, mous obtenons pour |z[<1
la formule

o) = [le—clap == [ le—e"lap =5 [ [1-2"ap
c [} 0

- 51; “f ’ Lé; (i) (— 36" do
- TS0 S el

n
d’o11, puisque f eiedp = 0, on obtient
[}

B(e) = S(i)zlz]ﬂ”.

n=0

En considérant la formule |¢—eie| = |z||1—¢i9z| on obtient d'une fagon

analogue, pour |z| > 1,
o =14 D))

Remarquons en passant que lécart arithmétique du cercle unité
&tant égal & 4/ ([1], p. 52), le. théoréme 1 permet d’obtenir la somme
od
de la série ) (%)z=é.
n=0 \" T .
¢) Boule. Soit ¥ Ia boule unité et S la spheére unité dans F*. Comme
la répartition de la masse unité définie par la répartition des points ex-
trémaux sur V est homogéne sur 8, il s'ensuit que P(z) s’exprime par la

formule
. 1
o) = o [ [ lo—ylde,
S

2n

1
2
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olt do désigne ’élément de surface. Par un changement de variables on
obtient:

Q(m),:i; j J {1+ [0 (@)1 — 20(x) cos 9 2sind dddyp
01 0
=3 _[ {4+ [e@F— 20028 = o(0) + 3=
ol g(z) désigne la distance du point # au centre §. En tout point ze 8

on &
D(w) = 1.

Deuxidme partie

Nous nous occuperons maintenant de certaines généralisations natu-
relles des motions introduites dans la partie précédente et de leurs applica-
tions aux équations diftérentielles aux dérivées partielles du second ordre.

1. Soit F un ensemble borné et fermé de points de l'espace eucli-
dien R™ &4 m dimensions, f(#) une fonetion réelle, non négative, définie
et continue dans B, o(z,y)=|e—y[*+7{@)+f(y) (a> 0). Désignons
par 2 un systéme de » points quelconques o, ..., @, de B, par A (z®, o)
les sommes

() Algm, )= D' wla, @)
1<i<k<n

et soit An(F, w) la borne supérieure de A (2™, w), lorsque les points du
systéme 2 varient arbitrairement dans H. D’autre part, soit

(10) Y = {yy, oo, Yn}
un systéme de points de E pour lequel
(11) Ay, w) = sup A (2™, o).
altl e B
Les points du systéme (10) rempligsant les conditions (11) sont dits

points extrémaus de rang n de B par rapport & la fonction w. On démontre [1]
que la moyenne arithmétique

2 .
W:—l—)A(g/("), w), n=1,2,..

converge vers une limite non négative

. 2
}pl_’nolomfi(y(”), w)=a(l, v),

&ité éoart arithmétique de Vensemble B par rapport & la fonction w.

e © :
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2. La position des points extrémaux (10) sur E dépend de = et de w.
Désignons par 4 un ensemble borélien quelconque de points de R™; soit
un = pu(4) la fonction d’ensemble égale & 0 lorsque 4 ne contient aunecun
des points (10) et & k/n lorsquw’il en contient k. Soit {us,} une suite par-
tielle de la suite {u.} tendant vers une limite et posons

T i = () = .
En appliquant la méthode de la démonstration du lemme 1, on peut
prouver le lemme suivant.
LeMME 1'. Quelle que soit la répartition o(4) = o de la masse unité
sur B, on a Végalité
all, o) = “ |w—y]“cl,mlu+2ff(m)d# = sup [ff]w-—y]“duda-i—‘zff(w)(la].
BB B o CEE b

Soit Hy le noyau de la masse relatif a la répartition p. Nous allons
prouver le théoréme suivant.
THEOREME 2. En tout point de H; la fonction

D) = [|lo—ylau+i)
E

est égale & une constante y, et en tout point de E— By on a

D(x) <y,
y = [[lo—yldudp+ [ f@)au.

Démonstration. Désignons par »(4) la répartition de la masse
sur E telle que »(B) =0, p+e >0 pour tout £e[0,1]. Il en résulte,
d’aprés le lemme 1, que

(B, 0) > [[lo—yldp+eodlp+o+2 [1@)auten)
EE B

= q(B, w)+ e _“T]m—yl“dvdv—i-% ff(m)varQe ff]m——yl“d,udzv
EE i EE
= a(l, w)+ e ff|av——y]“(lwlv+2a[ff]m——y]“dydv—{» ff(m) dv] .
ER EE E
On a done
12) [o@a <o.
i

Supposons qu’il existe deux points x, € By et x, ¢ E tels que D(x,)
> @(x,). Alors, de méme que dans la démonstration du théoréme 1, on
obtient 1'inégalité
[[lo—ylradpar+ [j@yar>o0,

b

EE
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qui est en contradiction avee (12). Pour terminer la démonstration il
suffit de prendre 'intégrale de la fonction Q(w)

[o@an=y= [[le—ylduiu+ [f@)au.
Ef EE B
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Series containing the Hurwitz function
by O. M. Foumnko (Krasnodar, USSR)

Notations. We shall denote by (s, a) the Hurwitz funetion which
for o> 1, where ¢ = Res, is defined by the series

-3

1
.{}(.s},a,)--=Z:(n+a)8 0

n=0

1

<a<l).

The Lerch function is defined by the series

. 901 g2mizn
¢(@,b,s) =24 my

n=0

where o> 1, and b is a real constant different from 0 or a negative in-
teger. Further, let o denote a fixed value equal to 1 or —1, and let
i

) 1 ) :
ﬁ(s,a,%):Z(n_‘_a)g (6=0,1,2,..,
n=0

d(s,a,—1)=0.

In the pl“esent note we shall deal with two series which contain the
Hurwitz function: the formula

1

3) (a—3(w—1)+i) 7 (s—1)

"9(8: a)"‘ﬁ(s’ @, 7:)‘

== ot SEEDLED ga4j 41, 006441, 0, it
=0

(t=10,1,2,..)
holds for all values of s. The proof of this formula consists of considering

two particular cases o =1 and o= —1. Let for instance « = 1. We
shall rewrite the right-hand side of (3) in the following way:
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