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TaEOREM V. (a) If {ea}, {e:} are positive sequences such that e, 0,

00 0
Y anen converges, then 3 (—1)""*(ay+ ... +an)en converges.
=l n=1

(b) If {bn} is another positive

— byt b

im e

n-»rglo%'f‘---‘i'“n

then Y (— 1" (b ... - bu) & also
=l

Proof. (a) follows from Lemma 3 with Uy = (~1)"7 (ay -+ ... + ).

sequence such that
< 00,

converges.

00
(b) follows from (a) since  buey is convergent by Lemma 8 agaiu.
n-1

Theorem V gives rise to the following result, proved by Th. Ka-
luza ([2], Satz 23) by a different method in the particular case A = .
COROLLARY. If B> 0 and {f(n)nf} is ultimately positive monotonic
decreasing, or equivalently {f(n)} is positive quasi-monotonic decreasing,

ed
and if D, f(n) is convergent, {dn} is a sequence of positive integers monotonic

=1
00
increasing and unbounded, then D (—1)" " nf(dn) Is convergent.
n=}

Proof. Recalling Remark 1 at the end of § 2, we have only to choose,
in Theorem V ag modified by that remark,

BB i =y,
0 it nosE Ay

This choice is justitied since, arguing as we did with (11), we find that (13)
holds for the above {b,} as well as for the {b,} in (11).

&n =z%’§z, =P, ba ={
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Perturbations non linéaires qui n’augmentent
pas la croissance maximale des intégrales

par Z. SzuyDT (Krakow)

1. Envisageons le systdme d’équations différentielles linéaires, écrit
sous la forme vectorielle

dow
(1) =AM,
et le systéme perturbé
d
@) Y= AWy+it,y) -
dt

On suppose que A (t) est une matrice carrée dont les éléments ag(t)
sont des fonctions de f, continues pour i > 0.
Soit X () la matrice vérifiant les conditions
ax

e _4mx,

- X(0)=TI

(I matrice unité) .

Nous I’appellerons matrice fondamentale du systéme (1).
Soient ||z} et || X} les normes du vecteur @ = (@, ..., @) o de la ma-
trice X = (), données respectivement par les formules

M=$Mhﬂﬂ=gmw

Dans cette note nous allons considérer le probléme suivant.
ProRLEME Q. Correspond-il & chaque intégrale y(t) du systéme (2) au
moins ume intégrale x(t) du systéme (1) telle que

(3) y() = o (t) +o (IX (B)f) ¢

Dans le cag ol le probldme Q admet une réponse affirmative, chaque
intégrale y(¢) du systéme (2) vérifie la relation (%)

(4) y(® =o(X @), -

(1) Cette relation a été étudiée dans [2]. Nous reviendrons sur ce sujet dans le
emme 2 et dans la remarque 1 de cette note.
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c’est--dire la croissance d’aucune intégrale du systéme (2) ne dépasse
la croissance maximale des intégrales du systéme (1), déterminée par
celle de la fonction | X (). En particulier, il résulte de (4) que toutes les
intégrales du systéme (2) sont bornées lorsque le sont celles du systéme (1).

Dans les théorémes 1 et 2 de cet article nous donnons des conditions
suffisantes pour que le probléme Q admette une réponse affirmative.
Le théoréme 1 généralise un résultat de R. Bellman [1] se rapportant au
cas linéaire

fit, 9) = [B(t)—A(t)]y

(cf. Corollaire 3) et le théoréme 2 constitue une extension d’un de nos
résultats antérieurs concernant la stabilité [3] (cf. Corollaire 1).

Dans les démonstrations des théorémes de cet article nous appli-
querons la méme méthode que damns [3].

-2, Voici d’abord un lemme qui coincide, dans ’hypothése y (¢) = const,
avec le théoréme (3.2.1) de [2] (*) et dont la démonstration ne différe pas
de celle du théoréme cité.

Levme 1. Supposons que les fonctions w(t), y(3), h(t), non négatives
lorsque 0 <t < oo et intégrables dans chagque intervalle fini <0, t), vérifient
Pinégalité

i
wt) <y(t) o+ [ulmhi)de]  torsque 130,
0

dans laquelle ¢ désigne une constante mon négative.
Alors

i ¢
u(t) <ey(t)exp Uy(r)h(r)d—:] . lorsque t>=0.
0 : .

LE@E 2. S?ient X (8) la matrice fondamentale du systéme (1) et f(t, y)
une fonction continue (%) lorsque t > 0 (y arbifraive). Supposons qu'il ewiste
pour ¢ 2> 0 une fonotion non négative et sommable g(t) telle que

(5) , Iyl < gl lorsque  t>0,
(6) JIXONX@lg)dt < oo
Soit ’

(" K = exp[ [ IXOIE 09 ()]

2y Teg i . . N
page (3 )5 d:s [gxiférmatxons bibliographiques concernant ce théordme sont données i la
(*) Cf. remarque 3.
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Cela admis, chaque intégrale y(t) du systéme (2) vérifie Vinégalité

lly (0 < EJX @) lly (0] 1>0.

Remarque 1. Le lemme 2 constitue une légére généralisation du

lorsque

théoréme (6.2.iv) de [2], "hypothéses | X (2)] < M, IX )] < I, fmg(t)dt < oo
0

v étant remplacée par l'inégalité (6).
Démonstration du lemme 2 (8). Soit y({) une intégrale quel-
conque du systéme (2). On a alors l'identité

) t
8 y»=XO {0+ [ X Wilr, y()ds} lomsque >0,

d’otr, en vertu de (5), on obtient l'inégalité

t
ii?/(t)ll<|IX(t)|l{Hy(0)||+ f HX_I(T)IIIly(f)llg(f)df} lorsque t>0.

En appliquant le lemme 1 (u(t) =y @), (&) =X @)}, ¢=Iy(Oll,
h(z) = g(¢)| X (z)|) on déduit de la dernidre inégalité la suivante:

t
Ily(t)ll<lly(0)III|X(t)IleXP[ S I|X(1)!l||X"1(1)Ilg(f)df] lorsque t>0.

[

L’intégrale y(f) étant arbitraire, le lemme 2 en résulte (cf. (7).
TafoREME 1. Dans les hypothéses du lemme 2, & chaque intégrale y (1)
du systéme (2) correspond au moins un vectewr b tel que

y(t) = X(Mb+o (IX M)

Le probléme Q admet donc une réponse affirmative.
Démonstration. En vertu de (5) et du lemme 2 on obtient I'inégalité

lorsque t—oco.

t ¢
fNX'I(T)IIIIf[T, y()ldr < fHXﬂl(f)lllly(T)Hg(r)df
[ 0
< K|y (0)] fllX"l(r)il X (w)g (r)dv
qui moyennant I’hypothése (6), assure la convergence de Vintégrale
J X7 @il (o)

(%) Cette démonstration est tout & fait analogue 4 celle du théoréme (6.2.iv) de [2],
aussi bien qu’d celle d’un théoréme de [3] (cf. [3], p. 235, Démonstration I.).
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En introduisant les notations

b=y(0) + [ XH0)flr, y(0)dr,

oft) = — [ X0)f[x, y()]dr
t

on peut éerire l'identité (8) sous la forme
g(t) = XO)b+X(t)o() .

Notre théoréme ge trouve ainsi démontré, car b est un vectewr con-
stant et v (¢) est une fonction vectorielle qui tend vers zéro lorsque ¢ tend
vers Pinfini.

THEOREME 2. Soit W(t) la matrice fondamentale du systéme

(9) % = B)yw

Boient f(t, z) une fonction vectorielle continue lorsque ¢ = 0 (z arbitraire)
et h(t) une fonction sommable o non négative lorsque t = 0. Supposons
satisfaites les conditions suivantes:

oo

(10) IF(t, ) < B(B)lil] Torsque t>0, [ R(t)dt < oo,
0
(11) W@ yl=WH)f(t,y) lorsque 130,
Dans ces hypothises, & chaque intégrale 2(t) du systéme
(12) E B+, 9)

correspond aw moins un vectewr constant b tel que
#(t) = W({H)b+o (W) .

Le probléme Q relatif aux systémes (9) et (12) admet done une réponse
affirmative,

Démonstration. Considérons la transformation
(13) =Wy,

On vérifie facilement qu'en vertu de (11) Ia nouvelle variable Y
satisfait & 1’équation

(14 Yttty
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En appliquant le théoréme 1, dans lequel A () est une matrice nulle
et X(f) = I, on conclut qu'd chague intégrale y(f) du systéme (14) cor-
respond un vecteur constant b tel que

y(E) =b+o(1).

En vertu de (13) notre théordme en résulte.

8. Voici maintenant le corollaire 1 qui résulte immédiatement du
théoréme 2 et qui coincide avec un de nos résultats antérieurs concernant
le probléme de la stabilité [3]. )

CoROLLATRE 1. Toutes les solutions du systéme (12) sont bornées lorsque
le sont celles du systéme (9) et lorsque f(t,y) est une fonction continue powr
t = 0, vérifiant les conditions (10) et (11).

Le corollaire 2 que nous allons énoncer maintenant est une congé-
quence immédiate du lemme 2.

CoROLLATRE 2. Toutes les solutions du systéme (2) sont bornées lorsque
le sont celles du systéme (1) et lorsque §(t, y) est une fonction continue powr
t > 0, vérifiant les conditions (5) et (6).

Remarque 2. En remplagant dans le corollaire 2 VThypothése (6)
par les guivantes:

o
f gl < oo, [XHX )| <N lorsque O<v <t <oo,
1

N étant constante finie, on arrive formellement & un autre résultat que
nous avons établi dans [3].

Remarque 3. L’hypothése de la continuité de la fonction f(t,y)
pour les valeurs ¢ > 0 (y arbitraire), introduite dans les théorémes de
cette note, peut étre remplacée par une hypothése plus faible, & savoir
celle que toute solution y(f) du systéme (2) vérifie ’équation (8).

Voici encore le corollaire 8 qui résulte immédiatement du théoréme 1
et qui coincide avec le théoréme de R. Bellman démontré dans [1].

CoROLLAIRE 3. Soit B(t) une matrice carrée dont les éléments sont des
fonctions continues de t powr t = 0. Supposons que

f IBE)—AMINIXONX @)t < oo,
0
ot X (t) désigne la matrice fondamentale du systéme (1).

Dans ces hypothéses, chague solution y(t) du sysiéme

peut ére éderite sous la forme

Yty =X@b+o(|XWI) lorsque t—>oo.
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Sur Pexistence des solutions périodiques de I’équation
différentielle o+ f(z, ')’ + g(x) = p(t)

par Z. Opr1aL (Krakéw)

1. Le but de la présente note est de montrer comment les théorémes
sur D’existence des solutions périodiques de 1’équation différentielle du
second ordre
(1) ' 4-g(@) =p(t),

établis dans [1], s’étendent partiellement & 1’équation différentielle plus
générale

.(2) @' +flz, 2o’ +g(@) = p(t) .

Supposons une fois pour toutes que les fonctions continues f(x, y),
g(») satisfassent aux conditions suivantes:

(3) f(z,y) >0, quels que soient x et ¥,
(4) zg(x) >0, quel que soit x #0,
(5)

lim |g(#)] = 40

|00

et admettons que la fonction p(t) soit continue et périodique de période

o> 0:

(6) pi+o)=p(),
Posons de plus

quel que soit ¢ .

G () =fg(u)du (—eo< @< +00)

et, pour tout # # 0, introduisons la fonction

1 ¢ du
T =5 f V& @) — G

En vertu de (4), pour tout voisinage fermé ¥V, d’un point # # 0 qui
ne contient pas I’origine, la fonction g(u) est en valeur absolue supérieure
4 une constante, soit m (V). On a donc

|G(@)—G(u)| = m(Vo)|o—u| ueVy,
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