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Sur quelques propriétés des potentiels généralisés et un
probléme aux limites pour P'équation elliptique

par W. POGORZELSKL (Warszawa)

1. Enoncé du probléme. Soit Péquation aux dérivées partielles
quasi-linéaire du second ordre de la forme

~ _ N o*u %1 ou
W Y= ;aw(mm+ PR

& o
Fo(X)u =F<X, u,é—;il, ,5%) n>2)

dans Pespace euclidien & n dimensions des points X (@, ..., n). On admet -
les hypothéses suivantes.

I. Les coefficients a.4(X), ba(X), ¢(X) sont des fonctions des coor-
données X (@, ..., &), définies dans la région 2+ 8 (ot Q est un domaine
borné limité par une surface fermée § dans lespace 4 n dimensions) et
vérifiant les conditions de Holder

| Gap( X) — tp( X1)| < const | X X,[*,

@ [Bal X) — Ba( Xy)| < const | X X, *, le(X)—o(Xy)| < const | X Xy[¥;

h est une constante positive, non supérieure & l'urité, | X X,| désigne la
distance euclidienne des points X et X;.

II. La forme quadratique ) a.(X)Z.Zp est définie — positive dans
0+ 8, done Péquation (1) est du type elliptique.
TIL. Lo surface § vérifie les conditions de Liapounoff (voir [17).
TV. La fonction F(X, 2y, Uy, -, tn) est définie dans la région
3) Xef2, —oco<u <+ (»=0,1,2,..,n),

ol elle vérifie ’inégalité

(4) 1P (X, thgy gy ooy Un)| < g D, |0+ mp| XPx|

=0
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et une condition de Hélder de la forme
(8)  [F(X, g, gy ooy Un) —F (X', Ug,y Ui,y . oy Un)] .
< B XX+ Tp D) [uy— i

=0

dans tout domaine fermé Q* situé & Pintérieur du domaine 2; 7, p, my,
mp, kp sont des constantes positives et on admet que 0<<r <1, 0<p
< 1; P, est le point de la surface S le plus rapproché du point X; k(Q*)
est une constante positive, dépendant du domaine £*, qui peut étre non
bornée.

Nous posons le probléme de la recherche d'une fonction «(X) qui
vérifie 1’équation (1) en tout point intérieur X e 2 et une condition limite

du

(6) 7Ty T9P)u(P) =GP, uw(P)]+

on on
+[ffalprwm, g, iy

concernant la dérivée transversale d/dTp, en tout point P e S.

Nous avons déja étudié le probléme préeédent (sans le terme intégral
dans (6)) dans le travail [1], sous I’hypothése que les fonctions données
g(P) et G(P,u) vérifient une condition de Hélder et que la fonction F
soit bornée. Maintenant nous allons résoudre, par une méthode nouvelle,
le probléme (6) sous I'hypothése, plus générale, que les fonetions: g(P)
et G(P,u), définies dans les régions

Pel, resp. [PeS,—oco<u< o],

ne soient que continues dans ces régions. En outre on admet que la
fonction G vérifie I'inégalité
(6") [{G(P, u)| < mglu|" +m,
oll mg et mg sont des constantes positives.

Nous supposons encore que le probléme pour Iéquation ¥(u) = 0,
avec la condition aux limites homogéne du/dT,+g(P)u = 0, n’admet que
la solution nulle % = 0. Quant & la fonetion H (P, Y, vy, Uy, ooy Us) dans

la condition limite (6), nous admettons des hypothéses plus générales

que pour la fonction F, & savoir: 1) 1a fonetion H est définie dans la région
ouverte

(6') Pef, Ye, —oco<u<+too (#=0,1,..,0),
2) elle est continue par rapport & ’ensemble des variables P 2 Xy Uy ury tn,y
3) elle vérifie 'inégalité

n
(6" [H(P, Y, Uy, ooy Un)| < g D) |0, +mig| T Q[P
v=0
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Qr étant le point de la surface § le plus rapproché du point intérieur ¥,
myg et my étant des constantes positives.

La résolution du probldme sera basée sur certaines propriétés du
potentiel généralisé de charge spatiale & la densité non bornée et sur le
théoréme de J. Schauder [2].

2. Propriétés de certains potentiels genéralisés. Nous allons
présenter quelques théordmes, concernant les intégrales de 1’équation
elliptique (1), sur lesquels nous nous appuierons dans les considérations
qui suivent. Les théorémes 1, 2, 3 ont été établis dans notre travail
[1]. Nous démontrerons ici les théorémes nouveaux 4, 5, 6.

TEEOREME 1. 87 la fonction réelle p(Q) est définie, bornéde et intégrable
sur la surface S, Vintégrale de surface

(7) UX) = [[I(X,Q90@dQ,
S

,dite potentiel de simple couche relatif & V'équation (1), satisfait & I'équation
P(U) = 0 en tout point X e 2 et vérifie une condition de Holder de la forme

(8) |U(X) = U(Xy)| < Osupp| | XX,

pour X,X,eQ+8; 0 est une constanie positive arbitraire, inféricure
& Dunité, C une constante positive indépendante de la fonction @, I'(X, Y)
désigne la solution fondamentale de Véquation (1) (voir [1]).

THEORBME 2. 8% la fonction réelle ¢(Q) est définie et continue suwr la
surface 8, la dérivée transversale du potentiel (7) a la propriété limite swivante:

av .\ ou
(9) T =£ﬁa‘;§ a.5(X) cos (Np, mﬂ)ﬁ

1 d
- — LB+ fs [amtre, om@de

en tout point P de la surface 8; la fonction sous le signe intégral vérifie la
limitation & singularité faible

const

, a
(9" |———[P(P, 01| < pam

aTr

o hy = min(h,x), % étant un ewposant positif, mon supérieur a Dunité,
dams les conditions de Liapounoff; on a posé

) 4

(9”) (&) = ey et |a o X)]
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a8 tamt les lémenis de la matrice inverse de la matrice {4} des cocfficients
de Véquation (1) (voir aussi [3], p. 108).

THEOREME 3. i la fonction ¢(Q) est définie, bornée et intégrable sur
la surface S, Dintégrale

(10) ff 7 1 000,

figurant dans le théoréme 2, vérifie une condition de Holder de la forme

(11) |B(P)—H (Py)| < constsup ] |[PP,|™,

oit P,P,e8 et 0 est un nombre positif, arbitrairement inférieur & Vunité.
THEOREME 4. i la fonction p(Q) est définie, bornée et intégrable sur

la surface S, les dérivées

(12) Uy (X) = £ [ Ia( X, Q)p(Q)dQ

du potentiel de simple couche (T) vérifient en ltout point intérieur X e Q
Vinégalité
(18) | Uy (X)] < eysup |@|[|log | X Px|| +¢d ,

o% Px désigne un point de la surface S, pour lequel la distance | X P| atteint
sa borne inférieure, X élamt fimé; ¢, et ¢, sont des constantes posilives, in~
dépendantes de la fonction .

Démonstration. D’aprés notre travail [1], les dérivées de la solu-
tion fondamentale vérifient ’inégalité

(14) el X, @) <

¢ '
[Xan—l

(¢ est une constante), qui n’assure pas I'existence des valeurs limites des
dérivées (12), si X—>P e 8. Pour démontrer la limitation (13), il suffit
d’étudier 1’intégrale

(15) I(X) = { [ (X, Q)p(@)dQ

étendue & umne portion s de la surface 8§ dont la projection orthogonale
sur le plan tangent en P, est une sphére & n—1 dimensions, centrée en Py,
o de rayon fixé R, suffisamment petit, pour que la portion & soit une
surface de Liapounoff.

icm®
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En s’appuyant sur P'inégalité

1xq| _1
0<r<13q] <%

démontrée dans le travail [3], ol x est une constante positive déterminée,
inférieure & lunité et @’ désigne la projection du point @ e s sur le plan
tangent en Px, nous aurons

(16)

Wp—z 0 21

@ 11(X)| <MPW|J —
w8 WEEIXERT
RI|XPs|
:_(011,_206/811])‘(]7} ‘ ¢ *dg

e e

oll wp-2 est P’aire d'une sphére unitaire & n— 2 dimensions, ¢’ est la borne
supérieure de linverse du cosinus de 1’angle que fait la normale au point
@ € § avec la normale au point Px. L'intégrale obtenue étant comparable
4 la fonetion log | X Px|, nous arrivens & la conclusion (13) du théoréme 4.

THROREME 5. 8@ la foncion o(XY), définie et intégrable dans le do-
maine 8, vérifie Vinégalité

n,

8
(18) [TosP

le(X)| <

ot p est une constante non négative, infériewre & Vunité, M, est une constante
positive, Qv désigne le point de la surface 8 le plus rapproché du point in-
térieur Y € 2, alors: 1) le potentiel de charge spatiale

(19) v(X) = [[[ (X, T)o(¥)ax

et ses dérivées admettent des valeurs limites

lim V(X) = [[[ (P, T)o(Y)dY =V (P),
(20) *=r 9
fim V., (X) = f [[ TofP, 1) e(D)AY =V (P)

e'n tout point P de la surface § limitant lo domaine Q; 2) les fonetions V (X),
Ve (X) et leurs limites vérifient des inégalites de la forme

(21) [V (X)| < const M,, |Va(X)| < const My,

les coefficients constanis, positifs, étant indépendants de la fonction p.
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Démonstration. Il suffit de démontrer la seconde des propriétés (20),
1a plus difficile & établir. Tout d’abord remarquons que 1l'intégrale

(22) Vo X) = [ [[ [o(X, T)o(1)aY
Q

(voir [1]), présentant les dérivées du potentiel (19), a un sens déterminé
(elle est absolument convergente) en tout point intérieur Y e 2, en vertu
de la limitation (14) et de résultats connus en Analyse classique. Si le
point X coincide avec un point arbitraire P de la surface S, on définit,
comme d’habitude, la valeur V,(P) par la limite

(23) V. (P) = lim [[[ Te(P, T)e(D)dY

)0 2~
de l'intégrale réguliére étendue au domaine extérieur 2— o, &i le diamétre
A(w) du voisinage w du point P tend vers zéro. Pour démontrer la con-
vergence absolue de Dintégrale (23), il suffit d’étudier Pintégrale de la
valeur absolue

(24) VZme) = n[ 1P, D)fle(T)]aY
I_HI

étendue an domaine W'—II', partie commune des domaines W—1II et 2,
out: 1) W est un cylindre & » dimensions, centré en P, d’axe normal en P
& la swrface 8, de rayon R et de hauteur 2H, fixés suffisamment petits
pour que la portion Sy de la surface S, située & Uintérieur du cylindre W,
vérifie les conditions dites de Liapounoff; 2) IT est un cylindre variable,
contenu & l'intérieur du cylindre W, aussi centré en P, d’axe normal
en P, de rayon 7 et de hauteur 2h;. Nous supposons de plus que les
nombres B et H sont suffisamment petits pour que Vangle aigu y que
fait le vecteur YQy avec la normale en P pour tout point ¥ e W soit
inférieur & un angle aigu y,. Dans ce cas on conclut sans peine, d’aprés
les conditions de Liapounoff, que le rapport | Y ¥,|/| YQw| (¥, est le point
ottla paralléle & la normale en P, passant parle point ¥, coupe la surface Sy)
est borné supériewrement. On peut done, dans les Limitations qui suivent,
remplacer dans les dénominateurs la longueur |¥Qy| par |¥ Y,|. En
divisant le domaine W’—II’ en filets paralléles & la normale en P et en
utilisant la limitation (14), on aura

® H
(25) V2 ™™(P)< const M { ™23 sup [ Wr——% ] +
¢ r}[ 1Pi=r Cn(.lf’-’)( :,~2_|__¢'2) 1(€—c°)p
m H dC
+ n—2 g, —___’::_-‘n‘:—“‘}
of ' ’h{ Ve el

e ©
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&(¥’) désignant la cote du point ¥, de la surface S, correspondant & la
projection ¥’ du point Y sur le plan tangent en P; on a posé r = |P Y.
Nous aurons ensuite

R 7
(26) P2 (P) < const M, [ r“’“’dv‘[ [ =%
" i WEEETe

e i W Hirgy i

r 8
+ sup — ]-i—constlll’n — S
prher (YR (G o) f ™ rgieg (VIF8) 8

1)
o dr - ds {r ds
<0011S1M{ ——[f ——— e ]+
) ,.;j, ) WITse) e WITe) s

ds
+rg” f — }
P (V/1+82)n 1817 )
ol £5'(r) = ax £ X
bt

EBn remarquant que, en vertu des conditions de Liapounoff, le rap-
port £(r)/r est borné, mous concluons que l'intégrale (26) est bornée,
si les paramétres 7z et hy tendent indépendamment vers zéro. Soient
maintenant deux suites décroissantes {ri}, (A} tendant vers zéro et
définissant une suite de cylindres {{I,}. La suite corresponda,nte. des
intégrales (24) est croissante et bornée, donc elle a une limite détermu:_tée.
Cette limite est unique, c’est-a-dire elle ne dépend pas du choix des smt_es
{r,(}”’}, {hg”)} et elle présente aussi la limite vers laquelle tend la suite
des intégrales
(27) Voowp) = [[[|0s(P, T)e(T)aY

t !
Wi—wl,

si la suite déeroissante des diameétres 4(w,) des voisinages (arbi.bra;irel.nent
choisis) wm du point P tend vers zéro. Pour établir ce fait, il suffit de
remarquer que, si les inégalités suivantes sont satisfaites

<2, P <2, dom)<e,
& étant wn nombre positif arbitraire, on aura une inégalité de la forme
|PE~*n(P) =V, ~(P)| < oM,e' ™

(¢ étant une constante positive, indépendante de m, de la ‘foncti.on o et
de £) qu’on obtient en substituant dans le dernier membre des mégahtés (26)
le nombre ¢ au lieu de R et 0 au lieu de rz. On en conclut ensuite, d’apreés
un raisonnement classique, lexistence de l'intégrale absolument conver-


GUEST


184 W. Pogorzelski

gente (23). Pour démontrer la propriété limite (20) de Iintégrale (22),
considérons deux sphéres: I'une Kp, de rayon F, centrée au point arbi-
traire P e § et lautre K, de rayon 2Ry, centrée au point arbitraire X,
sitné & lintérieur du domaine Kp = Kp x £ commun & la sphére Kp et
au domaine 2.

On suppose, comme toujours, que Rg est suffisamment petit pour
que la portion de la surface 8, située dans Kx, vérifie les conditions de
Liagpounoff. Cherchons une limitation de l'intégrale

(28) VE(X) = [[ [ |10(X, D e( )Y
K

étendue au domaine Ki = Kx X 2. En remplacant lo domaine Ky par
un cylindre (centré en X) d’axe normal en P, de rayon 2Rg, de hau-
ter 4Rx et en divisant ce domaine en filets paralldles & la mnormale au
point Px, on aura, de méme que précédemment, la limitation

(29) VKX(X) < const M f R
fffXY|n HYQrl
2Rg 2Rp+|X Py

< const M, f =2dr - sup [ ag J
0 |PY|=r () ( 7-2 L — I‘X-P.X'| ) C""C

Supposons d’abord |X Px| > Lo; nous aurons alors, en posant | X Px| = a,,
2Rg—a,

(30) e
GO RN R b é )

ay 2Rg+a,

_ f ; s N j dt
o V@0 = o VP C—a®) =ty
(az—Lo)ir
1 ds

pntp-2| & (l/l—ﬂé)"_l((“m'—ﬁ)/’"’s)p ’

. 2Rplr

b

ds . 1 ds
+J (m)”—lt' 'J‘(az'“Co)/T")p] < )"*1’—2[ J (1/1 T 82)” i +

- f 1+s2 lsl’l

en posant b = (a,—Z)/r > 0. La derniére intégrale dans l'intervalle infini
a une valeur finfe, puisque n—1+p>1, p<1.
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Pour étudier la premiére intégrale, écrivons 1’inégalité

b bj2
ds 1 ds
(31) e < —
of Wi+ (b—sy (b/z)%f Vivs"
b
i ds
+ ,
1/1+<b2/4),,,4( —s)f

d’otr il résulte que cette intégrale est bornée, puisqu’elle tend vers zéro
si b—oc0.

Supposons maintenant que | X Px| < {y; nous aurons alors, en posant
§—Co = ur,

2Rg-+a, e
(32) o
;ﬂf WA=l (g
2Rg+ap—1
1 f du
prtp—2 []/1 + (u+(Co— a,x)/r)z]n_zuz?

0
o

1 J du
sy (T
En rapprochant les résultats (29), (30), (31), (32), nous concluons que
Pintégrale (28) vérifie une inégalité de la forme

2Ry
(33) VEx(X, 1) < const M, [ rPdr < CM,RE",
0

ol ¢ est une constante positive, indépendante de X de Rx et de o(¥).
Une limitation de la méme forme reste vraie, si le point X ccincide avec
un point P de la surface S (voir (26)).

Décomposons maintenant les intégrales V (X) et V, (P) en sommes
d’intégrales

ValX) = VERX) £ VETHX),  Vo(P) = VER(P)+ VE55(P)

étendues au domaine Kjp = K,XQ et au domaine extériewr 2—Kj.
Nous aurons, en vertu des inégalités (33),

[VE»(X)| < OM,RE?, [VEx(P)| < C M, R

done, au nombre arbitraire positif ¢ on peut faire correspondre un rayon
Rg(e) de la sphére Kp tel que

[VENX)| < &3, |[VER(P)| < ¢/3
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pour tout point X dans le domaine Kj,. La sphére K, étant fixée, obger-
vons que la fonction V""Kﬂ (X) est continue au voisinage du point P,
extérieur au domaine d’intégration. Done on peut encore faire corre-
gpondre au nombre ¢ un nombre positif 5(e) tel que

[VE- By X)—VEEuP) < 3 s |XP|<n(e)

En somme, nous aurons
Ve (X))~ Vi (P)| < &

si | X P| < 5(e), ce qui établit la conclusion (20). La seconde partie (21)

de Ia conclusion résulte immédiatement des considérations précédentes.
THEOREME 6. 87 une fonction o(XY), définie et mtét]mble dans la

région Q, vérifie Vindgalité

(34) le(¥)] < M, [T Qr[™”

les fonctions Uimites des dérivées du potentiel de charge spatiale (22) vérifient
une condition de Hilder de la forme

0<p<1),

const M| PP, |""?, i
const M | PP, , si

p>0,
p=0

(35)  |Va(P)=Ta(P)| < {

sur la surface 8 limitant le domaine Q, ois 0 est une constante positive arbi-
traire, inférieure & Dunité.

Démonstration. En s’appuyant sur la formule donnant la solu-
tion fondamentale

I(X,Y)=w¥(X,V)+ [[[wnX, 2)0(2, V)az
. Q

(voir [1], p. 258), nous concluons que le potentiel (19) est la somme de
deux quasi-potentiels

(36) V(X) =V (X) +’ff*(X>,
67 V(@ = [[[wrX, D)o(T)ay, ¥
2

ffwaX Y)o
o(X) =fff¢(y, Z)e(2)AZ

@ étant la solution d’une équation de Fredholm (voir [1]) admettant une
limitation % faible singularité

Y)dx,

(38)

const
|xYzp*

(39) 10(¥, 2)| <

icm®
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Pour étudier le premier quasi-potentiel (37), prenons deux points arbi-
traires P et P, de la surface §; il suffit d’étudier le cas |PPy| < B/4, ol B
est le rayon du cylindre W centré en P, considéré plus haut. Soit ensuite
un cylindre 7, centré en P, d’axe normal en P & la swface §, de rayon

rp = 2|PPy| et de ’hauteur 2ry. Les dérivées de la fonction T‘/"(X) ont les
valeurs limites

(10) = [[[wiP, D)o(T)ay
el
en tout point P e 8. Décomposons la différence
. * * .
(1) T =V (P)=Va(P) = [[[[WE(P, T)~w(P,, T)]o(T)aY
Q

en somme d’intégrales

(42) J =g I L g
étendues aux domaines IT', W'—II', 2— W', o
II'=0x2, W=Wx&.

Pour Dintégrale étendue au domaine. II', on aura, en répétant le calcul
qui a fourni inégalité (33), la limitation
(43) 17| < const M| PP,["™? .

Pour étudier intégrale étendue an domaine W'--II', nous utiliserons le
théordme des accroissements et la limitation des dérivées secondes

v const
(44) ]w,,‘,,(P, Yy < iPYI”‘
Nous avons alors
— C ay
45 J7 | < const M,| PP, _
) e 1220 || o ivars

pour limiter cette intégrale, nous ferons un caleul analogue au précé-
dent (26), mais un peu modifié. Nous aurons notamment

B
46) 7| < const MQ[PPII{ f 70=2dy . up [
'

[ et
wien VAT (L)

m H .
. ac
S
[ r}! (V » +c2)”’€p
R o e

r ds d
<(0m~tM[P.P1|{frf+l[f (]T]a‘_:-l—.;)"_.?;.{_f (—VF;)";;]-I—

0

1 o0
du
+07 | oo [ -———————n—]}
7 of uof Vitw,ell’

Annales Polonici Mathematici X1 13
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d’olt

(47) |7 ~7| < const M| PPyf™?
sip>0, et

47y - W7 ~'| < const M| PPy[|log | PP,|| + const]

sip = 0. Quant & la derniére intégrale dans la somme (42), on aura évidem-
ment

(48) |27 | < const M,|PPy|,

puisque la dérivée de la fonction w}: (P, ) est bornée, si Pell, ¥ e..Q—W’,
En rapprochant les résultats (43), (47), (47'), (48), on obtient l'inégalité
de Holder
- * const M |PP,|"™®, s p>0,
V. (P )
(49) Ve P) = Ve (Pa)| < { const M| PP, , i p=0.
Pour établir la propriété analogue du second quasi-potentiel (87), étudions
d’abord, la densité o(¥), donnée par la formule (38). En vertu des iné-
galités (34) et (39), nous aurons pour la fonetion o(X) la limitation suivante:

- gy
(50) lo(X)| < COHS‘“‘MJ” XY 2Qrf
a2

Si p < b, la fonction (50) sera bornée et le second potentiel (37) vérifiera
une condition de la forme

(51) |V (P) Ve (P)| < const M| PP (0<.6<1).

Etudions done le cas p > h, dans lequel la fonetion (50) ne sera pas bornée,
si | XP,|~>0. Pour obtenir sa limitation, il fandra utiliser une méthode
différente de celle qui consiste & diviser le domaine en filets, puisque
celle-ci ne réussit plus dans ce cas. Nous allons diviser notamment le
domaine W en couches & ’aide des surfaces obtenues par les déplacements
paralléles de la portion 8, de la surface 8 (située & l'intérieur de W) dans
la direction de la normale en P,. Soit Sy la surface obtenue par un déplace-
ment paralléle de la swface Sy dans la direction de 1a normale intérieure
en Px d'un segment de longueur |XP%|=¢>>0; nous avons désigné
par P% le point olt la normale en Px coupe la surface §%. Do méme que
précédemment, on peut remplacer dans l'expression (50) la longueur
|¥Qy| par la longueur |¥¥g|=¢, ¥ étant situé sur S, Ensuite, en
vertu de ’inégalité (16), on peut remplacer la distance |.X ¥| par la di-
stance

| XY =V (X Px|—()P

Sur quelques propriétés des potentiels généralisés et um probléme aux limites 189

Y} étant la projection du point ¥ sur le plan tangent & la surface Sk en
Pk et r = |P%Y}|. Nous aurons done pour Dintégrale

- iy
(X)) = - =+
( ) ‘[;J, J }Xy!n_h]YQF]p
la limitation suivante:
R

rn—2dy

H
(52) I{X) < const j @ ' ————
‘ g & Ve ([ XPx| LR

H > H étant choisi de telle sorte que les smrfaces Sk, pour 0 <¢ < H,
remplissent un domaine W' contenant le domaine W' =W x Q. De ’iné-
galité (52), en posant
')=H.X.le—ci8, C=|XPx|-u,
on tire
1
const [ [ du
53 I(X)< ;
(53) (X) ]XPX!p—h L_J qlp(l_u)l»h R

b:1] 1XPx|

4 J du ] f sn—2ds
$ WP (u—1)7""; (]/1+.5'2)n_h
si p > h, et une limitation comparable & log|X Px| si p = k. Il en résulte
pour la fonetion (38) la limitation suivante:

{ const M, , si op<h,

(54) o(T)] < const M,[[log |[¥Qpl|+eonst], si  p=h,
const M, .

E@Y_lp:z , si p>h.

Les limitations obtenues et I'inégalité (49), démontrée pour la fonction T';',
nous permettent de conclure immédiatement 1'inégalité de Holder pour
la seconde des intégrales (37), d’olt résulte la conclusion (35) du théoréme 6.

Remarque. Le potentiel de charge spatiale (19) vérifie évidemment
pour X, X, e 2+ 8 une condition de Lipschitz

(85) |V(X)—V(X,)| < const M, | XX,

puisque nous avons démontré que ses dérivées sont bornées dans le do-
maine Q.

Les dérivées du potentiel de charge spatiale vérifient une condition
de Holder de la forme

(56) Vo (X)— Vo (Xy)| < O M| XX, 0

13*
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dans tout domaine fermé Q* contenu & lintérieur du domaine £; (*
est une constante positive, dépendant du domaine Q* et 6 est une con-
stante positive arbitrairve, inférieure & Punité. On démontre la propriété (56)
de méme qu’on U'a fait dans le travail [1] pour le potentiel de densité
bornée.

THEOREME 7. Si la densité intégrable o(Y) de la charge vérifie V'iné-
galité (34) et en outre une condition de Holder

lo(Y)—o(Xy)| < K*| XX, [%

dans un domaine fermé Q* C Q, alors le potentiel de charge spatiale (19)
vérifie une équation généralisée de Poisson

PV(X)] = — Ml(X)o(X)

en tout point intérieur X du domaine Q*; In(X) est définie par la formule (9”).

La démonstration du théoréme est analogue & celle qui a été donnée
dans le travail [1] (page 265).

8. Résolution du probldme. De méme que dans le travail [1],
nous allons chercher la solution #(X) du probléme sous forme d’*une somme

B

(87) w(X ]dlu—

)’65 7. )35
+[ [ rx, op@ae
8

d’un potentiel de charge spatiale et d'un potentiel de simple couche de
densité inconnue ¢, relatifs & 1’équation ¥W(u) = 0. En demandant que
la condition limite (6) soit vérifiée, on arrive & I’équation intégro-différen-

tielle
B+ [ [ [ orre, o)o@aa

__fff[dfp Y’+ 9(P)T (P, Y)] i [Y,um,%, ,aE]dY—{—

+G(P,u(P))+fffH[P,y,u(Y) ou ]dY

(88) — —ﬂm

9a£l) )afn

Le prf)bléme posé est ainsi ramené i la résolution d’un systéme de deux
équations intégro-différentielles (57) et (58) & deux fonctions imconnues:

icm

Bur quelques propriétés des potentiels généralisés et un problime aum Umites 191

w%(X) dans le domaine £ et ¢(P) sur la surface 8. Pour étudier ce systéme,
considérons le systéme suivant de n--2 équations intégrales

X)——fffrx V) D) FLY, 4l XYy wl( X, vory Un( X)1AT +
+£fr(x,w(@)d@,
w(X) = — [ [ [ (X, YN D)FLY, 4 X), t(T), oo, ua( T)]AT +
2

+£fr¢,(x,9)¢(o>dq (»=1,2,.,m),

(59)
) 52 +amrx, olpae

“‘JH [dﬂP D y(P)T(P,Y)]A;’(Y)F[Y,u,,(Y),ul(y),
ot X)]AY + G (P, uo( P)) +

+fffH[P,Y,uo<Y),u1(Y),‘..,unmm.

Dans le cas envisagé, ot Pon n’admet que la continuité de la fonetion ¢(P)
(ayant égard 3 I’hypothdse plus générale faite sur les fonctions g et @),
les fonctions u,(X) peuvent étre non bornées, en vertu du théoréme 4.
Il y a 13 une différence essentielle entre nos considérations actuelles et
notre travail [1], ot 'on avait admis que la fonction ¢ était holderienne.

Pour démontrer l'existence d'une solution [uy, %, ..., Un, ¢] du
systéme (59), considérons l'espace fonctionnel A, composé de tous les
systémes de fonctions continues réelles

[%(X)y (X)), ooy Un(X), @(P)]
définies powr X e 2, resp. pour P e 8, qui vérifient les inégalités suivantes:
sup |to( X)| < oo,
(60) sup[| X Px!u(X)[]<oo (v=1,2,..,7),
lp(P)]| < oo

¢ étant un nombre positif, inférieur & l'unité, arbitrairement fixé. On
suppose de plus que les fonctions uy(X) sont continues dans 2+ 8. Nous
admettons, comme d’habitude, les définitions suivantes des opérations
linéaires

s Un+Un, @ +9'1,
Muny Ap] .

s Uiy @) [Uoy iy ooy Umy @] = (o -+ ugs -
Aatgy Uyy vy Uny @] = [Athg, MUy, ooy

(61) [y %y oon
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Ensuite nous admettons la définition suivante de la norme d’un point
U = [, Uy, ooy Un, ¢] de Vespace A:

(62) |1Vl = sup ()] + sup ¢ (P)] + max sup {| X Px|* u,(X)]}

et celle de la distance des deux points U et U':
U, U)=|U-T").

Il en résulte, en vertu des hypothéses (12), (13) et (14), que ’espace A
est linéaire, normé, métrique et complet, done il est un espace de Banach.

Considérons maintenant dans ’espace A un ensemble & de tous
leg points [y, Uy, ..., %n, @] vérifiant les inégalités suivantes

IMO(XH <o,
(63) IXPXW%(X)I<Q (r=1,2,..,9),
lp(P)| < ¢ -

o eb 9, sont des constantes positives, fixées arbitrairement. Il est facile
de voir que ’ensemble & est fermé et convexe. Transformons main-
tenant ’ensemble ¢ & Vaide des relations

X)~—fffrxy

YVFLY, ug(Y),y ooy un(X)]dY +
+js'fr(x,m¢<@>d@,

=—ffr X, 7)4

(64) + JS 1o X, Qp(@) @@
ar(e,
+f [|5Z2 o, ovarae

J f [dr (B0, <P)1’(P,Y)]z,:l(ym[y,unm,...,u,,,(y_mm

+6&(P, o) + [ [ [ HIP, ¥, 0l ¥), ..
=E(P, Doy Ugy voey Un) . “

SATVFLY, (), .y 16 DAY +

(v=1,2,..,n),

y un(X)]AY

En remarquant que, d’aprés I’hypothdse (4) et d
2 i , yp (4) es limitations (63), on

(65) |PLY, uo(X), u(X), ..., ual X))
< mpn|Y Py[™ "+ (mp o +mF)IYQY| r,

icm®
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nous concluons, en vertu des théordmes 4 et B: 1) que la fonction vy(X)
dans les relations (64) est définie et continue dans la région Q-+ 8 et vérifie
une inégalité de la forme

(66) [0 X)| < O(mpe"+ ¢ +my),
¢ étant une constante positive, indépendante de la fonction F' et de ¢;
2) que les fonetions »,(X) sont définies, continues & Iintérieur du domaine Q
et vérifient la limitation
(67) ©(X) < C'(mper+mp) + 0 ([log | XPxl| +¢s)
¢’ tant une constante positive, indépendante de la fonction F. Ensuite,
en vertu de la limitation (voir [1])
ar(p, const

APQ) e, )| < =2

T aTe |PQ ™

(r=1,2,..,m),

(67)

de Phypothése relative au probléme aux limites homogéne dujdT -+
+g(P)u = 0, de Phypothése (6') et de la limitation (voir ’hypothése (6"'))

(677)  |HLP, X, e X), -y tn( :H
< ma[l+n|YQp| " +mz|YQr[™",

on conclut, en vertu du théoréme 5, qu’il existe une solution continue
p(P) de la derniére des équations (64), vérifiant Tinégalité

(68)  [p(P)] < O ((mp+mm) ¢ +mi -+ melsup |oo[] + mi-+miz}
(" étant une constante positive, indépendante des fonetions F, @ et H.
Il en résulte que les relations (64) feront correspondre % tout point
= [Ug, Uy, «r Un, @] de Pensemble € un point déterminé V = [v,, vy, ...
'u,l, 9] du méme ensemble, si les constantes du probldme vérifient les
méga,htés
(69) Cump e +mp+e') < g,

0" [(mzp +mg+mg) ¢ +mp+me+mg] < ¢

ot Ia constante C, est le plus grand des trois nombres suivants: O et les
bornes supérieures des deux fonctions
C'|XPxf, o|XPx[[[log|XPx||+ci]

dans 1o domaine 2. En écrivant les inégalités (69) sous la forme équi-
valente

(70)  C"'[(mp -+ mg+mu) ¢ +mp+ma-+mi] < o <O%~mw’~%,

et en remarquant que les constantes g et ¢ sont arbitraires et r <1,
nous concluons que ’on peut toujours fixer ces constantes suffisgamment
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grandes pour que les inégalités (70) soient vérifides, guelles que soient
les autres constantes dun probléme.
Nous démontrerons encore les deux lemmes suivants.
Levme 1 La transformation de Vemsemble € par les relations (16)
est continue dans Despace A.
Démonstration. Soit une suite arbitraire de pointg U™ = [u§™, ui™,
vy P ™) de Pensemble ¢, convergente vers un point U = [4, uy, ..
.oy Un, @] de cet ensemble au sens de la norme (62); nous avons donc

(71) "ErillU(m) Ul = hm {sup 6™ — ag| -+

+sup [lXle",é; [ ]| + s 191} = 0

Considérons la suite des points V™ = [o{™, o™, ..., o™,
des points U™ par les relations (64) et soit le pomt
transformé du point limite U. Alors

™7 transformés
= [Dgy Vyy ey Uny 9]

(12) VP = sup |05™ —y] 4- sup |™ — |+

+ max sup {| X Px[* |o™(X) —0,(X)]} .

i PO

Or, d’aprés I’hypothése (4), on a

(12} |PLY,ue ), (T, eory i V)= FLY 0™ (X) , 0™ T), .., ul™(X)]|

n
<Tp Y |u(X)— (TP

ya=0

Il en résulte, en vertu des relations (64),

M )-«ql,,jhl"

(18)  1o(X) —0y(X)| < const | j f 5| ey

)—
+ const f f i Y["ﬂ aY < const { sup |ug™ — uo|["F - gup | — | -
8

S PN o S

Or, la dernidre intégrale est bornée, d’aprés la démonstration du théoréme 8,
donc, en tenont compte de ’hypothése (71), nous aurons

(74) Tim |o§™(X)—vo(X)| =0 .

icm®
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D’une fagon analogue, en raison des relations (64), nous pouvons écrire
Pinégalité

i 2 luf™ — b
() — y =0
|, (X ) — 0 X)) < constjff S

)
+ const ff {‘; Yl"(pl‘ (»=1,..,n)

ay -+

done, en tenant compte du théoréme 4, nous aurons
| X Px[? o™ (X)—v,(X)| < const {[prgq sup |ud™ — ' 4

)3 o
) L e

+sup |¢™ —p|-| X Px[*[|log X Pxl|+e},

d’ont résulte

(75) lim sup [|X Px[Fof™(X)—u(X)] =0 (+=1,2,..,%).
m-»o0 02

11 reste & étudier la différence p™ —y qui, vérifie, en vertu des relations (64),
I’équation intégrale
are,
~p(P)I+ j J[E+

J{ (m;
P, "Jom) Uo ):

(16)  — AP Epm(P) §(PIT (P, Q)| 1p(@)—

—p(@)1dg =

Pour démontrer que le second membre de cette éguation tend vers zéro,
si m—oo, étudions d’abord la différence

u.f{"))—E(P, Uy gy ooy Un) .

(T6)  dm=[[[{HIP, X, u™(X), ..., ud™(X)]—
Q2

~H[P, ¥, u(X), .., un( )} AT .

Dans ce bul remarquons gue, {’apréds linégalité (67''), & tout nombre
positif & on peut faire correspondre une surface S, située & Uintérienr du
domaine @, mais agsez rapprochée de lu surface S pour qu’on ait |ds,| < &,
ol 47, désigne la partie de Vintégrale (76') étendue an domaine (88.)
situe entre les gurfaces § ot 8,.

Or, en vertu de P'hypothése (71), les fonctions u™(Y) convergent
uniformément, au sens habituel, vers les fonctions correspondantes u,(X)
dans le domaine intérieur 2—(88,). Done, la surface 8, étant fixée, nous
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pouvons encore’ faire correspondre au nombre & un indice N, tel que
Pon ait |4} < & 81 m> N,, ol 45, désigne la partie de l'intégrale (76')
étendue au domaine 2—(88,). Nous aurons, par conséquent,
(76") lim sup [Am|=0.

m-o0 8
On fera ensuite I’étude des différences des autres termes de la fonction &,
donnée par l'expression (64), de méme gqu’on I'a fait pour les différences
o™ —u,, et on conclub, en somme, que

(77} lim S}sll) |E(P, o™, wl™®, oy ™y —E(P, vy e, ..y )| =0 .
Mm—00

Il en résulte, en vertu du premier théoréme de Fredholm, qu'on aura

(18) lim sup [wtm(P)—p(P)| = 0.

En rapprochant les résultats (74), (75), (78), nous concluons la propriété
suivante de la norme (72):

(79) Bm [V —V]| =0,
.m0

qui établit le lemme 1.

LeMuE 2. L'ensemble &', transformé de Vensemble € par les for-
mules (16), est compact.

Pour démontrer le lemme, il est nécessaire et il suffit de démontrer
que d’une suite arbitraire {V™} de points V™ = [of™, o™, ..., v, ™)
de ’ensemble €’ on peut extraire une suite partielle (V1 convergente
all sens de la norme (62). Remarquons pour cela que, en vertu des iné-
galités (67), & tout nombre positif & on peut faire correspondre une sur-
face 8, située & lintérieur du domaine 2, mais rapprochée de la surface 8,
de facon que les fonctions v™(X) vérifient 1'inégalité

(80) | XPx["[pi™(X)| < ez (#=1,2,..,n)

quel que goit m, le point X étant situé dans le domaine (S8,) entre les
surfaces 8 et J,. Observons ensuite que dans le domaine 2, = 2—(88,),
limité par la surface S, les fonctions »™(X) sont horndes dans leur en-
semble (voir (67)) et équicontinues, puisque, en vertu des inégalités (35),
(58), (86), les intégrales (64) vérifient dans £, une condition de Holder
dont le coefficient est le méme pour toutes les fonctions »™(X). Il en
régulte, en vertu du théordme d’Arzeld, qu’il existe des suites partielles
{of~(X)} (»=1,..,n) uniformément convergentes dans £2,, donc il
existe un nombre N(e) tel que

81) | X Px|? o X) —of*(X)| < &

e ©
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si m, s> N(e), pour tout point X & Vintérieur de £. Or, les fonctions
o™(X) dans 28 et les fonctions y™(P) gur § sont évidemment bornées
dans leur ensemble et équicontinues (voir les théorémes 3 et 6 et les iné-
galités (60), (67”'); il en résulte qu’il existe une suite partielle {V*»} de la
suite {¥™} qui est convergente au sens de la norme (62). L’ensemble &’
est donc compact.

Toutes les conditions du théoréme de Schauder [2] étant satisfaites,
nous en concluons qu’il existe dans € un point T* = [ug(X), u(X), ...,
uf(X), ¢*(P)], invariant relativement & la transformation (18), done il
existe une solution du systéme d’équations intégrales (9).

Fn s’appuyant sur les propriétés des potentiels généralisés (voir [1])
relatifs & 1’équation (1), nous concluons que

*
ui(x) = 280)

en tout point X & Vintérieur de 2 et que les fonctions u3(X), ¢*(P) repré-
sentent mne solution du systdme (7), (8). Or, A’aprés les inégalités (5), (56),
1a fonction F[Y, u§(XY), ..., uk(Y)] vérifie une condition de Holder dans
tout domaine fermé Q* situé 4 intérienr du domaine £2; par conséquent
la fonction w}(X) vérifie Péquation différentielle (1) en tout point X
A Dintérieur de 2 et la condition limite (6) en tout point P ¢ 8. Nous
pouvons done énoncer le théordme suivant.

THEOREME 8. Si dans Déquation (1) les coefficients et la fonction
donnée F vérifient les conditions I, II, III, IV, si les fonctions données
G(P,u) et H(P, Y, g, ..., us) sont continues et vérifient les inégaliiés (6'),
(8", enfin, si la fonction continue donnée g(P) sur S est telle que le probléme
homogéne dv|dTe+g(P)v =0 pour Péguation W(v) =0 wadmetie qu’une
solution nulle v = 0, alors il existe toujours dans Q au moins une fonction u (X)
qui vérifie Véquation (1) en tout point intérieur X e 2 et la condition limite (6)
en tout point Pe 8.
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