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DISTRIBUTIONEN DER RAUME Di» ALS RANDVERTEILUNGEN
ANALYTISCHER FUNETIONEN

VON
Z. LUSZCZKI‘UND Z. ZIELEZNY (WROCLAW)

Die vorliegenden Bemerkungen wurden angeregt durch eine Arbeit
von H.-G. Tillmann [3] iiber die von G. Kéthe in [1] definierten Rand-
verteilungen analytischer Funktionen. Tillmann untersuchte w. a. Rand-
verteilungen auf Kurven, die durch den unendlichfernen Punkt gehen.
Bs zeigte sich dabei, daB alle Distributionen mit kompakten Trigern
Randverteilungen spezieller lekalanalytisecher Funktionen sind.

Auf dhnliche Weise kann man Distributionen mit nicht unbedingt
kompakten Trigern behandeln und die ihnen entsprechenden lokal-
analytischen Iunktionen charakterisieren. Im folgenden werden wir
Distributionen. der von L. Schwartz in [2] eingefiihrten Réume Diw
mit 1 < p < co in Betracht ziehen.

DIE RANDVERTEILUNGEN

Sei R die reelle Gerade in der geschlossenen Zahlenebene 2 und {R;}
eine Iolge abgeschlossener Mengen derart, daB Ry, CIntR, und
R = M Rj. Der Raum aller im Inneren von R, analytischen und auf dem

k
Rande stetigen Funktionen, die im Punkt oo verschwinden, wird mit
B(Ry) bezeichnet. B(Ry) ist ein Banachraum mit der Norm

Iflle = supf(2)].
Zalﬂk

Die Vereinigungsmenge 20(R) aller B(Ry) ist ein linearer Raum,
wenn Funktionen aus verschiedenen B(R), die auf R iibereinstimmen,
identifiziert werden. Die lokalkonvexe Topologie 7, von QI(R)’ wird durch
die Nullumgebungen

(1) Ugop = {F: = Dy Dlesl <15 Il <

definiert.
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A’ (R) ist der zu U(R) stark duale Raum. Die Blemente von 2'(R)
werden als Randverteilungen auf R der in Q—R lokalanalytischen Funk-
tionen bezeichnet. Nach [3] entspricht nédmlich jedem u aus 2U’(R) eine
in Q—R lokalanalytische Funktion %(Z) — die Indikatrix von # — und
die Zuordnung ist ein topologischer Isomorphismus, falls im Raum der
lokalanalytischen Funktionen die Topologie der gleichmifBigen Konver-
genz auf kompakten Teilmengen von 2—R eingefiihrt ist (siehe [3],

S.70). Bs gilt
- 1
% (L) Z%[C—z],

u ist die Randverteilung adf R der Tunktion %(L).

DIE RAUME Dy

Mit Dz (L < p < o) wird der lineare Raum derjenigen auf R erklir-
ten wunendlichoft differenzierbaren Funktionen bezeichnet, deren alle
Ableitungen zu I” (R) gehdren. Die Topologie t, von Dyp is definiert durch
das System der Nullumgebungen '

(2) Vin, &) = {f: [f™|w < & fir m < n}.

Der Raum der Distributionen Dyp ist zu Dr¢ mit ¢=pj(p—1)
stark dnale. Nach L. Schwartz (vgl. [2], 8.57, théoréme XXV) lassen
sich die Distributionen aus Dz» folgendermafen charakterisieren:

EHine Distribution gehort dann und nur dann 2w Dis, wenn sic eine
Summe endlichvieler Ableitungen von Funktionen aus LP ist.

Jede Funktion aus 2(R) ist in einer Umgebung von R analytisch
und verschwindet im unendlichfernen Punkt. Folglich gehoren alle
Funktionen aus 2(R) zu Dzs. Wir beweisen

Sarz 1. Die Topologie T, ist feiner als die durch =, in U(R) induzierte
Topologie. ‘

Beweis. Sei V(e,n) eine beliebige 7,-Umgebung in 2(R). Wir
haben zu beweisen, daB es eine v,-Umgebung gibt, die in V(s,n) ent-
halten ist.

Ist {Ry} eine Folge abgeschlossener Umgebungen von R mit den oben
erwihnten Bigenschaften, so bezeichnen wir mit 28, den Abstand zwi-
schen B und CR, und mit 8§y die Menge aller Punlkte, deren Abstand von
ORy nicht kleiner als oy, ist. Ohne Rinschrinkung der Allgemeinheit kann
8 <1 vorausgesetzt werden. Dann folgt aus |f(2)| < g, fiir ze Ry, wegen
der Cauchyschen Koetfizientenabschitzung,

(3) ™) <edi™n!  fic  m < n und 228,
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DISTRIBUTIONEN DER RAUME Diyp 127

08, ist be?sch_rﬁnkt. Hs gibt also einen Kreis K um den Nullpunkt
mit dem Radius g, der 0S8, enthilt. Wir werden zeigen, daB

(4) Fl <
die IP-Normabschitzung auf R

fir  zeS,

(5) Wizr < m (4&“’&)
p—1

nach sich zieht.

In der Tat ist f(z) fiir |2| > g analytisch und verschwindet im un-
endlichfernen Punkt. Die Laurententwicklung

a a
FE ="+ 3 mit el < el

liefert fir = > 204

2my,
(6) (e < e,
Il
GemiB (4) und (6) gilt nun
M fir  Jo| < 2,
fl@) <i2 o Q1
If ()] < Nie O fiir 2| > 20s.
||
Hieraus ergibt sich
+00 —2e +201 L ip
f|f'(m)|pdm= f+ f+f <n?;Tg;
—o0 —00 -2 20 P
und folglich (5).
‘Wegen (3) ist also
4pox \"

5™ s < eyt

\

(7)

D
) fir m<n.

Wihlt man jetat

&

&b [p— 1)‘ »
80 erhilt man

Wl <5 fir m<n

und dies bedeutet, daf &l C V(s,n).
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Sarz 2. U(R) ist in Dy dicht bewiiglich der Topologie w,.

Beweis. Sei eine Tunktion feDy» und eine v,-Umgebung V (s, m)
vorgegeben. Wir diirfen annehmen, daf f(») auBerhalb eines endlichen
Intervalls verschwindet.

Zunschst soll f durch Funktionen der Gestalt

1 /]
(8) oy (@) = Tﬁ_”ml Sy fn: @
mit
n
(9) su(@) = D (areos o+ bisin o)

To=0
im Sinn von <, angendhert werden.

BEs sei .
M= sup |[(1+a")f(2)]7)
- 00 <L OO
und
M = max M.
0ghsm
Wir wihlen o so grofl, dal folgende Bedingungen erfiillt sind:
(10) ‘ Triger fC [ —a, a],
1 \® 1 .
(11) (i——l:mﬁ) < ppn fir || >a wmd k=0,1,...,m,
a0+ yr
(12) : o>
&

In [—a,a] ist (1+4°)f(@) in eine Fourierreihe entwickelbar, die
mit allen Ableitungen gleichméBig konvergiert. Zu jedem u >0
existiert also ein s,(x) derart, daB

P (“" ,) ~ [+ a*)f ()| <

fir & = 0,1, ..., m. Hieraus folgt

o () — 1 (@) < Cu,

worin € eine von p unabhiingige Konstante ist.
Fiir geniigend kleines u gilt also
/3

( j o (1

—a

o oe
) (o) d’l‘) &
~ ) < £
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und wegen (10)-(12)

([ +farad”<:

—o0

(F=0,1,...,m),

so daf
(13) Op -feV(*; s m).
Nun sei 0 < 4 < 1. Wir setzen

L ore()
27ril t—z 7

(14) an(2) =

wobei der Integrationsweg I, aus zwei zur reellen Axe parallelen Strecken
besteht und zwar von —n—44 bis n—41 und von w4144 bis —n-t-il.

Die Funktionen a,(z) gehéren offenbar zu 2A(R) und konvergieren

mit n — oo im Sinn von z, gegen o, (2). Es gibt also ein solches Ny, daB
an—0peV(e/2,m) fir alle n >n;. Wegen (13) erhilt man alsdann
—feV(e, m) fir n > n,.

Aus Satz 1 folgt, dafl jede Distribution T'e Do eine Randverteilung
definiert und auf Grund von Satz 2 ist T durch u vollstandig bestimms.
Wir haben also die

ForegerunG. Jede Distribution aus Div ist eine Randverteilung auf R.

Wir wollen jetzt diejenigen lokalanalytischen Funktionen charak-
terisieren, die Distributionen aus Dz» als Randverteilungen haben.

Sarz 3. Bine in Q—R lokalanalytische Funktion % (L) (¢ = &+ 1in)
hat als Randverteilung eine Distribution vweDip dann wnd nur dann, wenn
Jiir jedes festgesetzie n 0 die Funktion w(£+1in) der Verdnderlichen &
wu IP (R) gehort und die Norm |[u(E-+in)|e mit 5 — 0 langsam wachsend
ist, d. h. es gibt ein M und eine natiirliche Zahl m, so dap

- M 0 falls |y >1,
16 il € — it k=
(16) 12 (&4 in)l|zp < P mi IWI falls Il <1
Beweis. a) Die Indikatrix f({+4n) einer Funktion feI” gehort

bei beliebigem festen 5 =« 0 zu IP und die Norm ||f (£+-i%)||z» ist beschrankt
(vgl. [4], S.133-138).
Ist w =™ n>1 und feI’, so gilt

(= T f)
1 (E) = e L (C—t)””df
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Bei festem # = 0 gehort also # (&4 4n) als Funktion von & auch zu
I7 und die Anwendung der Holderschen Ungleichung liefert

!
< Ul
|7l

Nun Lt sich aber jede Distribution aus Di» als Summe endlich-
vieler Ableitungen von Funktionen aus IP darstellen. Aus dieser Tat-
sache erhilt man, wegen (17) und der Bemerkung am Anfang des Be-
weises, die Ungleichung (16).

b) Bs sei jetat % (¢) eine Indikatrix, die den Bedingungen des Satzes
geniigt und ¢ (2) eine auf B definierte unendlichoft differenzierbare Funk-
tion mit kompaktem Trager. Die Faltung

a7 Il (& -Fdn) lzo

o

—_—f

-0

w({) L (C— 1) (t)dt

ist in 2—R lokalanalytisch und geniigt auch den
Satzes. Aullerdem gilt

Forderungen des

oo

f (& 1) g™

~N

()/1

18
(18) (M

tydt.

Unter Anwendung von (16) und der Holderschen Ungleichung er-
hiils man hieraus '

g - in) ! M, 0 falls B > 1
agy etk M e g el
L Oy 12 |l7|‘ o falls |y| =L
(n==0,1,...), wo M, Konstante sind.
Rir 0 <<y < 1 ist aber
1
| ik 11 1l i O
[T o),
P oy e " v
Aus (19) und (20) folgt also
| f)’w,) §4in) | M, .
D < | i
() T w \J ‘,'” .
7
Dies liefert
‘6” (E—I-m)' - M, [q™ -1, wenn  m >1,
i " flze —M,nn+N,, wenn o= 1
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i DISI'RIHUTIONEN DER RAUME DLp 131
mib
dll w ( E‘i"li i
=Y
Iz

ag"

Nach m-maliger Wiederholung obiger SchluBweise erhalten wir
schlieflich fiir 0 <5 <1

wo die K, Konstanten bezeichnen. Wegen (19) gilt (21) fiir alle 7 >0..
Einem Satz von Titchmarsh zufolge (siehe [4], S. 139, Theorem 103)
zieht die Beschrinktheit der Normen (21) fir 7 >0 die Konvergenz

P(&-+in) = p* (£) n—> 0+

Sinn von 7, nach sich.
Da nun ¢(#x) eine beliebige unendlichoft differenzierbare Funktion
mit kompaktem Triger war, folgt hieraus (siehe [2], . 57-58), daB

0" p(&E+ 4 'n]
o0&

p(&+in) |

ann < K:n

(21) H (n=20,1,...),

o

mit

im

\

U(E+in) —wt(E) mit -0+
in Dip.
Analog zeigt man, dafl
W(E+in) > u () mit 50—
in Din.
Fiir jedes & >0 hat nun die Indikatrix
~ W(C+ih), wenn 9 >0,
“h(C) =1~ .
u(f—14h), wemn <0

bei Anndherung an den Rand R Grenzwerte uj (£) und uf (E), die zu Dy»
gehiren. Die entsprechende Randverteilung u; = uj +uj gehort also
auch zu Dyp und konvergiert mit & — 0 in D/p gegen . Damit ist gezeigt,
daB weD ip .
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