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4. Espaces complets de II genre. On a le théoréme suivant:

TaEoREME 3. Quel que soit Pespace compact Z de dimension n = 0,
Pespace N xZ est complet de 11 genre.

Démonstration. On a dimNxZ = dimZ = n, car dim Y = 0.
Soit he: N XZ - NXZ une compactification de A xZ. Considérons la
projection p(&,2) = & pour tout EeN ob zeZ, Lo p: NXZL —N et

p(NxZ) = N, et la fonction continue f= phe 1, Aol f: he(NXZ) - N
et fho (N XZ) = NA.

Il en résulte que pour tout EeN on a

F1E) = @R 7HE) = hep™(§) = ho[(£)XZ],

dot dim fNE) =dimZ =n et f'(§ est compact. En posant
X = NxZ, A=h(NxZ) et ¥ =, on a done n < dim[NXZ~—
—he(WXZ)] en vertu du théoréme 2 et, par conséquent, l’espace com-
plet N xZ n’est pas de I genre en vertu du théoréme 1.

CoROLLATRE. Tout Gy de la forme N xI™ ot n >0 est de IT genre.

Tlexistence des espaces métrisables séparables et complets de
II genre et de toute dimension finie étant ainsi établie, les questions
suivantes s’imposent:

P 312. Existe-t-il un espace métrisable séparable et complet de
II genre qui soit de dimension infinie?

P 313. Existe-t-il, pour tout espace X métrisable séparable complet
de II genre et de dimension positive finie, un espace compact Z
de dimension positive, tel que le produit cartésien N xZ ait une image
homéomorphe dans X?
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UNE GENERALISATION DU THEOREME DE KURATOWSKI
SUR LA CARACTERISATION METRIQUE DE LA RETRACTION

PAR

W. NITKA (WROCLAW)

Soient M un espace métrique, p la distance dans M et R C M. Pour
tout point weM, soit o(w, R) = info(x,y) la distance entre z ot R.
yeR

Appelons convexité de B relative & ¢ au sens de de Groot [2] la pro-
priété métrique suivante de R:

(G) weR, yeR, zeM et o(x,2)+p0(2,y) = o(w,y) entrainent zeR.

R est dit un rétracte de M (notion due & Borsuk [1]) lorsqu’il existe
une fonetion continue r: M — R (dite rétraction) telle que »(y) = y pour
tout yeR.

Congidérons encore la propriété métrique suivante d'un RC M
relative & p:

(K) il existe une fonction r: M — R faisant correspondre & tout
point ze M un point 7(z)eR tel que o(z, R) = o(z, r(x)).

Kuratowski [4] a démontré que

(1) si M est compact, R fermé et R posséde la propriété (K) relati-
vement & g, la fonction r dont il y est question est continue (R est donc un
rétracte de M);

(2) réciproquement, si B est un rétracte de M, il existe dans M une
métrique o* topologiquement équivalente & o (c’est-d-dire que toute
suite de points de M qui est convergente dans g l'est dans o* et réei-
proquement) et telle que R posséde la propriété (K) relativement 3 o.

Il suffit d’ailleurs dans (1) de ne supposer que la compacité de R.

Convenons de dire qu’une métrique est conforme & la topologie d'un
espace dans lequel elle est définie lorsque la convergence d’une suite
quelconque de ses points, d’aprés sa topologie, vers I'un de ses points
équivaut & celle vers le méme point d’aprés la métrique en question.

On & la généralisation suivante de (2):
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TuhorEME. M élant un espace topologique mélrisable, soit K um
rétracte de M, muni &’une memqua or conforme & sa topologie dans M.
11 ewiste alors uwn prolongement o de on étant une métrique dam M tout
entier, conforme & lo topologic de M et telle que R a relativement & o* les douw
propridtés (G) et (K).

Démonstration. On peut se borner au cas de B composé de plus
d'un point, le théoréme étant trivialement vrai dans le cas contraire.
Soit ¢ la rétraction de M & R. Cet ensemble est donc fermé en tant
quimage continue de l'espace tout entier. On peut par conséquent (voir
[3], I) prolonger la métrique partielle gr & une métrique o, de 'espace M
tout entier. Bn posant pour tous les » et y de M

o(x,y) = minle;(@, ¥), o(®, R)+0.(y, Ry,
oa(@,9) = {[os (@, ) +p(z, »II'",

‘92 est aussi un prolongement de op & M tout entier (voir [5], Remark 2),
mais qui a en outre la propriété suivante:
(i) on n’a 'égalité o,(2, 2)+ 0a(2, ¥) = e:{, y) powr @, y et z de M,
deux & deux distincts, que §'ils sont tous les trois des points de R.
Définissons maintenant o* par la formule

(i) o"(@,y) = Heal, ¥)+ 0alr(@), r(¥)]} -

Le premier sommande entre accolades étant une métrique et lo se-
cond une pseudomsétrique, o est une métrique. Elle est conforme & la topo-
logie de M grice & la continuité de 7.

Pour montrer que 'image r(2) de la rétraction d’un point arbitraire
de M est le seul point le plus proche de # dans R, on peut se borner évi-
demment sux points weM —R, car on a r(®) = & pour tout el d’apres -
1a définition de la rétraction. Or r[r(s)] = r(x) entraine

(iid) e, @) = }oslo, 7(@))  powr tous  wel.
On a done pour zeM—R ot r(®) = r(2) = zel
0" (@, 9) = $oa(®, 2)+ 0alr (@), 7(2)]}

= ‘%[92(“” ?)+ Qn("(-’” )y z)]

> %Qe(wiy"("”)) = @*(w, f(r”)):
ol le premier signe d’égalité résulte de (ii), le second de r(2) ==z et le
dernier de (iii), tandis que le signe d’inégalité est une conséquence de la

propriété (i) de e, les points @, r(x) et # étant deux & deux différents par
définition. Il est ainsi établi que R a la propriété (K) relative i o*.
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Reste 4 montrer qu’il en est de méme de la propriété (G). On a en
effet pour zeR, yeR et 2e M —R

( 3,Y) < Hou(®, 2)+ 0a2(2, ¥)+ 027 (#), 7(¥)]}

trivialement pour ® = y et en vertu de (ii) et (i) pour & # y. Par con-
séquent,

o (@, 9) < $oo(w, 2)+ 0oz, )+
= o"(@, )+ 0" (2, 9)-

La convexité de R relative & o* au sens de de Groot est ainsi ébablie,
ce qui achéve la démonstration. -

e[ (@), 7)1+ ealr(2), r ()1}
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