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Sur P'ensemble des points de divergence des séries de
Fourier des fonctions continues

par
J. Sladkowska (£6d%)

Trdos, Herzog et Piranian ([1]) ont démontré que chaque ensemble
de mesure logarithmique zéro est ’ensemble des points de divergence
de la série de Fourier d’une certaine fonction continue. Si, de plus,
Vensemble E est de classe F,, il existe une fonction continue dont la
série est divergente pour chaque z ¢ B et convergente pour chaque ¢ E.
On sait depuis longtemps que Vensemble E de tous les points de divergence
doit étre de classe Gy, si Voscillat’on est finie, de classe @5 si oscillation
est infinite. Dans cette note je vals démontrer que ces conditions
('ensemble E est de classe Gy eb de mesure logarithmique ‘zéro si
Voscillation est finie, de classe @, et de mesure logarithmique zéro si
Toseillation est infinie) suffisent, toutefois avec une certaine restriction,
pour qu’il existe une fonction continue dont la série de Fourier ait les
propriétés énumérées.

TUn engsemble F de mombres réels a pour mesure logarithmique zéro
si Pon peut le recouvrir par une gquantité tout au plus dénombrable de

segments ouverts de longueurs L;, L;<1, telles que ;‘ 1—@1——@ 8oit
arbitrairement petite.

Je dirai quun ensemble B de nombres réels est périedique de
période a, si sa fonction caractéristique est périodique de périede a.

Je désigne par Sz, f) la 1™ somme partielle de la série de Fourier
de 1a fonction f(x) au point .

LuyME. Pour fout ensemble E périodique de période 2w, EeGy et tel
que B est de mesure logarithmique 2éro, il ewiste une fonction périodique
et continue f(z) dont la série de Fourier a les propriéiés suivantes:

1° o suite {Su(z, )} est bornée, |Sulw, )] < A pour chaque © et pour
chaque kF=10,1, ..

9° Ta suite {Su(@, f)} est divergente pour chaque zel;

30 la suite {Sp(z, )} est convergente pour chaque xé E.

Démonstration. ¢ étant tn nombre arbitraire positif plus petit
que }, il existe un systéme tout au plus dénombrable de segments
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ouverts B™ de longueurs 25™, 5™ < 275 m = 1,2, ..., tels que leurs
somme recouvre £ et que

Z—w—];— <e ™.
log (1/26™)

m

Rangeons les segments B™ en une suite selon la régle suivante: par-
tageons les nombres en classes, en mettant le nombre 5™ dans la classe
B, 1=0,1,.., s '

2-(l+1) < b(m) < 2—1.
A chaque classe B; appartient évidemment une quantité tout au plus
finie de nombres 5™, et certaines de ces classes doivent étre vides,
Désignons par {I;}, j =1, 2, ..., la snite partielle de la suite {l} telle que

By #0 et By=0 pour L), j=1,2,..

En posant Bf = By, j =1, 2, ..., nous obtenons un ensemble de classes
{87} non vides. Le nombre "™ appartient & la classe B} si

97 p < 9,

Soit %;, k; =1, le nombre des 5™ appartenant & la classe B}. Désignant
les nombres "™ de la classe BY par

byy gy ey by, ,
ceux de la classe B par

biy1, Biepizy «oes bkﬂ-k“

ete., nous rangeons tous les nombres 5™ et, par conséquent, les segments
B™ en une nouvelle suite
{0n}: by, by, .., bays Dy ooe sy ltis Dyt ka1 oe
Remarquons que
o0

k
(1) H<e.

14

i=1

A la suite {b,} nous faisons correspondre une suite de nombres naturels
{ma} de la fagon suivante:

() Le symbole log désigne dans ce travail Ie logarithme a base 2, par contre,
comme d’habitude, In le logarithme naturel.

) & cause de Iinégalité 3™ < 278 1, » g,
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py=[13L], p;=max{{1}l], pia+ki-d, §=2,8,..

Remarquons que .
10 La suite {ms} ne croft pas plus lentement que la progression
géoméirique {27},

o1
0 << 4.
2 Zlogmnbn< ¢
n=1
En effet, si bye Bf, on a
1 ! 1 4

< — <
logmaby  log2® +log2™ @™ “13,—2-1 L

H

doli, & cause de (1)
00 ==}
Z _1 <4 Z L} < 4e.
o logmuba A 1

3° La suite {ap}, oit 4n = maby, tend vers zéro de telle fagon que
aﬂ>bn et anlbn‘—>+00. . . .
En effet, de 1a définition des nombres p;nous déduisons facilement que

= max {{134], [13 L1+ Ejmy, [L3T—a] 4 Fima+ Bjns s
" SRR [13h]+ T 4R+ +Ejmads

d’olr
(2) Py <1341+ R+ Foat oo+ R
Etant donné que
1
_— Byt kot + ks h ky 7fi<s<_
PR A §

on a enguite

(3) k-t kyt ...+ ki< 1l pour j=1,2,..

{®) [#] désigne le plus grand nombre entier <.
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8i maintenant & +..+k+1<n < k+...+%;, nous aurons, vu (2)
et (3), :
(4) O < Mgy aniteis ng < 27>1+k7—1 : 2—%

< 2sljl2+ljl4—f’.lj—1 — 2——11/2—1’

par congéquent a,—0 et an/by = My by = 27 27HTN 5 b2 o)
4° Pour 1> 0 arbitraire il existe un 6> 0 tel que si b, <<d alors
ap -+ nf6mn < 7, e 6 ne dépend ni des nombres l;, ni des nombres ks, ni
méme de &, & condition que Von prenne ¢ <}, cest-d-dire &, ne dé?p;eml
pas duw systéme de segments cowrvrant ’ensemble B. ’ ’
En effet, admettons

6 =g HBWM 1

Soit ensuite B, un segment arbitraire de notre systéme de segments
tel que
by < 2—-4103(1/11),

alors &, ¢ Bf, ou 1; > 4log(l/n)— V-
= )—1. u (4), le nombre [Te ;
 verifie It lite L7 (4), re correspondant

an+ﬁ/6WLn< 2—1;]4—1+2—slﬂ2+1< 2—1;/4—1/4< 7
N 4

ce qu’il fallait démontrer.

§oit mainten?unt_- (¢, a+2m) un intervalle dont les extrémités n’ap-
partiennent pas @ K. Un tel intervalle existe, car 'ensemble & est de
mesure zéro et admet la période 2x. Posons

-Ea-—' E (a7 a Il “') -
L ensemb. ( L) st d
a a 27 [ e Class : i
I le E (- IVI'C @, a+3 e G,; et la: mesure 10ga:llbh'

s SRecoux'fons maintenant l’gnsemble E, d'une facon particuliére par
egments By, en tenant evidemment compte la condition

! 1
;lh_og (1725, <e, &<},

Posons tout d’abord

(5) E, :p@l(}p, GpO Gy et Gy ouvert.
On peut admettre (en multipliant au besoin par («,a+2xn)) que
Elc:;r clcl;aque P GpC(a, a+2n). 11 suffit de le faire pour p =1, car la
sem?blé (1;}-91‘8: dlescendante. Soit § une composante quelconque de ’en-
som 15 représentons-la comn'fe la. somme d’une quantité dénombrable
egments O; fermés, dont les intérienrs sont disjoints et les extrémités
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n’appartiennent pas & l’ensemble E,; ceci est possible, car Iensemble
E., étant fermé et de mesure zéro, est non dense. Pour chaque segment
O; formons un segment ouvert 0} ayant avec O; le méme milieu, tel que
0,;C 07 et que 0} soit contenu dans le segment dont les extremités sont
les milieux des segments adjacents & 0;. En prenant

n; = }(long. 0j—long.0j)

et en choisissant pour 7;, en vertu de 4° le nombre correspondant d;,
divisions le segment O; en un nombre fini de segments fermés I, dont
la longueur ne depasse pas §; et les extrémités n'appartienpent pas
5 lensemble F,. En procédant de méme avec chaque segment 0;, on
peut représenter la composante § comme la somme d'une quantité
dénombrable de segments fermés Iy, dont les extrémités n’appartiennent
pas & lensemble B, et les longueurs sont inférieures aux nombres cor-
respondants §;. En répétant le méme procédé avec chaque composante
de l'ensemble Gy, on peut représenter celui-ci comme la somme d’une
quantité dénombrable de segments fermés, d’intérieurs disjoints, ayant
les propriétés énumérées plus haut. Rangeons tous ees segments en une
suite simple {I;}; alors Gy = U I;. Considérons Vensemble I, E,; ¢’est un

7
ensemble fermé de mesure logarithmique zéro, par conséquent, au nombre.
.9/27'+1 on peut faire correspondre un systéme tout au plus dénombrable
de segments ouverts By, de longueurs 2bsm, tel que ce systéme recouvre
Tensemble I, E, et que

vl ‘

6 —_ =
© £ log (1/2b5m) 2T
Nous multiplions le systéme {Bj,} par I3 (%) et modifions le systeme
ainsi éduit de telle facon que les segments ayant des points intérieurs
communs soient réunis en un seul segment. Le systéme de segments
sinsi modifié vérifie également I’inégalité (6). Bn effet, si le segment b
est la somme des segments by, by, ..oy br; alors by+by+..Fbp=b et
b;<b,j=1,...,k Etant donné que la fonction loga™/s™" est croissante
pour z < 1lfe, on aura pour b <1/2e
log(1/2b;) _log (1/2b)
S5

126, T 12

1 b 1
done logé-b—j < Elog 55
d’ol
X
k ' b
2 1> "Z " S S
“~ fog(1/2h5) = b log (1]2b) © log (1/20) :

() I} désigne Uintérieur du segment I;.
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Du systéme infini de segments ouverts Bj, qui recouvrent I’ensermble
fermé I; 5, nous extrayons maintenant, en vertu du théortme de Heine-
Borel, un nombre fini de segments qui recouvrent également I'ensemble
I;E,. La longueur de chacun d’eux ne dépasse évidemment pas le nombre
d; correspondant au segment I;; ces segments sont disjoints. En faisant
une construction analogue pour chaque segment I;, nous obtiendrons
finalement un ensemble dénombrable de segments {B,(,IL)} de longueurs
253, qui recouvrent conjointement ’ensemble G E, et tels que

S < e
log (1/203) gt

m j=1

En outre, chaque point de I'ensemble G, E, appartient & un seul segment
BY). En faisant correspondre au nombre b les nombres ml) et ol au
moyen de la méthode décrite dans 3° nous construisons deux nouwveaux
segments ouverts: le segment A,(,? concentrique 4 Bﬁ,l,) de longueur 2a,(,ll) et
Ie segment A%, de méme longueur 24, mais dont le milien est déplacé
de —n/6my) par rapport au milien commun des segments BY et 49D,
Les segments A% et A% sont contenus dans le segment 0} eorrespondant
4 I;. Il résulte de ce qui précéde que le point arbitraire @ ¢ (a, a-+2x]
appartient & un nombre tout au plus fini de segments 4P et AP, En
effet, si » n’appartient pas & G, il n’appartient 4 ancune composante §
et, par suite, & aucun des segments AL ou Z,%), qui sont entiérement
contenus dans ces composantes. Si, au econtraire, x appartient 4 @,
il appartient & une certaine composante S et, par suite, & un ou deux
des segments fermés Oy, et chaque point du segment 0; appartient & un
nombre tout au plus fini de segments A% et 2. 4 ceux dont les milienx
sont contenus dans un seul segment 0,;, adjacent & 0;, et & ceux dont
les milieux sont contenus dans le segment 0; méme.

Prenons maintenant ’ensemble @, et procédons avec lui comme
avec Pensemble G, avec la seule différence que nous imposerons au

sysféme des segments {BY) de longueurs 2b% et recouvrant ensemble
&, B, la condition

Sz <
o log (1/267)) ~ 2*

En continuant le méme procédé, nous obtiendrons un nombre dé-
nombrable de systémes dénombrables de segments B de longueurs 260,
Changeant le numérotage de ces segments, suivant le principe indiqué
an début de cette note, nous rangeons la suite double {p¥} en une suite
sm'aple {0x}. Le systéme de segments ouverts ainsi obtenu recouvre
évidemment Pensemble E,, puisque les segments de chaque suite ont
cette propriété, et il possede les propriétés suivantes:
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[=]

1

A Z Tog(12bs) ~°

b. SZ x € By, © appartient & un nombre infini de segments Bn. -

En effet, lorsque e E,, on a # € Gy pour chaque », done @ e G,,.Ea,
et par conséquent @ appartient au moins & un segment de la nme smi.:e..

¢. Si @ ela, at+2n]—HB,, © appartient & un nombre tout au plus fini
de segments Ay 6t Ay. \

En effet, si # € («, ¢+ 2n]—FB,,  n’appartient 2 aucun Gf' et.da,ns
ce cas il n’appartient & aucun des segments .4‘.11; on 4, ou bien 1} ap-
partient & uwn nombre fini d’ensembles Gp, 80it Gy, Gy, ..y Guys puisque
chagque point # e (a, a+ 2] appartier%t 4 un non.lbre tout au_plus‘ fini
de segments A, ou A, de chagque sm.te, notre point x a,pparmtant 4 un
nombre fini de segments de n, suites initiales. N’appartenant. pas & .G" pour
n > A, il ne peut done appartenir 4 aucun segment des suites suivantes.
Une semblable construction pour les ensembles de mesure >0 et pour
1a fonction discontinue est appliquée par K. Zeller [2].. .

En désignant par oy le centre de Ba, on peut écrire les suites de
segments construites plus haut sous la forme:

{Bﬂ} {(xﬂ - b'ﬂy T -+ bn)} ’
{A'n}: {(w'n— Oy Tt @)} ;
(Ao} {(@n—7o[60n— Gny Tn— 7/69n @)} .
A Taide de ces suites et de la suite {m,} nous construirons maintenant

deux suites de fonctions {pn(x)} et {pa(2)} contilllues‘et périodiques, qui
sont définies sur le segment («, o+ 2x] comme il suit:

[(}an—lw—mnl)sinmnlw—mn[ POUT & € (Xn— Gn, Tnt0a)

oale) = 1 o pour @ e (a, ¢+ 2] — (&n— Gn, Tn T an),
l 1) sin3my |z—a ——
(am~ l G—ltn— o /in 3my " S
@ € | Bn— o — i mn—_l+a,,),
o) = pour T , T
™ T '
l 0 pour 2 e (a, a+2x]— (wn— bm—an,mn-—m—ran).
On a les inégalités:
(M lpa(2)] < @ s )| < O -
Posons
Pn() yn() ) .
® /(@) = 2 (anlog anmn+ @,1083an M,

=1
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Nous allons démontrer que f(z) a les propriétés suivantes:
(x) elle est continue ot périodique de période 2r;
(B) @) <4e;
() 18t Al < 22214 (14 5m £ 2+ TIng)- e ()
pour chaque k > 3my et chaque w;
(8) pour chaque % € (Tn—bn, 2p+by) on a

|Shules 1] > 75 ln2 é (44+17m+241n7) ¢

ou bien

|8tmal, P > lnz (4 +17%4+24In7)- ¢

{«), (B). Vu (7) on a linégalité

Pl %) Ynl(2) e 1 1
2,108 anMy  anlog3anmn | " loganmy, ' log3agm,

Conformément & la définition de a, (voir 3°, p. 273)

. log anmy = log (mnby)? = 21og iy by,
€

log3anms = log3 4- 21og my by ,

&t par conséquent (vu 2° p. 273) la suite du second membre de (8) est
uniformément convergente, d’olt résulte existence et la continuité de
f(z). En outre, 'inégalité

1
; Togmaby = 4o,

[f(2)] < se.

entraire

La périodicité de f(x) résulte évidemment de celle des fonctions gu(z)
et ya(z).

(y) Démontrons d’abord que Pon a les évaluations suivantes:

(8) pour 0 < a< § et pour des nombres arbitradres positifs p, q

1
8 singt g-i-Eln ;—)—i;q-l—l-lnS, P#q;
lfsinpt-_ﬁdtlg g
i 8
’ lﬂ;: p=4q;

) Siiz. ) =

(@, )= Sz, f) 0 lorsque & —>oo;
en outre [S¥(z, f)— Sk (@,
Les suites {S(x
vergentes.

]‘l < M ot M est une constante indépendante de = et de k.
» N} et {S¥(w, )} sont en méme temps bornées, convergentes ou di-
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(10) powr chaque o e f8
ﬁ .
lf cospt- %’t—dt\ < 2x4-2In2;
(9’) en outre, si plq <% ouplg=2,
g .
sin
U sinpt-i——fﬁdtlsén—%gln&
“®

Afin de démontrer (9) pour p #F g (pour p=¢ Pinégalité (9) est
évidente) considérons trois cas:

b ™ ke (s

P <a< az= .
Spre’ 2pro S T ep—d’ U7 2lp—4

a <

Dang le premier on a:

\f sinpt - smqt i

=fAp+a)

8
; LVt
<|f sinpt- santdt +12 cos(p-+q) dz4+
3 ‘(p-HI)
=/2ip~al 3
+\1 J cos(p— dtl+ J COS(PZ—Q)tdt!
2
w/2p+q) ~ wizlp—al
p+q
ln3+ I +3 I3
<2(p+ 1 max(p,q)+ [p—d|
T P+4q
<"2_+5m)p—4!+hl3'

Dans le second cas
8 .
tf sin pt - su;qt dt}

8 ( ) 17:[‘2190-' COS( q)t
1 cos(p q t \ 1_ ————-——(Zt
=< 1—2 f 7 di + .

v

I3
1 j cos(p—qit 5

rl2!2:-qi

<Ims+l 1nlp+q\+—l n3 —~1n‘p+q\+1n3

Enfin, dang le troisiéme

8
U sinpt -

T B
. 1 —q)t
811;qtdt\<%fc_°§(_1’tiﬂ)_tdtt+1ﬁfﬁ(ﬁr@~dt <In3.
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On a donc bien (9). Des considérations analogues permettent de
prouver (10). Soit
fulw) = Zﬁf%(m) , & =1[aloga;m;,
=1
o -
fale) = D eivila), e = 1jalogBagmy;
FESSY
~alors f(2) = fi(@) + (@) et Silw, f) = Sil(e, f) + Sk, fy).
Pour démontrer que les sommes partielles 8%z, f) sont uniformément
bornées, il suffit de le prouver pour les sommes S¥(z,f) et Si(w, f,).
Etant donné la définition de la fonetion f,{z) et la convergence uniforme

o0
de la série D) &pi), nous avons
4=1

S in kit
26¢¢5(m+t)-811; i
f=1

J &
1 g sin kt
‘;;281[ il 1) - S5 gy

y 13
=1

() sitw, i) =1 |

En admettant que k> 3m,, nous définissons » de telle fagon que
My < k< My 41,

et divisons la somme du second membre de (11) en 4 termes:

n—1
(12)  SH@,f) = D) eeSHe, 0) + enSHE, 9n) + ens1 SE@, Prsa) +

i=1

+ D e, 9.
T=n+2
Désignons les successivement par S%, 83, S% et 3. Nous avons ensuite
Tzt
gin kt
i

(13) k@, i) =

afH

(@i~ o+ 1— o)) sinmg| e+t — ;-
Ty——y

Considérons 3 cas (8):
2L —2 < —ata,
2° a; < my—w < 2ay,
30 L wy—m < a5,

dt.

(*) L'image de Ia fonction ¢, étant symétrique par rapport & la droite = %ys

les images de tous les 8=, p,) le sont aussi; ¢’est pourquoi il suffit d’admettre, par
exemple, que z < @, .

icm

Sur Uensemble des poinis de divergence des séries de Fourier 281
Dans le cas 1%
1 s
1 sin k
(14’) lsi‘gl’t(my ‘Pi)l <'7; . —_——logaimi ___m at
2—x—ai
él 1 ml_m+al £ 1 .1n3
n logasm;| @—x—a; = logam,
Dans le cas 2°:
1 s sinkt . |
e Sk, )| < ] ll (a; -+ @0 ;- 1) sz 41— ay) - - . dt‘l_{_
Ti—T—dy
XTy—T AL .
. sin &t
+\ (a;—x +x;— ) sinmy(z +i—a5) - 7 dtl}’
k m:m
mais
i a;+e—x-+1 i
f sinmg(@ +1— ;) - sinkt - 2 e ; L dt[
Tg—2—04
xi—T . t
< f [“"Twrﬁﬁi—‘ dt < 20
Ti—X—0;
et de méme
e a;—x+x;—1
sinmy(e+t—w;)- snkt - _L_;t’__l_ dt\
Ti—%
2i—x+-0i . ,__ﬂ
< f lﬂ_ile"_l@__. dt < 4a;,
€T
done
1 1
as) |ec S, @)l <% Togaym;
Dans le cas 3°:
, XX ALL
(16) e Sk(z, @il éi'si H sinmg(@ 41— ;) sin ktdt1+
T: Lg=-r—=ai
xr{—T .
! " sinkt
+|ai—’xi+wi‘ j sinvizi(m+t—mi)-—t—dt.+
]
e . sinkt it
+lact+2i— 2| f sinmy(® +1—m) - —— d |
Zi—%

19
Fundamenta Mathematicae, T. XLIX.
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On 4a les inégalités suivantes:
T—=T+a;

sinmy(@w -+t — x;) - sinkt di 1 < 2a;,

‘mi—z—04
y—2 .
sinkt

sinm;(e 4+t — ;) - 7

T—T—4

"
au‘—z
j cosmy;t -
Bi—T—0%
xc.—m

+ leosmy(z— )| ’ J sinmgt - SLJ;—k—t di i

sinkt
t

< [sinma(— m)] & | +

T—x—ay
ri—-ztay
et la méme inégalité pour [ . En admettant que i n et 4 £ n+1,
—T
nous avons, en vertu de la définition de la suite {mn},
mfk<fpour i=1,..,n—1 et myk>2 powri=n+2,..,

et, en profitant des indgalités (9') et (10), nous constatons que

e .
| j Sinmy(e -+ 1— ;) s”;kt dt1
L—L—a3
L2n+2In24-4n+$In3 < i=+1In3,
. Ty—L+ag
et de méme pour Pintégrale [ . En revenant & (16) nous obtenons
24—z
(17) lec88(@, 99} <+ —— 1 (204 2057+ TIn3))
TPV n adogagmg
2 1
—;m(1+57¢+71n3).

En tenant compte de (14), (15) et (17) nous avons pour chaque
we(a, a+2n] Pinégalité :

2 1 -
(18) Je: 8%, )] <E‘log_a,~_—m(l+m+7]n3)’

pbourvu que i ¥ n et { % n+1. L'indice ,,i° ne prenant pas ces valeurs

dans les sommes 8; et 85, il est facile de voir que pour chaque 2 € (a, a-2r]
on a les inégalités (voir 2° p. 273)

n—1

2
(19) |8 <Z(1+5m+7m3) > = %
18] <= (1 +5m+ )glogaimi<ﬂ(1+5n+7m3)s,

(19 |8k <

E R

7

~ SOY 1 4
14 7In3 —
(i ontind) {=n+210gai7ni < T (145 +Tm3)e.
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11 reste done & évaluer les expressions [Si| et |Si|. Si mafk < %, nous
ajoutons S & la somme 8%, ce qui ne modifiera pas I'évaluation de |S|.
Par contre, i ¥ < Mma/k <1, nous évaluons |8% comme il suit:

10 sinkt | _2 1 [ |sink
188 = |2 en [ pulo+nHa| < T s j L LAY
2 1 4 logk-ln2 _2In2 log 2ma,
\E'loganmﬂ(”_l_logk h2) <3 log anmy x  logbamn
21n2 1 2In2 +21n2 log(1/ba)
=T logbuma w n logbuma

Supposons que le segment By appartienne & la classe BY; alors

Zl_ <o bymg > 9=t opi >, g=Yy—1HLR) o, pliz=2
¢
d’or
log (1/bw) _ 1+
Togbamy,  31;—2

<8.

En définitive on a done

2 8In2 2In2  16In2 82 18In2
(20) ]Skl<——;{“8+—w— -T———E+—_—Tf .

Si Mmyyfk > 2, nous ajoutons Sj A la somme Sy, ce qui ne modifiera pas
'évaluation de |Si|. Par contre, si 1 < Mnyi/k < 2, nous évaluons | 8%
copme il suit:

kud

" i 2 sin ki
@) |8 = i% j €”+1¢”+1(m+t)‘—s%@dt <%'logaﬂ“'rnn+15{I—t—]dt
2 1
7 108 an 1 Mpi1
2In2  log i,y
T logbayian
21n2( log(1/bn4s) ) 18In2
=—|1 < .
b logbpi1Mpyg k]
En profitant des inégalités (19), (19"), (20) et (21), nous obtenons enfin
Vévaluation

4In2 . log My 11
7 logGpi1Mair

(n+1Ink) <

2
8In2 _£+361n

™ K

(22) |8%(, ,)] <%(1+57\:—|—71n3)£+

ki3
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Pour évaluer la seconde somme |S¥(x, f,)| nous proeédons de méme,
avec la seule différence qu’en la partageant en 4 termes il faudra prendre »
tel que 'on ait

Smp <k < 3Mpyr

on vérifie facilement que 'on arrive ainsi & 1'inégalité

8ln2 2
(227 it ) <2221 2 (14 542+ Ting)e.
Par conséquent

[Sk(=, ] < ‘271:12 4(1+0W+1112—!—71n3)

pour chaque %k > 3m, et chaque @ € {«, a+2x].

Remarque. Etant donné que les Si(w, f) sont continues et bornées,
leur quantité finie (pour k < 3m,) est uniformément bornée, par conséquent
toutes les sommes Si(z,f) sont uniformément bornées par le nombre

721n2
™

max( max |Sk=, )],
o<k <8m;
@€ (a,a4-2m)

+é(1+57c+1n2+71n3)).

(3) Boit |#—am| < by. L’une an moins des deux inégalités suivantes
a liew: :

(23) lcosMma(— 2u)| = +
ou bien
(23" [cos 3mu(® — my— [6my) | = 1.

Si e’est ’inégalité (23), on a

n—1

@4) [Sh@, 1)] = |Shala, h)+ ol 1) =| D) e, pi) +

=1

+en S, gn) + 2 eS8 (@, )+ yeﬁm,,(m,%)

i=n41 =1

ign Mnmitp’ﬂ l“zaz mn 7(}’1.

—kamw
i=1

En mettant dans les inégalités (19) et (19') &k — my4, nous obtenons les
évaluations supérieures pour les deux premiers termes soustraifs:

=1 3 eostote, 00—
i=n+1

n—1

12 siS:‘n,(w,tpf)\ <%(1+5n+71n3)a,

i=1

(25)
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o0

4 e
(26) ‘ Z &Sl %)‘ <—(145n+T7In3)e ().
i=n+1

Pour obtenir une évaluation supérieure de ]Z; aéS;n(w,wi)l, considérons
i=
|8k, pi)ls © = 1,2, .. Examinons 3 cas

T K
° 2a; i+ i+ —a
1° 20 < % 6m; b < 6m; ’

k1
20 aigﬂ?i"{‘-‘_

—x << 204
6m; ”

. T
0 0Lyt — — < .
3 0\w1+677’1/1' *

Dans les cas 1° et 2° nous procéderons de méme gue pour les inégalités (14)
et (15) et nous obtiendrons

, 1 1
Igig;m(w’ %.)l < = @m-hﬁ
et

1
et Stualas yl| < - log Bagm;
Dans le eas 3°%:

py—m/bmy—2 48

f
ki .
. sin 3m; (m Aty — m\) smmntdt] +

1
) leiSmale, i) < =%

op—T/6my—x—0s

N

xi+nl8mi—

sinmat
4 g g w] f sin3mi(m—|—t—wi—-é——> 7 dt‘—l—
Y By
2y—TT/BME—2L—04
" @g—-nfomi—atag . - sm Mt sinmat 4|
4+ ai+wi+6—m—_—m sm3m¢(m+t—w¢~ By 5
t

xy+m/emi—x
On a les inégalités suivantes

Ry~T{Bm—xat

T .
sin 3m; (m +t—— m) sinmgt dé l < 2a4,

Zi—TlOmy—— i
() La somme évaluée dans (19) commence, il est vrai, par un terme dont;’;‘;gi:

est %+ 2 et non pas n-+1, mais dans le cas oﬁ. o= My, Mnia/k = 2 et le terme

n+1 peut &tre ajouté sans modifier I'évaluation.
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e sinmg,1
. b i
‘ s1n3m;(w+t—xi— %) ; 22t
2y—femi—2—ag
T+lbmi—x
< | sin3m; (w_m"_ﬁgﬁ)H f cos3m;t- i nmn dttri-
* Z—niemy—z—at
Zi+nf6mg—x
+1{cos3my (w—a:,--— —E«) sin3m;t - St nm,.t Zt‘
Gmi

@p—-relamy—a—ay
im0y oy

et la méme inégalité pour En vertu de Iinégalité (10)

o+ n{omi—x
nous avons
Zi+nj6mi—x
1n'm 11
cosSmyt - n dtl 2n42log?2,
Ly =T/ 61— T 1
et, en vertu de (9),
xy+n/emi—z
: sinmat .
sin3m;¢ - ST dt‘ §x+§1n’w +In3.
3My— My
p—r{8my—x—ay

Remarquons que mn/m; = 2%, ol g; est nun nombre entier dépendant de .
En étudiant la fonction In|(x+3)/(x—3)] pour %> 0, nous constatons

que, pour les # qui sont des puissances entidres de 2, elle admet sa valeur
maximale In7 pour # = 4, par conséquent

3m; -t m,
m_ﬁ <In7 pour chaque 4=1,2,..,
d’ont ‘
zitnfemi—z
. sinmpt
sindmt - m" =< in+3In7+1n3 < Int 37
2y~—-nl6mi~z—ag '

Ti—m/emi—z+at
et on a les méme inégalités pour

. En revenant & (27) nous
i+ mj6mi—z)

avons

, 1
leiSh(@, )| < = *arTog 3o, B0+ dailm +210g2) + day(hr+InT)}
2
T

1
Tog ez, (L + 8+ 7In7);

cette indgalité a lien pour chaque ¢ et chaque e (a, a+2x], done

D) i, v

el

(28)

<é(1+51:+71n7)£.
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g reste done & trouver une évaluation inférieure de |en Sk (2, ¢n);

11 now
on &
k11 . t
1 Sinmy,
09) lonStule ol = 2| [ ot ) 2
-1
Tp~=xton
. smm i
=1 f (@n—|@ -+ t—n|) Si0 M| -+ ¢ — n | - il dt‘
* Zn‘fi—an
sm Mnl
P le,. {\eosmn(w——wn)l . ‘—(an—mn+m) f g+
i : ZTp—x—0dn
| op—T+an s
sm m
+ (an+ Zn— ) - f —— dtt"‘
Tn—2
Tp—2 .
Sm'm
*[sinmn(wn—-m)[(lan—mn—{—m]) f COS Mt - = dt’
' Tp—~T—n
In-fH'an —_—
4|ty - @ — ] CORMnl - " dtl)
Ty — &
Tp—a+ay ]
— ‘ f sinma(s +1— on) sinmntdt‘ §
Tp—w—an
Lp—2
1 sm mﬂt
}l.an—(an—mn—}—m) f sin® mn 2 T (et @ — ) [ dti
8m Ty —L—0On Lp—&
_2. 1 1i2c+2m2).
= logasmn

En admettant que

lwn—t] < |n—o—an| b |0 — 2] < |#n— %+ | 5

iali dg, car on a alors an—bn > ba,
ce qui a lien pour % suffisamment grands,
nous voyons que ’expression dont le module fignre dans (29) est positive

et ég&le & — |By—tan . ;
sin* Mﬂ,t __—-—-——-Sln Mo dat.
@A (ot 2 — %) i

[l

{80) (an—on+2)
“‘n‘—ml
Posons b= log—v—an| oW b= @n— @ + 8a] -

(30). Soft I

o = |wa—a|,

Nous allons évaluer les deux intégrales intervenant dans
est le plug petit nombre entier tel que

a,-é'——‘l'GIle
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et I, le plus grand nombre entier tel que

i1

K
ry +(512+4)m <b;

alors

Il=[7_"_"a—%]+1, Izz[ﬂﬁb_g]_

T ki3
En supposant de plus que n est assez grand pour que b—a > 3njm,,
nous avons
IL<I,,
b

. I I
sin® mat 1 - 1
——di> E 2 -y
af ¢ /1'—11 /61y, + (64 -+ 4) /6y, 4 6 AI.J 65
a i=I

1., bmun 1. (@n—Dbu)ma/n
>In—Fo >z ) Ten,
8 @l T 2 6 T Shymale

1 1. an—by 1 1,
= 61112+61n W >—§1n2—|—§ln_

ba

1
= ——3~1n2—{—%1n2~10gbnmn .

En revenant & (29) nous avons

1 1 2 1
(31) ]é‘nS:m(«Ty (P'n)] >_G—R . m(an—bn) (—§1n2+§ In2. logbnmn)—
1 1
‘“;'m(\l+27‘:+21ﬂ2)

1 1 1 In2 »
=—-m2—-—mIn2. —— =<
8= 9 Togbamn 187 .
, In2 bn 1 1
T ox anlogham, m; (1+2m+21n2)
In2 4

T v

Enfin, en profitant deg inégalités (25), (26), (

28) et (29), nous obtenons,
en vertu de (24)

In2
(32) |87z, H)] > {%—54;_; (9+18z+20In2)e—

8 :
—E(1+57t+71n3)e—i—(1+57r+71117)5

In2 4
>ﬁ7.—:~_’_:(4+1775+24]117)8.

icm

our des # tels que |cosmu(@—ma}| = § b |@— | < by. Dans le cas de
Pinégalité (23'), nous avons
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(33) 1S8mal, Nl = | S5 f2) + Stmale, f2)]

—| > i Shmal@, v+ Sl ) +

1=1
o0 00
+ 2 & ngn(.my W)+ Z si'g;mn(m) @i)
f=nt+1 i=1
n—1

= IE;L ‘gz?vn,;(my 1/'"'1”"‘ ' 2 & Sganﬂ(w;w{) -

Fu=l

o
t=n-+1

00 o2
- \ v 81{ S;:m”(m:Wi) ‘ —l 2 EiS§wmn(.w7 (Pi) .
=1
Tes deux premiers modules soustraits vérifient évidemment les inégalités

n—1

| > i Stal@, i)
i=1

< £(1+5T:—{—71n3)&,
T

< 4
| 3 il v | < S (14 mt T3)e,

T=n-+1

le dernier satisfait & 1'inégalité
) 4 TInT)e
’Z eisakmn(m,tpi),<g(1+5n+t R
=1 .
o b}
Enfin, par analogie avec la formule (81), on peut prouver que 'on &
In2 4
| — 2| < b, \cos3mn(m—wn—-w/6mn)] =1.

En définitive, en revenant & (33), nous avons done dans ce cas

In2 4
(34) | 88ma(, )| > Is—n—;(4+17ﬁ+24ln7)s,

et ainsi la propriété (3) se trouve également démontrée.
Prenons maintenant & assez petit pour que
n2 4

— 2 (4+1Tr+24InT)e > 100- 4¢.
18 =
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Si e est ainsi choisi la série de Fourier de la fonction f(a) est divergente
dans l'ensemble F,. En effet, soit z ¢ E,. Du mode de recouvrement
de I'ensemble %, par la famille des segments B, il résulte que z appartient
4 un nombre infini de ces segments; supposons gue

zeBp, §=1,2,..

‘Conformément & la propriété (3), il existe pour chaque j un d;=1ou3
tel que
|S§7.m,,j(m, i >100- 4¢,

et, & cause de (B), on a

{35) - ]S;im”j(m, Al > 100max(f(@)] (max]f(z)| > 0).

La guite {d;my} peut ne pas étre une suite croissante de nombres naturels,
mais on peub en extraire une snite partielle {dimy} qui aura déjh cette
propriété et pour laquelle Pinégalité (35) sera vérifide. Done, si {8}z, )}
4tait convergente, alors {S&mi;(z, 1)}, comme suite des sommes partielles
de la série de Fourier d’une fonction continue, devrait étre convergente
vers f(z), ce qui est évidemment contraire i Pinégalité (35).
Supposons maintenant que @ e (a, a-+2n]—H,. En vertn du mode

de recouvrement adopté,Nac appartient alors & un nombre tout an plus
fini de segments 4, et A,, soit

(86) wédy, ot méd, pour  n > ,;
par conséquent ga(s) = 0 et pu(z) = 0 pour > 7, et
g
flo) = Z (enpnl@) + enya(z)) -
=1
Pour chaque n'>=n,

'

(87 (88, )1 @)] <] 3 ea( 845, o) — gala)) |+

n=1

n’ )
+| 2 (S, v —pale)) [+ D) (e SEw, pn) + 488w, va))
n= n=n'-+1
‘ Soit 4 un nombre arbitraire positif. D’aprés (36) |o—2s| = 20, ou
bien as < |z—an] < 2a, et [60— &~ 7c/Bmy] > 20, o bien am < & oo —

—7:./6mn[ <20, pour n = ny+1,..; par conséquent, en vertu des iné-
galités (14) et (15), nous avons

on S0, o) S0 (o L
s ¥n) nSE( swﬂ)l<“ 10ga%mm 10g30m7?7'n
6._1
= logbamg
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o
de la série ———— entraine, pour » > %, > 7,
La convergence ngl Tog by mn Y 1 09
S
>
— e < L
B logbpmy 3 #
A=ng+1

En revenant & (37) mous obtenons
(82, —1(@)] < | D enlSt, o0 =@} | +
n==l

+\§£;‘( z(wﬂﬂn)—'%(w))‘_}—é,u,

n=1
e, comme
SH(®, o) —>pa(z)  €F SH®, p) —yul®) ,

pour k =k, il s’ensuit que

n

| S alstio | < b et | D st m—yalo) | < b

=1
n= K

ou
St H—f@)l<u  powr k=T,

ce qui tablit Ia convergence de la série de Fourier au point «. Le lemame
est ainsi entiérement démontré.

TrrorEME 1. Si Densemble B périodique de période 2w est «%e clfzsse
Gy ¢t i B C B, o D est un ensemble de classe F,, de mesure logamth:qmque
zéro, il ewiste wne fonction continue ot périodique f(x), dont la série de
Fourier a les proprifiés suivantes:

1° lo suite {Sy(w,f)} est bornée, |Silw,f)| <4 pour chaque © et
F=0,1,.

2° la suite {Silz, f)} est divergente powr chagque » € B;

3° la suite {Sxp(x, f)} est convergente pous chaque x e CE.

Démongtration. On a E=U1En: ot By e Gy, Hplg=0 pour
s

oo
p # ¢ et la mesure logarithmique de E, est zéro. Bn effet, soit @ :ik:)lﬁ',-,
ol F; sont des ensembles fermés et de mesure logarithmique zéro. Soit

ensuite B = G BY, ot B} e @y; alors
i=1
B =E0=\)EF;= |\

i=1 1]

EtF;,
1
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et BiF;eG;, EF;CF;, d’ol il résulte que la mesure logarithmique
de EIF; est zéro. En posant By = EfF;, nous avons
E=J By
m=1
ol B ¢ G; et la mesure logarithmique de BjF est zéro. Remarquons.

ensuite que
B = B (B + B 4. = BY + B -

ot Ef** = EY*+..+Ef; il est évident que Ef** eG; et la mesure
logarithmique de E7T** est zéro. D’autre-part

B = Ep* 4 (B™ — BI™) + ... = ™ L B OB 4 ..

Etant donné que CEf** ¢F,, on a CE = QF,,-, ot Fj sont des
=

ensembles fermés et F;; C F;,,; nous avons done
. [es) =] == o0
E= Ei”‘"+?_U1 (B HFﬁ) =B+ U [B(Fp+ U (Frin—Fa))
= = =1 i=1
ZEf**'F’_Ul EBiftEn+ \J BYN(Fy 01— Fa)
B Ji=1

mais Fj,i+1—Fji € G’a, donec également .E;"r'{(Fj,i_‘Ll—Fﬁ) € Ga. L’ensemble
E a donc été mis sous forme d’une somme dénombrable de sommes
dénombrables d’emsembles de classe G;, et BN Fjq—Fs) C BYY,
done la mesure logarithmique de EfF¥(F;,.,—F;) est zéro. En outre
les ensembles FFIYF;:1—Fj) sont disjoints. Ti suffit done de ranger
les éléments de la suite double en suite simple et de prendre
By = BP0 —Fp).

N Soit ensuite f,(#) une fonction périodique continue et telle que sa
série de Fourier soit divergente sur lensemble E,, convergente sur
Pensemble CE, et que

[8u(@, fa)] € 4 < +o00

pour chaque # et k=0,1,.. L'existence de la fonction fu(x) résulte

du lemme. Il est évident que les fonetions fu(2) sont bornées; on peut
admetire que

(38) © )] <1
pour chaque % et n=1,2,...; de méme
(39) |8k(m, fa)] <1
pour chaque @, #=1,2,... ¢ k=0,1,... Posons
SE!
(40) f@ = D) 2 fata).
n=1 <
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A cause de (38) f(#) est continue (et périodique). En outre

S
(41) Sife, ) = 2, 528 fa) 5
N f=1
car
o
1 ; sin(k+ )¢
o n@+1) - Jsindt

=1

I

&tant uniformément convergente par rapport & i, peut ftre intégrée
terme & terme. La série du second membre de la relation (41) est, vu (39),
uniformément convergente par rapport & @ et & k. -

Démontrons maintenant que la suite {Sx(#,f)} est divergente pour
chaque x ¢ I et convergente pour chaque z¢ B. En effet, si ¢ B, on
a % € Ba, et @ ¢ Ty pour n 5% 0, done la suite {Sw{2, fr,)} est divergente,
ot toutes les suites {Si(z,fn)} sont convergeutes pour n 7 . De la
relation (41) et de la convergence uniforme par rapport & k de la série
qui y figure il résulte que la suite {Si(x, f)} est divergente. Si, au con-
traire, @ ¢ B, alors ¢ B, pour chaque n, les suites {Si(x, f»)} sont con-
vergentes pour chaque 7, et

Yim Selz, fa) = fal®) .

k400

En passant & la limite avec % dans (41) — ce qui est permis, vu la con-

o
. . 11
vergence uniforme de la série 2 — Si(®, f») — nous obtenons

i E?T 1
kl_ﬁnwsk(m, f) = _\J ggfnu’) =f(z),

n=1

et la démonstration est achevée.
THEoREME 2. Si Pensemble B périodique de période 2m est de classe
Gy et EC @G, okt G st un ensemble ouvert et tel que la mesure logarithmique
de Vensemble E@ est zéro, il existe une fonetion f(x) périodique et continue,
dont la série de Fourier posséde les propriéiés suivantes:
1° Tim |Sy(e, f)] = oo powr chaque x ¢ B,
k400

2° {S8,(x, f} est convergente pour chagque zé L.
Démonstration. Nous représentons E sous forme du produit d’une
suite descendante d’ensembles ouverts G

m-(io
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tels que G C @ pour chaque 7 et, de méme que dans la démonstration
du lemme, nous reconvrons ’ensemble F par les segments B,. La fonction
cherchée f(x) est de la forme

_ \ Puft) Yal)
flo) = Z On(anlog Gt T anlog3a, mn) ’

n=1

ol ¢n~>--o0, toutefois de telle facon que

Cn
gif)—gbnmn < oo

On peut prouver comme dans la démonstration du lemme que, pour
tout # ¢ B, il existe une suite partielle {k,} telle que
In2 4
|8%.(z, )] > e, [E_E (4417w +241n7)s] ;
8i & est assez petit pour que lexpression entre crochets soit positive;
cela signifie que 1'on a 1° La convergence de la suite {8%(x, 1)} aux points
de I'ensemble CE se démontre de méme que dans le lemme 1.
Remarque. 8i, au lieu des fonctions (8|8 — &) SiNMn | @ — @n,

on prenait les fonctions (a,—|o— wn|)sin e | @ — @u| powr by < |5— 24| < an,
an—b .

P % @ — | 801000 0 — @] POUT |B— | < by (et des fonetions analogues

aux images déplacées de w/6mn), alors la suite {ms} ne devrait pas étre
déterminée comme & la page 273, mais elle pourrait étre ume suite
croissante d'une fagon arbitrairement rapide et extraite d’une suite
queleongue non hornée de nombres naturels. '

Dans le cas particulier, lorsque 'ensemble F es dénombrable, la con-
struction de la fonction f(z) a été donnée par H. Steinhaus [3]. P. Ulia-
now [4] a indiqué plusienrs exemples de séries trigonometriques diver-
geantes (en général dans les ensembles qui ne sont pas donnés & priori).
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Some conditions for a mapping to be a covering
by
A. Lelek and Jan Myecielski (Wroclaw)

Introduction. The following problem was the origin of this paper:

(P) Let pel* (=the n-dimensional sphere) and let f: S"—8"
be a continuous mapping such that f(8"—{p}) C 8"—{p}, f(p)=1p and
fl8™— {p} is a local homeomorphism. Must f be a homeomorphism?

The answer is affirmative (Corollary 2 of this paper) and the proof
is not difficult. Nevertheless, we did not find in literature any theorem
or lemma adequate for reference when the statement was needed in
the approximation theory (). Then we found some conditions for a mapp-
ing which imply that this mapping is a covering (in the sense of Che-
valley [4], p. 40). This can be used for solving the above quéstion and
presents some analogy to the results of Eilenberg [5]. All this is given
in the present paper.

Main definitions. All topological spaces are supposed to be
Hausdorff spaces. A mapping is called open if the images of the open
sets are open sets. A mapping f: XY is called a local homeomorphism
if every point p ¢ X has a neighbourhood V such that the partial mapping
fIV is a homeomorphism.

The theory of covering mappings is given in [4], p. 40-60 (see also [6]).
The main definitions used in this paper are the following:

A pair (X, f) is called a covering of ¥ if X is a connected and locally
connected space, f is a mapping of X onto X and every point ¥ e Y_lhas
a neighbourhood U such that for every connected component G of /(U)
the partial mapping f|C is a homeomorphism of € onte U (*).

Two coverings (X, fu), (Xu,fo) of ¥ arve called equivalent if there
exists a homeomorphism & of X; onto X, such that fi = fohu

(*) In a problem of existence and uniqueness of some polynomials (.see [8])- )

Added in proof: We have found now a paper of Browder [3] which contains
results near to ours. In particular his Theorems 5 and 6 are similar to our Theorem's 2
and 1 respectively. However our theorems are concerning different class of topological
spaces. Corollaries 1 and 2 can also be derived from Browder’s results.

(®) A less restrictive definition, which does not require the local connectedness
of the spaces X and ¥, is sometimes used (for instance see [7]).
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