icm

Sur la cohomologie des cochaines singulieres invariantes
sur un groupe topologique compact et connexe

par
V. Poénaru (Bucuresti)

Dans ce qui s’ensuit nous allons donner un analogue du théoréme
classique d’Hlie Cartan ([1], [2], p- 276-279), qui affirme que la cohomologie
d'un groupe de Lie compact et connexe peut &tre caleulée & l'aide seule-
ment des formes différentielles invariantes.

Cest ce théoréme qui est & la base de la théorie de cohomologie des
algébres de Lie de C. Chevalley et 8. Eilenberg ([3]).

Un analogue Alexander-Uech du théoréme de Cartan a été déja
donné en 1951 par S. T. Hu ([4]).

Nous allons donner ’analogue singulier.

Les moyens utilisés sont les raisonnements mémes de Cartan et
la théorie de cohomologie de J. Leray.

1. Soit & un groupe topologique compact, connexe par arcs. Soient
0.(6) = D) Cul @),
oM@ = D) oG

respectivement les espaces vectoriels des chaines et cochaines singuliéres
de @ & coefficients réels. Soit

0(@) = D (LoM&)

’algébre des cochaines singulidres modulo les eochaines singuliéres & sup-
port @ (pour la définition des supports en cohomologie singuliére voir
[B] exp. VIII).

Nous désignerons par (o, a) laccouplement dual de Cp et o
(w€Cp, ceC™. Le groupe G opére d’une fagon tout & fait naturelle,
3 gauche et & droite sur O, (G). Ceci permet de définir par dualité les
opérations de G dans O*(@) (et ,0%):

(@0, a) = (0,0 2),
, (0-2,a) =(o,z a),
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ze@, oce0Q), aecly(@.

On a évidemment:
d(w-0) =2 do,

0(o-w) =do-®w,

oll ¢ désigne opération de cobord.

On peut done définir d’une fagon immédiate des cochaines inva-
riantes & droite, & gauche ou invariantes (dans los deux sens).

On vérifie aisément que ensemble des cochaines invariantes (respee-
tivement invariantes & gauche, respectivement invariantes & dmi'm)'est
une algébre différentielle gradude:

aia) = D' ome)
ou, si 'on factorise par les cochaines de support vide: ,J (6. Dang tont

ce qui 'ensuit nous allons considérer seulement les cochaines invariantos
4 gauche, c’est-a-dire telles que:

z-o=0¢ quel que goit we@.
) M_ais la méme démonstration peut &tre faite pour les cochaines
(invariantes & droite), invariantes.

Au‘ comnfleneemgnt du paragraphe ultérienr nous allons définir une
spusalgebre différentielle graduée de CX(@), Palgdbre des cochatnes gingu-~
liéres continues: C*@). ‘

(D’une manidre intuitive on pourrait dire que les cochaines de (*
s_ont l_es cochaines qui ont la propriété que lewr valenr sur un simplexe
singulier change trés peu si le simplexe et legérement modifié — bien.

e’ntendu tout cela sera précisé). On pourra done introduire immédiatement
Palgébre des cochaines continues imvariantes:

C) =T(@) ~ CH@).

Nous allons prouver le théoréme suivant:

THBOREME A. S(f@'t G un groupe topologique compact, connewe par arcs
et localement contractible (c'est-a-dire tel que tout point posséde un systéme
fondamental de voisinages oontractibles). Alors:

(a) L’homomorphisme dinclusion:

H % "%

est un bimorphisme. () ~H2(0
(b) L’homomorphisme & inclusion:

_ H(C)~H(e¥
est un bimorphisme.
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Le point () nous dit que ,cohomologie singuliére® et ,,cohomologie
singuliére & cochaines continues® coincident.

Le point (b) nous dit que la cohomologie singuliére continue peut
8tre obtenue seulement & 1’aide des cochaines invariantes, donc dépend
seulement du groupe local de G.

(’est bien 'analogue singulier du théoréme de E. Cartan.

2. Les cochaines continues. Comme on le sait bien, un simplexe
singulier a € On(G) est une fonction continue a(ty, ..., t;) & valeurs dans @,
{t;} étant les mombres réels t;>>0, D 't;= 1. Nous dirons que ¢ e C™(G)
est uniformément continue si & tout ¢ > 0 on peut agsocier un voisinage V
de e (unité de @) tel que §i a, a’ € Cu(@) et si

(@ (tgy eory )] @' (Lgy vy tn) €V
alors:
](0'7 a)—(o, a”)l <e.

De méme nous dirons que o est bornée, si quel que soit le simplexe
gingulier & » dimensions a: .
o, )| < M.

On vérifie aisément que 1’ensemble des cochaines uniformément continues
et bornées est une algébre différentielle graduée, que nous désignerons par

e = D ene.

Par abus de langage nous appelerons une cochaine uniformément
continue et bornée, ,continue* tout court.

On peut factoriser par les cochaines de support vide et obtenir une
algébre différentielle & supports, dans laquelle G opeére:

CHE) = D (@) .

LeMME 1. ,C* est une couverture fine.

Démonstration. Il suffit de prouver que ;C* est fine et qu’elle
a la propriété de trivialité locale.’

(a) {©* est fine. Soit ¢ C(@) et f(#) une fonction continue G- R.

Nous allons définir f(z)- o par

(f@)- 0, alty, ..., tn)) =f(a(1,0,...,0)- (s, a).
Lopération ainsi définie est bilinéaire et satisfait:
sup (f(«)- o) C supf{#) ~ supe

(ol par ,sup® on désigne le support).
1*
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D'autre part, si oeC", alors f(x)- o e @ Done lo multiplication
par f(z) peut tre définie dans C" Alors, en congidérant une partition
continue de 1, subordonnée & un recouvrement ouvert fini quolconque
de G, on voit aisément que ,C* est un complexe (1) fin.

(b) ,C* est localement trivial. Soit y e G of Vv un voisinage de y,

contractible.
V étant contractible, on définit dune fagon classique un opérateur

d’homotopie % opérant dans C.(V) tel que
50wV C Cia(V)
et
a == Oka - kda ,

gi dima > 1, ete. On voit sang peine qu’d tout voisinage W do e on pout
asgocier un autre voisinage U tel que, dés que

(@(toy ey ta)) ™ @Gy ey ta) € U
(pour tout gystéme {t;}) on ait aussi:
(Teas(tgy .oey 1)) ™" ot/ (B vovy n) € W
On y déduit que le transposé de k&, k*, défini par:

(k*o- a) = (o, ba)

opére dans l'ensemble C*,

I1 en résulte, par des raisonnements simples, la trivialité locale de ,C*.

La démonstration du lemme 1 est aingi terminde.

Levmve 2. Soient O une cowverture fine sur Vespace localement com-
pacte X et O une souscouverture fine de C.

Alors Vhomomorphisme dinclusion

H(C)—~H(0)

est un bimorphisme.

Le lemme appartient & I. Fary ([6], [7]).

Considérons maintenant P'algdbre différenticlle gradude:

C(G) =T(@) ~ O .
On a le diagramme commutatif suivant:
0¥ @) <& CX(@)
Wt
O(3) < C(&)

() Le terme ,complexe* est pris dans le sens de [91.
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Le lemme précédent nous assure que I’homomorphisme dérivé de:
e = 10*
est un bimorphisme. Mais il sera plus utile dans la suite de considérer
non pas directement les couvertures ,C% ... mais les complexes & sup-
ports C*, ...
Nous allons donc prouver le lemme suivant:
LeMME 3. Soit § Vhomomorphisme naturel

ji C*—C*,
L’homomorphisme dérivé
ja: H(E¥)—H(C¥)
est un bimorphisme.
Démonstration. On considére le diagramme commutatif:

€%, 0"
I
ex2y ox

Passons aux homomorphismes dérivés.

Le lemme 3 nous assure que I, est un bimorphisme. Il est classique
que %, est un bimorphisme. (En effet, la démonstration se trouve dans
[6] exp. VIII). ‘

Pour prouver que j, est un bimorphisme il suffit done de prouver
que 4, est un bimorphisme. Pour celd, on peut adopter le raisonnement
de [5] exp. VIIL

Congidérons un recouvrement ouvert ¥ de G (que nous pouvons,
bien entendu, toujours supposer fini, vu que G est compact). Nous dé-
signerons par Oa(9) les chaines ,petites d’ordre 9, par C"(#) les cochaines
qui s’annulent sur Cu(d) ete. On passe de €* & ;@* par passage au quotient
modulo |J C*#®) (somme pour tous & possibles). Pour prouver que i,
est un bimorphisme il suftit done de prouver que H (G*(ﬁ)) pour chaque
& est nul. Ceci revient, comme on le sait, & prouver que I’homomorphisme
dérivé de y: C*—C*C*®P) est un bimorphisme. C¥C*d) peut &tre
assimilé & Iensemble des cochaines continues sur Cu(V).

Comme on le sait bien, il existe un opérateur d’homotopie qui est
un projecteur:

b Cu(@) = Cn(B)
(voir [B], ex. VII-IX). On voit aisément, en wutilisant la définition ex-
plicite de cet opérateur, qu’il a la propriété suivante: Soit a e Cu(@),
simplexe singulier.

Il existe un voisinage W de ¢, dépendant du recouvrement 4, tel
que: dés que a’ € Oy(G) est tel que:

(@(tyy cory 1)) 77 @' (Tgy very ta) € W,
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on a un igomorphisme simplicial ¢, entre les complexes La, ka’; T est
Popérateur qui a la propriété:

o+%0 =1—h.

(Au fait, ke est une chaine mais si ka = 2 Aa; nous appelerons ,com-
A0

plexe® ka, le complexe engendré par les a; et leures faces.) ¢ jouit des
propriétés suivantes:

g(ha) = ha';

les simplexes b et ¢(b) appartiennent & un méme ensemble du ve-
couvrement ?; '

il exigte un voisinage W’ de ¢ tel que

(“(to; e tﬂ))~1' ‘P(a(to’ ey in)) «W';

'si @ est un voisinage de ¢ donné arbitrairement on pout toujours
trouver un autre voisinage de e, w ayant les propriétés de W, tel que
o' =£. (Le recouvrement ¢ étant fixé 3 I'avance.)

Tout ceci nous montre que %* et h*, les transposés de k, h opérent
dans C* On en déduit que I’homomorphisme dérivé de y est un bi-
morphisme.

Par conséquent 4, est un bimorphisme, done j, est un bimorphisme.
Le lemme 3 est démontré.

Les lemmes précédents prouvent bien la premidre partie du thdo-
réme A.

Pour que la démonstration soit compldte il suffit done de prouver
le lemme suivant:

Levve 4. (I) Tout cocycle de C* est cohomologue & wun cocycle de C.
(IT) 8% wun cocycle de C est cobord dams ©* il Pest aussi dans @,
Dans ce qui s’ensuit nous allons prouver ce lemme.

3. Construction d’une intégrale de fonction a valeurs
cochaines. On peut facilement introduire uwne distance dang @* par

lo] = SEP o, @),

ol o parcourt ’ensemble des simplexes ginguliers. ©* devient done un
espace normé (pas nécessairement complet).

‘ Nous dirons qu'une famille de cochaines {0} est également continue
81 quel que goit &> 0 on peut trouwver un voisinage V de @, tel que:

[(01, a—a')| < &
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dés que
(@(toy vy tn)) ™ @/ (Hgy orvy ta) €V y

La fonction F,: G@—C* définie par: z—+x.0, o< CX@) est continue
dans le sens de la définition précédente et I’ensemble de ses valeurs est
également continu. :

LeMve 5. Soit oy, 0y, ... une suite de o; € CF, convergente et bgalement
continue. Dans ces conditions, la limite o € CP.

Démonstration. La limite d'une suite {o;} convergente existe
toujours, mais elle n’est pas nécessairement dans C*. Si {o;} est également
continue, on éerit:

(o, a—a')| < |(o—on, a)|+|(on, a—a')|+[(on—0, &) ete.

Soit maintenant une fonetion F(x): G—C" continue, telle que la
famille {F ()} soit également continue.
Soit du(x) la mesure de Haar [10] de &, choisie de telle fagon que

[au@) =1.
@

Nous allons définir une intégrale [ F(w)du(w).
Soit un recouvrement fini, ouvert de G: {V;} et {f;} une partition
continue de 1, subordonnée au recouvrement. Posons

D, e (i) Fla) = ;’F@m [ i) du(@) ,

olL w;eVi.

Nous allong bridvement indiquer quelques propriétés des sommes
ainsi introduites:

(a) La famille {Y)({Vi}, {fi}, {w}; F(w))} est également continue.

En effet, soient a, a’ ¢ On(@), on a:

(3 (743, 43, (s P(@), a—a)| < | (P (@), a—a)|- [ fu(@) du ()

etc.

< max ‘(F(.W{)  o—a')

(b) La famille > est uniformément bornée.
(¢) A tout e> 0 correspond wn voisinage V de e tol que i chaque
Viy s Vs Wy oy Wi nost plus petit que V<:

| 3 (7, Gy s Plo)— X (W3, o, s F@) | <.

Démonstration. Soient tout d’abord deux recouvrements ouverts
de @, et des partitions de 1 associes: (Vi, fi), (W) (B=1, .., n;
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j=1,...,m). Nous dirons que le systéme (Vy,f;) ost ,fortement sub-
ordonné“ au systéme (Wy, ¢;) sl existe une partition de (I, .., n):
B(L1,1), ey B(1, 0(1)55(2, 1), oy (2, 6(2)) 5 ..
telle que:
Vi C Wiy frany +Freay + oo Hfepany = o0 et

Nous allons montrer tout d’abord qu’s tout &> 0 corvespond un
voisinage U de C tel que si chaque W, est ,plus petit que U% ot si
(Vi, fi) est fortement subordonné & (W, ¢y):

| 2 (@ U, s Flo) = 3 (Wi, b, lsds B@) | <ce.
En effet

| 2,03 W, |
< ;HF(yj)f(p,-(m)du (m)-—;‘lv’(‘mh(m) fj,m.m(w) () H

S nin}x | B (ys) —F (mrrp)||  ete.

Soient maintenant deux systémes (Vi f:), (W;, @) indépendants.
Je dis qu'on peut construire un troisidme ( Uy, w) qui soit strietement
;ubo;‘donné & tous les deux. En effet, il suffit de considéror (Vi Wy,
it Pi)

L’affirmation (c) est maintenant complétement prouvée.

Le lemme 5, les observations (a), (¢) permettent maintenant de
construire d’une facon tout & fait standard

JP@ap@) =1m (73, tf3, 0); P ().

_On vérifie aisément que cette intégrale a des propriétés de linéarité
habituelles. De plus si F(z) = ¢ (constante):

JP@au@) =o.

. 4. I;la ir(llémgn:tra‘do"n du théoréme A. Retournons maintenant
cochalnes. Soit oe @(@). Il est aisé » vérifier que la foneti
F(x): G—0C* définie par: ¢ netion

L0

a toutes les propriétés requises pour la construction de f - odu(w).
LeEMME 6. Quel que s0it o € ex @), [=- odu(w) est invariante.
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Démonstration. On observe que si ||o—0|<¢, ||#-o—a- 0] <e.
Soit &> 0; il existe un voisinage V de (e) et un recouvrement
Vi, i) wplus petit que V* tel que

]Um O'(Z‘LL(J/')—'Zmi' crffi(w) du(z) H <e.
Done i

[y J o otut@r~ Syoi-o fitaranta)] <.
Montrons que si V est assez petit,
| S o fitaano— Svo o [ iorduta]
est aussi pobit q:ue 'on veut. Bn effet u(z) étant invariante:

[ fityw) du (o) = [ fil@)du (o)
done
Dy o [ fi@)ap(e) = D)WV, aid, {fym)}; 2- o).
En appliquant 1’observation (¢) du point précédant on a g.e.d.
LEMME 7. S 0 CYG) st un cocycle, o et [ &+ odu(x) sont cohomologues.
(O’est 1o lemme 4 (I)).

Démonstration. (@0, a) = (o, a-2). Supposons que « est un cycle.
@ étant connexe par arcs, & et a-x sont homologues. Done

(- 0,a)=(0c,a).
Congsidérons deux fonetions
Fyx): 2—z-0, Fyx): v—o.
Nous allons prouver que
(%) ([ oduia), a)=(c,a).

En effet, soient les deux intégrales

flv’l(m) du(x)y = fm cdu(x) ,

[ Pyw)iuiw) = o

A g-prés elles sont approchées par

Do o [f@au@), Yo [fimdpa).
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On a

(oo [ fioduto) o) = ( Yo [ o (o),

done (%) résulte aisément.
Par un procédé analogue on voit que f @ odu(®) e’l un coeyelo,
Il résulte que

fm~ odp ()~ o

est cohomologue & 0 dans O™(@), done, vu lo Jommo 3, dann ™).
Lemym 7. Soit o e__@“ qui est cohomologue & O dans (%, alors alls est
cohomologue & 0 dans @ (c'est lo lemmo 4 (L)),
Démonstration. On a
o=00, (fe(*
@ 0=0=2 00=Jw 0),

Pour que la démonstration soit compldte, il suffit de prouver que

8 [ F(o)du(a) = [ 08 (o) du(a).

. On observe en offet que si o, o' ¢ O of lo—o'] < & alory 8o o)
< me. D’autre part

0 2T (@) [ foydu(w) = 3 o8(wy) [ (o) du(a)

d’oll par un raisonnement facile, q.e.d.
Le théoréme A est aingi complétement. prouve,

5. Le cas des espaces homogeénes. Par dos méthodos analogues
on peut prouver le théoréme suivant:

TB}?OREI\E B. Soit & un groupe topologique compact of connopo par
ares. Soit Vespace homogéne G/H, tel que chaque point posside un voisinage
contraciible. Alors la cohomologie singulidre de GIH coinvide avec la coho-
mologie des cochaines singulidres invariantes (de G/II).

o 6. Cas des cochafnes de Cech-Alexander. Nous allons {rds
.né_svement basser en revue 1o cag de Ia cohomologio do oah-Aloxundor
(voir [5], exp. VI). Comme nous Pavons déjd indiqué co can o 6t (Ldjiy
résolu par 8. T.-Hu (4]
. Cpout de ménm‘, nous considérons quiil nwest pan tout d fuit inutile

1nd1g11er les modifications que Ton doif faire & co qui précdde pour
obtenir son théoréme: S ‘

o THEO]Z]}]ME C. Sm’t. G un groupe topologique connewe ot compaot.
annean ae cohomologie de cochatnes de Ceol-Alomander tnoariantes de ¢
coincide avec Danneaw de cohomologie de Coch-Alezander de @.
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Démonstration. On raméne tout comme précédemment le cas
géndral aux cochalnes continues, qui dans ce cas automatiquement
uniformément; continues. On construit trés facilement une intégrale
analogue & celle précédamment construite et 'on prouve que

[ @ odu(@)

est invariante. Nous appelons Cn(@) Lespace vectoriel réel engendré par
loy systdmes ordonués de n-+1 points de G- Si a = (ay, ..., %) nOUS éerirons
(o, a) au liou do o(ny, ..., o).

Soit o un cocycle. Done do a le support nul, donc il existe un recouvre-
ment ouvert fini de G Vy, ..., V), tel que

(do, @) == dés que aCV;
(voir [B], exp. VI).
On a: (#-0,a) = (g, a )
Noug devons montrer que

(%) (o) a-3) = (0, a).

Or, @ étant connexe, il existe une b e Cp+1(G) dont tous les ,simplexes®
gont ,petits d’ordre® (Vy,.., V) telle que

=0 2-a,
on a:
(0, 8b) = (60, b) =0

car d¢ est nulle sur toute chaine petite d’ordre (Vy, ..., Va). Il s’ensuit
que (x) est vrai, donc

([o-0du(@), o) = (o, a).

Nous avons donc la situation suivante: On a une cochaine v, telle que

("/’7 a’) =0
dés que a est un cyecle petit d’ovdre (Vy, ..., Va). Soient Op les chaines
peotites d’ordre (Vy, ..., Vi);
805C 051,
On peut définire ‘
(v', 8a) = (v, a) ;
3 pout dlve prolongée & OF ™
Vu la relation que nous avons écrite

(op'—p,a) =0
done Sy’ —w est nulle sur toute chaine petite d’ordre V, done c’est une

cochaine & support 0.
Il gensuit que o et [ #- cdu(x) sont cohomologues, ete.
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Metric property of linear sets
by
A. S. Besicovitch (Philadelphia, Penn.)

DuvrwNrrioN. A decreasing sequence {h;} of positive numbers is called
a progression if there exists a positive integer % such that hyx/h:i< }
for overy i. Denote by f(@, a, b) the characteristic function of the interval
{@, b) and write

¥
11 ;
o) = D@, Ty, B

=1
TaBOREM 1. A necessary and suﬁz&m’em condition for the sequence hi

to be a progression is that the integral f s;(w)dw be bounded.

We have
Ty,

11 1
[ sy@ )dm-(EA-—ﬁ—!—{v-...-I—h—j)hf.

0
(i) Suppose that there exists an integer k> 0 such that for all §

k

1
(W‘;F +n)” <3

TFor § >k we have

k 1 hy hy 1
§ > (h:;__]‘-{ + h ) h7‘> h or h,'._k < E )
Henco {h;} is a progression.
(iiy Conversely if hy.p/hy i3 always < § then
s 1 1
80l = [ o il e ) )/ e s ..) -
(,f“”“’ <h1 g T )”’< ”( h T
1 1 1
e Bog g i e e e -
- 1(’1'/ oy l - e )_l

1 1
- 7"1‘~Ic+ (Ib -1 m—i‘ .-.> < 2k

that is, the integral is bounded, and the theorem is proved.
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