STUDIA MATHEMATICA, T. XX, (1961) Im

Zur Operatorenrechnung
fiir Funktionen einer diskreten Verdnderlichen

von

L. BERG (Halle/Saale)

In den Arbeiten [1] und [2] findet man die Grundlagen einer Opera-
torenrechnung, bei der das Produkt zweier Funktionen abweichend
von [5] durch

t
a
) F@)-G(l) = E;flf’(t—ﬂ(}(r)dr

definiert wird. Die Funktionen F(#), G(t) sind dabei der Menge $F aller
fiir ¢ > 0 erklirten einmal stetig differenzierbaren Funktionen zu ent-
nehmen oder etwas allgemeiner der Menge ® aller stiickweise stetig
differenzierbaren Funktionen, d.h. aller Funktionen, die fiir ¢ >0 bis
auf isolierte Punkte ¢, stetig differenzierbar sind, in denen lediglich die
GréBen ¢(4,4+0), g(,—0), ¢ (#40), ¢'(t,—0) zu exigtieren brauchen.
Beide Mengen bilden dann mit der gewdhnlichen Addition und der Multi-
plikation (1) je einen (kommutativen) Ring. In dem Ring @ ist speziell
die Menge aller Treppenfunktionen der Gestalt F(t) = F([t]), d.h.

(2) @) =ga, fir n<t<atl,

als Teilring enthalten. Interessieren wir uns fiir die Operatorenrechnung
der Treppenfunktionen, so konnten wir sie durch Spezialisierung aus
der allgemeinen Theorie gewinnen. Es sprechen aber verschiedene
Griinde dafiir, die Operatorenrechnung der Treppenfunktionen unab-
hingig von der allgemeinen Operatorenrechnung zu entwickeln. Es
handelt sich hierbei nimlich nicht nur um einen Spezialfall, sondern um
ein elementares Modell der Operatorenrechnung, bei dem Integral- und
Differentialrechnung durch die Summen- bzw. Differenzenrechnung
ersetzt sind. Die Hilfsmittel sind somit viel einfacher als im allgemeinen
Fall und die Beweise wesentlich kiirzer (z. B. beim Satz von Titechmarsh),
50 daB man alles viel besser iibersehen und daher auch neue Satze beweisen
kann (vgl. den Schluf von Punkt 7 und von Punkt 10 sowie [2]).
AuBerdem ist keineswegs alles vollig analog, sondern es gibt auch einige
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wesentliche Unterschiede zur allgemeinen Operatorenrechnung (vgl.
Punkt 9). Als Anwendungsgebiet kommen in erster Linie die linearen
Differenzengleichungen mit konstanten Koeffizienten fiir ganzzahlige
Argumente (Rekursionen) in Frage. Da eine Treppenfunktion der
Gestalt (2) bereits durch die Funktionswerte F(n) = F(n+0) mit
n=0,1,2,... eindeutig bestimmt ist, werden wir im folgenden nicht
von Treppenfunktionen, sondern von Funktionen einer diskreten Ver-
dnderlichen sprechen (vgl. auch [7], [8], [9], [10]).

1. Der Ring der Funktionen einer diskreten Verinderlichen.
Wir betrachten die Menge d der komplexwertigen Funktionen a,b,e,...
der digkreten Verdnderlichen n = 0,1, 2, ..., bei denen wir das Argu-
ment » in der Regel nicht mitschreiben. Den Funktionswert an einer
festen Stelle # = m nennen wir auch die m-te Komponente dieser Funk-
tion. Wollen wir die einzelnen Komponenten der Funktion a genauer
angeben, so benutzen wir die Schreibweise a = a, oder auch

a = {ay, @y, a5, ...}

Wie bereits in Punkt 4 von [1] erkliren wir jetzt zwischen den einzel-
nen Elementen der Menge D so zwei Rechenoperationen, da8 d ein (kom-
mutativer) Ring wird. Die Addition definieren wir wie iiblich kompo-
nentenweise
(3) (a’l‘ b)n = an+brn

und die Multiplikation in Analogie zu (1) gemif

n n—1
Al Q
(ab)n = 2 a, by, — Z &, bn—l——m
ve=0

r=0

(4)

wobei die zweite Summe in (4) fiir n = 0 durch Null zu ersetzen ist. Dabei
wollen wir folgende Vereinbarung treffen: Schreiben wir bei einem Pro-
dukt mindestens einen Faktor ohne Argument, etwa ab, e,b oder ab,,
80 verstehen wir darunter stets das Produkt (4). Geben wir dagegen bei
beiden Faktoren die Argumente mit an, so wollen wir das Produkt (4)
in der Form a,-b,, schreiben, da wir unter a, b, ohne Malpunkt die kompo-
nentenweise Multiplikation

(5)

verstehen. Durch Vergleich von (4) und (5) sehen wir, daB bei beiden
Produlten die nullien Komponenten wibereinstimmen:

(6)

wihrend fiir die hiheren Komponenten

anbn = [auboy a’lbla a’2b2’ "'}

(ab)y = ayby,

(@b)y = aobit+-ardg—aghy,  (ab)y = ayby+ @by + by — ayby— ayby, ...

icm®
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gilt. Der Nachweis der Ringgesetze ist sehr einfach. Sie folgen im
wesentlichen aus den Beziehungen

n n
Zavbn—v = Zan—ubu

=0 =0
mit g = n—y und
n 1 1}‘ -z

mit % = pg—» und ganz entsprechenden Umformungen, da die Ring-
gesetze fiir die Addition unmittelbar klar sind.

2. Einige spezielle Produkte. Schreiben wir die Gleichung (4) in
der Form )
n~1

W = 3 a,(by—by_s_ )+ by,

v=0

(7

50 erhalten wir speziell fiir die konstanten Funktionen b, = a, wobei a
eine von n unabhéngige Zahl ist,

(8)

Somit stimmen die Produkte (4) und (5) iiberein, wenn mindesiens ein
Faktor konstant ist, wihrend fiir beliebige Funktionen nur (6) gilt. Weiter-
hin folgt aus (7) fiir b, = n bzw. b, = n-+1

(ca), = Ay = Ofly.

n—1

ne = E @,
r=0

so daB n-1 der Summationsoperator ist, fir den wegen (4) auch

(9) (n41)a =

n
Na,
=0

¥

n n—1

(n+1)ab = Za,bn_,, nab = Za,,bn_l_,,

v=0 v=0

(10)

gilt. Fiithren wir jetzt die Funktion

(11) d=1{1,0,0,0,..

ein, so erhalten wir aus (7), wenn wir dort ¢ = d wihlen und b,, durch but1
ersetzen,

(12) dbn+1 == bn+1_ bn+ dbo (l) .

(*) Diese Formel wurde in [1] mit einem falschen Index angegeben. (Auch
in der Formel (15) von [1] sollte es eigentlich unter dem Integralzeichen F([7])
heiBen, obwohl F([¢]) dort nicht falsch ist).
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Folglich ist d im wesentlichen der Differenzenoperator (fiir absteigende
Differenzen), der wegen (9) fiir a = ¢ oder (12) fiir b = » zum Summations-
operator invers ist:

(13) dn+1) =

Mit Hilfe der Funktion

(14) v=1—d
kann (12) auch in der Form

(15) by, = dby~tvh,,,

geschrieben werden. Folglich ist v der Verschiebungsoperator mit der
Eigenschaft
(16) @y, Ay, gy ...} = {0, @y, @y, @, ...},
fiir dessen Potenzen
) o™ =1{0,...,0,1,1,1,...}
m Stellen

gilt. Die Formel (15) 1484 sich folgendermafBen verallgemeinern:
(18) bn = d(b0+ b]_U + bz/UZ_!_ .. + bm—l’Um‘I) "}_ {Dmbn-f-m .

Den Beweis von (18) kann man entweder mit Hilfe der vollstéindigen
Induktion fithren, indem man die Beziehung

bn+m = dbm‘l‘ Dbaz+77z-q-1

heranzieht, die sich durch Verallgemeinerung von (15) ergibt, oder unter
Beachtung der Tatsache, daf alle Komponenten von dv™ gleich Null
sind, bis auf die m-te Komponente, die gleich 1 ist, und daf »™b

n4+m = bn
ist fiir n = m.

3. Asymptotisches Verhalten fiir grosse n. Nunmehr wollen wir-

zeigen, daB nicht nur fir » = 0 der Zusammenhang (6) zwischen den

beiden Produkten (4) und (5) besteht, sondern daB ein entsprechender

Zusammenhang unter einer Zusatzvoraussetzung auch fir - oo

besteht: Ewistieren lim a, = o, Um b, = wund konvergiert auch B =
o

P> 00 =00

= 2 |b,—b, |, so gilt
(19) lim (ad), = af.

¥—>00

Dieser Satz besitzt natiirlich auch ein Analogon in bezug auf das Pro-
dukt (1).

Zum Beweis schreiben wir (7) in der Form

n
(@), = aybo+ D ay_(b,—Db, )

=1
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und ziehen hiervon die Gleichung
oo
af = aby+ 'a(b,—b,_,)
a=1
ab. Dann erhalten wir mit Hilfe der Dreiecksungleichung fiir # > m

ab),—ap| < la, anb|+2|a,, e allb— b, |+

=
+ 2 e A L T R S T
#=m+1 p=m41

Wegen a, > a gibt es eine Zahl 4, so daB |a,| < A ist fiir alle ». Jetzt
wihlen wir bei beliebig vorgegebenem &> 0 erstens m so groB, da8

o

€
by—b, 1] < —
_,};11 ]
ist, und dann bei festem m ein n, so groB, daB fiir alle n > n,
& &
|@n— allby| < 1! |@n—m—a| B < Z

gilt. Dann ist |(ab),— of| < & und (19) bewiesen.
DaB (19) nicht allgemein gilt, zelgt folgendes Gegenbeispiel: a, = 0,

a, = (=1)"Vn fir o >0, b, 2 1)V, Hier ist af = 0, aber
na,ch (’") =1
n-—1 (~'1)"
(ab), = et
— l/v(n——v)
und somit

lim |(ad),| = f =
I t(1

4, Ubergang zum Quotientenkorper. Gegeben seien zwei nicht
identisch verschwindende Elemente a, bebd. Dann gibt es zwei Indizes “
und » mit a, = 0 fiir » < g, a, #0 und b, = 0 fiir n <9, b, % 0, und
aus (4) folgt fiir die (u+v)-te Komponente des Produktes ab

(aB)yy = @,b, # 0.

Dies bedeutet, daB das Produkt (4) keine Nullteiler besilzt, so dal zu b
der bis auf Isomorphie eindeutige Quotientenkérper £ existiert, dessen
Elemente Operatoren genannt werden. Der Nachweis der Nullteilerfrei-
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heit ist hier fast trivial, wihrend er bei dem Produkt (1) bekanntlich
auf den Satz von Titchmarsh hinausliuft. Der Ubergang von d zu Q ist
eine echte Erweiterung, da beispielsweise die Gleichung

(20)

wegen 9, = 0 und (6) in d nicht losbar ist.

Wir wollen jetzt versuchen, die Elemente von d durch den durch
(20) definierten Operator ¢ auszudriicken. Aus (20), (14) und (13) erhalten
wir zunfichst

qv =1

1 -1 1
P =, 1

q q
Die Gleichung (15) nimmt jetzt die Form

(21)

(22) Buys = gbu— (4— 1),

an und (18)
m—1

(23) bngm = € b= (q—1) D) by r 0"
u=0

Speziell fir die Funktion a = o” = {1, a, a?, a3, .
aus (22) unmittelbar

..} erhalten wir

g—1
g—a’
Diese Formel ist fiir & = 1 eine Identitdt. Fiir « = 0 besagt sie wegen (21)

0" = d. Wahlen wir « = g6, so erhalten wir aus (24) durch Trennung
in Real- und Imaginirteil

(24) o=

(g—1)(g— gcosg) g (g—1)gsing
—_—, 'sinng = ——-—-"———,
¢*—2gocosg+ ¢ ¢*—2gecosg-|- ¢
Weiterhin erhalten wir aus (24) durch Quadrierung und Multiplikation
mit » = 1/(¢—1) nach (10)

(25) o cosng =

q—-l n-—-1
- = 5 an.an — § aavaﬂ.—l—v —_ ,nan—l
(Q"' a) y=0

und allgemein, durch vollstéindige Induktion,

g—1 Y o
(26) (g— ay™*? = (m) o
Diese Formel liefert speziell fiir a = 1
(1) W= (Z)

icm

Diskrete Operatorenrechnung 233

wobei wir mit #'™ die Potenzen von # in bezug auf die Multiplikation (4)
bezeichnen.

5. Differenzengleichungen. Mit Hilfe der znvor anfgestellten Be-
ziehungen sind wir auch umgekehrt in der Lage, jede echt gebrochene
rationale Funktion R(g) von q durch Funktionen von » auszudriicken,

. © s : 1 .
indem wir die Funktion E:TR(Q) in Partialbriiche zerlegen. Diese Tat-

sache findet bei der Auflosung linearer Differenzengleichungen mit kon-
stanten Koeffizienien der Form

(28) amyn»g-m‘i' Ay Ynam—1+ .. alyn+1+ Yy = fn
(anap 7 0) mit den gegebenen Anfangswerten

(29) Yoy Yrg -y Ym

ihre Anwendung. Aus (28) und (29) folgt némlich wegen (23)
(30) 9(9)yn

=fut (€= D{(@n ™+ @) Yot A (@t ) Yonst G Yy}
mit
(31) 9(0) = ang"+ an 10"+ A 0y g+ g

Sind speziell alle Anfangswerte (29) gleich Null und findet man durch
Partialbruchzerlegung von 1/g(q)

¢—1
gl
80 lautet die Losung von (30)

n—1
(32) Yn = n'g'n'fn = Z On—1-0fs-
v=0

Verschwinden die Anfangswerte (29) nicht alle, 5o muf man in (30)
noch den in den geschweiften Klammern stehenden Ausdruck beriick-

. sichtigen. Dies wollen wir einmal bei folgendem Beispiel durchfithren

Ynts™ 2Uns3+ 2Ynio—3Yn i+ 2y, = 0
mit

Yo=10, 4y, =0, y,=9, y,= —2,
Hier ist g(q) = (¢g—1)*(¢+2)(¢*+1) und

9¢*—2¢-+5
9(a)

Yy = 28,

Yo = (¢—1)
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Partialbruchzerlegung liefert

so daB wir nach (21), (24) und (25)

Yp = 20+ (—2)" — cos

erhalten.

6. Grenziibergiinge. Bine Folge o™, k = 1,2, 3, ... von Blementen
aus b nennen wir gegen das Hlement aed konvergent, wenn fiir jede einzelne
Komponente
(33) lime® =a,, »=0,1,2,...,

E-s00 .
gilt. Diese ,,Konvergenzdefinition in " ist mit den Rechenoperationen
in b vertréglich, d. h. es gilt

(34)  lim (@®+b®) = lim a® 4 lim »®, lim a®bp® = (lim a®)(lim b®),
k—>o00

k—co k—»o0 k>0 k—oo k—00

gofern die einzelnen Grenzwerte auf den rechten Seiten existieren. Die
Konvergenzdefinition fiir die Elemente aus b 148t sich folgendermaQen
auf die Elemente von Q iibertragen:

Bine Folge 1 von Elementen aus O heipt gegen r = a/b konvergent,
wenn es eime Darstellung ™ = a®p® givt mit a® - a, 8® b #£0
nach der vorhergehenden Definition. Dieser , Konvergenzbegriff in Q7
besitzt folgende Eigenschaften:

(a) Der Grenzwert ist von der speziellen Darstellung von ®  unab-
hingig. Gilt namlich aunch ™ = ¢®/@® mit ¢® »¢, d® - e £0, so
folgt ans a®d® = ¢™p® fiir k — oo nach (34) ae = cb oder afb = cle.

() Adus 7™ v wnd s® s %0 folgt ¥s® 5 pfs, so dab die
Konvergenzdefinition mit den Rechenregeln in Q vertriglich ist, da
natiirlich auch die Beziehungen (34) fir Elemente aus £ gelten.

Zum Beweis sei +® = a®/p® mit o -, P b %0 wnd =
= c®/d® mit ¢ ¢ 5£0, d¥ —¢ % 0. Dann gilt

I ¥ 1 N
r o _&e’ e _T
s® p®® " pe s’

(e) Jede in d konvergente Folge a™ komvergiert auch in Q, wie die

Zerlegung o) = ™1 zeigh. Der Grenzwert ist in beiden Fillen der-
selbe.
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(d) Bs gibt Folgen o™ von Elementen aus v, die zwar in O konvergieren,
aber nicht in b, der Grenzwert kann dabei in D liegen oder auch nicht.
Aus der Umformung

elx

a = = e
g—a 1

- —
a

(vgl. (21) und (24)) folgt nimlich beispielsweise fiir g — oo in O

(35) lim o" = 0,

wobei der Grenzwert in b liegt. Ein anderes Beispiel lautet
lim (1—a"*!) = ¢,

a—>00

wie die Umformung

1

1— =

1 g g_aq =g a
g—a 1_2

a

zeigt. Hier liegt der Grenzwert nicht in b.

(e) Jedes Hlement von Q ist als Grenswert von Elementen aus b dar-
siellbar. Ist némlich » = a/b ein beliebiges Element aus 9, s0 ist offenbar

. a
e ="
Jedes Element der Form a/(b-+ed) mit e % —b, ist aber ein Element
aus b, da das Gleichungssystem (4) bei gegebener linker Seite und gege-
benen b, nach den a, auflosbar ist, wenn b, £ 0 ist.

Schreiben wir jetzt die Beziehung (18) oder die damit gleichbedeutende
Bezichung (23) in der Form

m~—1

1 b b
b, = = Zu o Ungm
() Y

n=0

80 konnen wir den Grenziibergang m — co durchfithren, Aus (17) folgh
sofort lim by, /¢" = 0. Folglich erhalten wir, da b, von m unabhiingig ist,

M —r00

(36) bnz(l_i) N1
q Z ¢

=0
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7. Analytische Funktionen. Betrachten wir die der Funktion b,
zugeordnete Reihe
(37) B(z) = pr

n=0
wobei z eine komplexe Verdnderliche ist, so stellt sie im Falle der Kon-
vergenz eine in der Umgebung des unendlich fernen Punktes regulire
analytische Funktion dar. Konvergiert die Reihe nicht, s0 gibt es nach
einem bekannten Satz (vgl [3], S.29-31), den wir im néchsten P}mkt
noch einmal beweisen wollen, eine in einer rechten Halbebene analytische
Funktion mit der asymptotischen Entwicklung

b
(38) By~ >,
u=0
d. h.
m—1 1
(39) Be) = 2 o+ 0(?)
=0

fiir |¢| — co und beispielsweise Mz > 1. Wie in [4] sagen wir dann, daB
B(2) eine asympiotische Summe der Reihe 3 b,/ ist und daB diese Reihe

=0

gegen B(z) asympiotisch konvergiert. Die im Falle der (gewohnlichen)
Konvergenz durch (37) definierte Funktion B(z) geniigt offenbar ('aben—
falls der Beziehung (39) und kann daher auch in der Form (38) gesch?leben
werden. Umgekehrt ist B (z) durch (38) natiirlich nicht eindeutig bestimms,
da man zu B(z) beispielsweise noch die Funktion ¢~"% additiv hinzu-
fiigen kann. Daher wollen wir zwei Funktionen, deren Differenz D(2) =
= O(1/s™) ist, fiir jedes m als gleich ansehen (vgl. [4]). )

Ein Vergleich von (38) mit (36) legt es nahe, den Funktionen B(z)
noch Funktionen b(z) gemiB
(40) b(e) = (1 _ ——)B(z)
zuzuordnen. Man kann dann leicht nachrechnen, dal die Menge .der
Funktionen b(z) der Form (40) mit (39) bei der zuvor erwahnten Gle.lch-
heitsdefinition und der gewdhnlichen Addition und Multiplikation einen
Ring bildet, der zu b isomorph ist. Da man nimlich asymptotische Rei-
hen miteinander multiplizieren darf, gilt beispielsweise unter Beachtung
von (4)

a()b(2) ~ (1— %) i‘ 2 4B, 2" ~ (1_ -i—) 2 (ab), 5"

p=0 p=0

icm
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Damit sind aber auch die zugehorigen Quotientenkérper isomorph.
Identifizieren wir isomorphe Elemente miteinander, so knnen wir » — q
und allgemeiner

(1) blg) =0,

setzen. Die Richtigkeit dieser Beziehung finden wir beispielsweise im

Falle b, = 1 wegen
oo
3
1— 2
)
fiir |g| > 1 bestitigt.

Allgemein konnen wir jetzt einen Quotienten a{q)/b(g) mit b, =
=..=by_, =0, b, # 0 in der Form

I [

=1

il

=

x a
3 m
alg) g , 7 o,
( = ooﬂ = a—mqm’F G-m.;_]qm 1 +... —}—cvlg_f_z —
b(q) 5 b 27
a=0 q°

schreiben, wobei die Reihen nach der Konvergenzdefinition in O stets
konvergieren, wenn ¢ als Operator aufgefalSs wird, aber natiirlich keines-
wegs (im gewbhnlichen Sinne) zu konvergieren brauchen und nur als
asymptotische Entwicklungen zu verstehen sind, wenn man ¢ als komplexe
Verdnderliche deutet. Tin beliebiges Element des Quotientenkérpers
hat somit die Form Polynom in g plus Element von d, was man auch ohne
Benutzung von Reihen direkt einsehen kann. Insbesondere ergibt sich
hierbei, daB eine Potens ¢° nur dann ein Element von O sein kann, wenn o
eine ganze Zahl ist.

Jetzt 148t sich leicht beweisen, daB ein Element e d, dessen zuge-
hirige Potenzreihe (36) den - Konvergenzradius Null besitzt, nicht als Quo-
tient ¢, = a,:b, aus Elemenien mit konvergenten Reihen dargestellt werden
kann. Sind nimlich A(g) und B (g) fiir ¢ = oo reguléir, so kann c(q)
=A(g)/B(g) in ¢ = oo hochstens einen Pol besitzen. Wegen ¢(g) = 0(1)
fir |g| = co mit Rg > 1 mub dann ¢ = oo sogar eine regulire Stelle von
¢(g) sein und die zugehorige Potenzreihe im Widerspruch zur Voraus-
Setzung einen positiven Konvergenzradius besitzen. Damit haben wir
in der Operatorenrechnung der Funktionen eiener diskreten Verfinder-
lichen einen allgemeinen. Satz bewiesen, der in der Operatorenrechnung
der Funktionen einer kontinuierlichen Verinderlichen bisher nur fiir die
spezielle Funktion ¢ bekannt war (vgl. [6]).

8. Asymptotische Konvergenz. Nunmehr wollen wir den bereits
im vorhergehenden Punkt benutzten Satz tiber die asymptotische Kon-
vergenz in der Form beweisen, wie wir ihn hier in der Operatorenrechnung
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bendtigen. Wir haben also zu zeigen, daBl es wu beliebig vorgegebenen
Zahlen b, eine enalytische Funktion B(z) gibt mit (39). Zu diesem Zweck
bestimmen wir zu den gegebenen b, Zahlen @, und ¢, so, daB fiir alle

n=0,1,2,...
>’% b 2 GW o2
L g (z+6,) St

m=1 n=1

(42)

>0 ist sowie

LT S

et~ 2l

fir Re>1 und p=1,2,8,... Die Ungleichungen (43) sind bel gege-
benen @, erfiillt, wenn wir etwa ¢, = 2"|a,| wihlen. Da nimlich diese

Behauptung fiir a, = 0 trivial ist, kénnen wir a, % 0 annehmen. Setzeu
wir dann 2 = ¢,{, 50 ist (43) eine Folgerung aus der Ungleichung

gilt fiir |2| - oo und auBerdem ¢,

(43)

‘ ir1 l< Vil

fir R¢ > 0. Diese Ungleichung ist aber offensichtlich erfiillt, da fiir
{{] 21 in der rechten Halbebene |/({+1)] < 1ist und fir [£] < 1 dort

die Ungleichungen [{] < Ml/m und |{+41| > 1 bestehen.
Fithren wir jetzt auf der rechten Seite von (42) fiir hinreichend
grofle \z] die Entwicklung

(~+0

1 i P
TS E Y

m—1

mit m = u+v durch, so haben wir die a, wegen (—V”) = (,u—l

)( —1y aus
dem Gleichungssystem

by =, + 2 (m_
p=1 /.L—

zu bestimmen. Unter Beachtung von ¢, = 2*|a,| ist dies in eindeutiger
‘Weise rekursiv méglich. Mit den so bestlmmten GroBen a, und ¢, ist die

Reihe
- a
=b e
z) o‘l" /; (z_l_ c#)”

(44)

) ( —1 )m-'u azz —-;za!l

(45)

icm®
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fir Re >1 gleichmélig konvergent und stellt dort eine analytische
Funktion dar, die auferdem die Eigenschaft (39) besitzt. Damit ist B(z)
eine asymptotische Summe der auf der rechten Seite von (38) stehenden
Reihe.

Es sei nochmals erwihnt, daf wir auf die auf der rechten Seite von
(36) stehenden Reibe den Begriff der asymptotischen Konvergenz oder
der Konvergenz in b anzuwenden haben, je nachdem, ob wir ¢ als kom-
plexe Verinderliche oder als Operator auffassen. Beide Begriffe sind
offenbar dquivalent, da wir die nach den beiden Konvergenzbegriffen ermit-
telten Reihensummen nach den Ausfithrungen im vorhergehenden Punkt
miteinander identifizieren konnen. Man kann dies auch leicht durch
eine direkte Rechnung bestétigen. Wenden wir nimlich in

1 - [
b(g) = {1— =] (b, e
0 ( q)( +g(q+cu)")

die Formeln (21) und (26) an, so erhalten wir

n+1

b(g) = b d+®2 (‘uaz 1)(_1)1»-u+10;i~u+1“”_

Hieraus folgt wegen (44) b(q) = byd+b,,;v und schlieBlich wegen (15)
b(fl) = bn'

9. Differenzengleichungen in mehreren Verinderlichen. In Punkt
5 hatten wir Differenzengleichungen in einer unabhiingigen Verinderlichen
betrachtet. Ganz analog kénnen wir natiirlich auch Differenzengleichungen
in mehreren unabhingigen Verinderlichen betrachten, die in der Opera-
torenrechnung der Funktionen einer kontinuierlichen Verinderlichen den
partiellen Differentialgleichungen entsprechen. Anstelle einer allgemeinen
Theorie wollen wir hier lediglich ein spezielles Beispiel betrachten, bei
dem sich schon der Hauptunterschied zu den partiellen Ditferentialglei-
chungen zeigt. Gegeben gei die Gleichung
(46) Ynia (M- 2) = g, (m)
mit den Nebenbedingungen
(47) Yo(m) =0 Ya(0) = @y, Yn(l) = by

fir n,m = 0,1,2,... Die Funktionen @, und b, sind gegeben, ¥, (m)
ist die gesuchte Funktion. Damit sich die Bedingungen (47) nicht wider-
sprechen, mufl a, = b, = 0 sein. Wenden wir jetzt auf (46) die Formel
(22) an und beachten wir die erste der Bedingungen (47), so erhalten wir

(48)

und

QY (m+2) = g, (m).
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Diese Gleichung ist jetzt nur noch eine Differenzengleichung in bezug
auf eine einzige Verénderliche, so daB wir das Argument n nicht mehr
mitzuschreiben brauchen und kurz Yn(m) = y(m) setzen koénnen. Alg
Nebenbedingungen treten nur noch die beiden letzten der Bedingun-
gen (47)

(49) y(0)=a, y(d)=>b

auf. Ohne nochmalige Heranziehung der Operatorenrechnung machen
wir jetzt zur Auflosung der Gleichung (48) den Ansatz Y (m) = 2™ Die
GroBe 4 muB dann der Gleichung

(30) P =1

gentigen, aus der durch formale Auflésung 7 = +1 /I/qT hervorgeht. Wie
wir bereits in Punkt 7 festgestellt haben, gibt es in O keine Operatoren
dieser Gestalt, d. h. die Gleichung (50) st in £ srreduzibel. Wir konnen aber

bekanntlich den Erweiterungskorper Q1 /I/é) von Q betrachten, in dem
die allgemeine Lésung von (48)

(51) y(m) = g~™" (0(1)_}_(_1)1;Lc(2))

exigtiert, und versuchen, die willkiirlichen von m unabhéingigen GriBen
o und ¢ so zu bestimmen, daB y(m) ein Blement von b wird und die
Nebenbedingungen (49) erfiillt. Zu diesem Zweck 16sen wir das Glei-
chungssystem

e —a, oW g® —pyy
auf, aus dem wir sofort
= fatdVg), o= 3{a—bVq)

erhalten. Fiihren wir diesen Ausdruck in (51) ein, so ergibt sich

T4 (=1 (=1
y(m) = q~m/2(% o+ *_(2”__)_ b]/g)
oder
(52) y(em) = -, y(@m-+1) = é—,b,;.

Hieraus ist ersichtlich, dag y(m) tatsichlich ein Flement von b ist und
wegen 1/g = v sieht man auch sofort, daB (52) die einzige Lodsung von
(46), (47) ist. Dieses Beispiel lehrt zugleich, daB hier andere Verhiltnisse
vorliegen als bei den partiellen Differentialgleichungen in der allgemeinen

Operatorenrechnung. Dort ist nimlich die entsprechende Aufgabe un-
losbar (vgl. [5], S.260).
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10. Der Zusammenhang mit den Funktionen einer kontinuierli-
chen Verdnderlichen. Wie bereits in der Einleitung betont wurde, ist
die vorliegende Operatorenrechnung ein Spezialfall der gewshnlichen Ope-
ratorenrechnung, wobei der Zusammenhang durch (2) hergestellt wird.
Somit mufl sich auch der Operator ¢ durch den Operator » ausdriicken
lassen. Da v = 1/q wegen (17) fiir m = 1 mit dem Verschiebungsoperator
v, (t) gleichbedeutend ist (vgl. (6) in [1]), erhalten wir wegen v,(t) = e~
(vgl. etwa Punkt 3 in [1]) die gewiinschte Beziehung

(53) q=é.

Erseteen, wir in allen hier aufiretonden Formeln g durch ¢®, so kénnen wir
die Ergebwisse unmittelbar in die gewohnliche Operatorenrechnung iiber-
nehmen. Beispielsweise erhalten wir aus (39), (40) und (41)
1 m~1 1 m—1
a, s —p —up —mp
w=limg) 2 eolE) - amen S0
p= =

und dasselbe Ergebnis ergibt sich im Falle (2) wegen

m m—-1 g4l m—1

pf e R ([t])dr = pZ f e a,dr = (1—6"’)2 e~"q,
0

=0 =0

auch aus
m

(54) F(t)=p [ e F(z)d+ 0(e™™),
17,

wobei wir p und ¢ nach Punkt 7 von [2] auf reelle Werte beschrinken
konnen. Nebenbei haben wir die Beziehung

m ' 1 m—lF(ﬂ)
R Ndr = [1— =
pafe P((x])dr ( q);’ p

bewiesen, in der auch m — oo streben darf. Hier erweist es sich als giinstig,

(85)

1
dap in den Formeln (36) und (54) bereits der Vorfaktor (1—;) bew. p

auftriti.
Da eine Funktion F(t) mit (¢

(54

) die Darstellung

De

F(t) (@, —a,_1)0,(t)

>

W=

mit a_; = 0 besitzt, erhalten wir fiir das Produkt mit der Funktion

D1

G(t) (bu_ bu—lwﬂ(t)

]
o

M
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wegen ,(8)-v,(f) = 0,,,(?)

=] m
= " Y (a— ) (bny—bns) 0 (2).
Mm=0 p=0
Setzen wir
P()-G(t) = D (6m—0m-1) (1),
M=0

so folgt in Ubereinstimmung mit (4)

m m

o= (6, 6 2(“ — 1) X (b= D)

u=0 B=v

(56)

m
=) (a,—
»=0

au»l) bm—v .

Hieraus ist unmittelbar ersichtlich, daB das Produkt (1) im vorliegenden
Spezialfall gerade in (4) iibergeht.

AbschlieBend wollen wir noch zeigen, dafl der am SchinB von Punkt 7
bewiesene Satz ebenfalls in die allgemeine Operatorenrechnung iber-
nommen werden kann: Fine Funktion H(1) mit H(t) = H([1]), deren
z2ugehorige Potenzreihe

1 —»
Hl) = (1—?)20,4

v=0

mit ¢, = H(v) fir alle ¢ divergiert, kann auch nicht als Quotient H (1) =
= F({):G() aus Punktionen mit kowvergenien Laplace-Integralen dar-
gestelll werden. Angenommen, es gidbe eine solche Darstellung, dann
koénnten wir sogar annehmen, da8 F(t) und G (¢) stetig sind und einer Ex-
ponentialabschitzung geniigen, da wir andernfalls nur eine Erweiterung
mit 1/(p—p,) bei hinreichend grofem p, vorzunehmen brauchten. Aus

H@) = D (6—0,_1)n(1)

p=0

mit ¢-; = 0 erhalten wir durch Multiplikation mit G (¢)

_1)G(t—7)
und somit speziell fiir { = n

F(n) = Z (6,—¢,_1)G(n—9).
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Hieraus ist durch Vergleich mit (56) ersichtlich, daB aus H (1) = F (1):G(t)
wnd H(t) = H([t]) auch die Darstellung H(f) = F([¢]):G([t]) folgt.

Bei den Funktionen F([t]) und G([t]) reduzieren sich aber die Laplace-
Integrale wegen (55) auf Potenzreihen, die wegen F = O(¢”% und
G = 0(é™") einen positiven Konvergenzradius haben. Die Unméglich-
keit einer Darstelung durch Funktionen dieser Art wurde aber bereits
in Punkt 7 bewiesen. Damit haben wir auch im vorliegenden Fall einen
Widerspruch erhalten. Auf Grund des soeben bewiesenen Satzes kennen
wir jetzt neben der bereits aus [6] bekannten Funktion ¢ eine ganze
Klasse von weiteren Funktionen, die durch die Theorie der konvergenten
Laplace-Integrale nicht erfalt werden kénnen.
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