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2

in the simples 0 <¥y, ..., 0 <ty Olit. el < T (>0, T> 0),
then there exist positive numbers 0’ and 0" such that 0'+0" =21 and F = 0
0Kty ey 0 Ky Gl T 00 < Tyand G =0in0<1t,...,0<¢
ety oty < 07T

We can suppose that F =0 and G = 0 outside the region of integra-
tion and take then (20) instead of (21). By Theorem VIIIb there exists
o real number % such that F =0 in ¢, fy+...+¢ b, <T—u =0 and
@ =0 et;+...+et, <THu=0"T. Bvidently 00" = 1. If one of
numbers ' or 0’ is > 1, we can replace the second one by 0. Otherwise
both numbers 6 and 6'' are non-negative.

As a particular case of Theorem VIIIc we obtain the well known
Titchmarsh theorem on convolution [h], on admitting that F and @
are complex valued functions and that n = 1.

ny

11. Denote generally by Cp the smallest convex set outside of
which F vanishes, and such that (%, ..., 1,)eCp implies (uy, ..., u,)eCp
as u; =1 Thus, if + i3 a real number sufficiently large, Cp contains the
Tegion t1 =1, ..., 0 =t I FeB, then Oy is also contained in such a region
with properly chosen f.

The set Cp can be equivalently defined as follows. Let Hf, where
¢ = (6,...,06,) (¢; > 0), denote the greatest half-space in which F = 0.
Then Oy is the complement of (JH%.

¢

By vector sum Cp-Cq of two sets Cp and €y we understand the
set of points (uy-+vy, ..., u,~-0,) such that the points (u,,...,u,) and
(©1y ..y v,) belong to Cp and Cy respectively.

THEEOREM VIIId. Cpq = Cp-+Og.

In fact, Hpwg = Hy+HE (vector sum), by Theorem VIITb. This
implies UH g = UH Pt UHa, and on taking corresponding comple-

ments CF*G = Op+ C'G
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i.,Tbor Niveaulinien iuétperiodischer Funktionen

von

5. HARTMAN (Wroctaw)

1. Die hier vorkommenden Begriffe und Hauptsitze aus der Theorie
der fastperiodischen (fp.) Funktionen konnen z. B. in [1] gefunden werden.

Es sei f(¢) eine reelle B-fp. Funktion, d.h. eine fp. Funktion im
Sinne von. Besicoviteh. Wird ¢,(y) = 1 oder 0 gesetzt, je nachdem y<a
oder y = a ist, so ist bekanntlich [7] die (monotone) Funktion

T

1 g
Py =1im——j (F(0) dt
o) =i 5 [ culfo)

fiir jedes reelle a mit Ausnahme einer hochstens abzihlbaren Menge A
wohlbestimmt und stetig. Der Integrand ¢, (f(#)) fiir a¢4 heiBe a-Niveau-
linte von f. Man weif, da@ die Niveaulinien der B-fp. Funktionen wieder
B-fp. Funktionen sind ([7], 8.399). Setzt man iiber f mehr voraus, so
kann man auch iiber ¢, mehr behaupten; ist z. B. f ein trigonometrisches
Polynom, so ist ¢, eine S-fp. Funktion (d.h. fastperiodisch im Sinne
von Stepanoff), und zwar fir jedes a ([6], S. 210-211). Will man systema-
tisch untersuchen, wie die Eigenschaften von f diejenigen von ¢, beein-
flussen, so fithre man zweckmifig den folgenden, von C. Ryll-Nardzew-
ki stammenden Begriff ein:

Definition. Bine fir alle ¢ erklirte nach Lebesgue meBbare Funk-
tion f(f) heildt R-fastperiodisch wenn es fiir jedes ¢ > 0 zwei Bohrsche
fp. Funktionen ¢ und y gibt, so daB

(1) p(t) < (1) < p() iiberall,
"

’] n
lim j [p(t)—p()]dt < e.

o

2. Bevor wir das Problem der Niveaulinien wieder aufnahmén,
wollen wir die Bigenschaften der R-fp. Funktionen niher betrachten.
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Ersichtlich bilden sie einen Ring. Jede R-fp. Funktion ist offenbar eine
B-fp. Funktion. Uberdies gilt aber der

841z 1. Eine R-fp. Funktion f(1)

Beweis. Unfer einer zu & > 0 gehérenden S7-Verschiebungszahl
der Funktion f verstehen wir ein reelles 7, fiir welches

ist WP-fp. fiir jedes p >1

a4l

sip — [ ft-+n)—fnrar <e

—00CT <00

gilt. Demnach beruht die Definitionseigenschaft der W”-fp. Funktionen
dareuf, daB sie fiir jedes ¢ > 0 und ein geeignetes I > 0 eine relativ dichte
Menge von S7-Verschiebungszahlen hzben. Man beachte, daB eine zu ¢
gehorende S}-Verschiebungszahl zu gleicher Zeit eine S7P-Verschiebungs-
zahl fiir alle hinreichend groBen [ ist.

Zuerst zeigen wir jetzt, daB f eine W-fp. Funktion ist (d. h. fast-
periodiseh im Sinne von Weyl, m.a. W. W”-ip. fiir p = 1). Es seien ¢
und » Bohrsche fp. Funktionen, die fiir ein vorgegebenes >0 die
Ungleichungen (1) erfilllen. Ist v eine e-Verschiebungszahl von ¢, so hat
man fiir jedes ! und &

r+l T+

1 1
T/ e n-rola < 7/ wro—pwian

x+1 ac+l
1
+3 [ Ut =ptee i 3 Tf[f( o
1z«;;l T+l
<= [ Wlt+n—p)l dt+2sup-—f [y (6)— @ (0]

x

Da der Mittelwert der (Bohrschen) Funktion y— ¢ gleichmafig in @ durch

a:+l

f [w()—p(]dt

bei 1— co approximiert wird, so ist wegen (1) fiir ein hinveichend
grofies 1 das letzte Glied kleiner als 2e. Da das vorletzte die Zahl ¢ nicht
iibersteigt, so ist 7 eine zu 3¢ gehorende S;-Verschiebungszahl von f.
Die Wahl von ! hiingt nur von ¢ ab, es stellt sich also heraus, daf fir
jedes ¢ > 0 und ein geeignetes | die Funktion f eine relativ dichte Menge
von S}-Verschiebungszahlen hat. Die restliche Behauptung von Satz 1
folgt aus dem Satz von Bohr und Felner, wonach jede beschrinkte
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W —(8—, B—) fp. Funktion auch W”—(8”—, B —) fp. bei jedem p>1
ist ([2], S. 62).

Gelegentlich wollen wir bemerken, dafl der letztgenannte Satz eine
Verallgemeinerung zuléfit, die in bezug auf B-fp. Funktionen bereits
von Kovanko in [5] bewiesen wurde und fiir W—(8—) fp. Funktionen
wie folgt lautet, wenn y die charakteristische Funktion der mit E be-
zeichneten Menge bedeutet:

Satz 2. Ist f eine W—(8—) fp. Funktion und ist fiir ein p > 1, jedes
e > 0 und jede mefBbare Menge E ein 6> 0 derart zu finden, daf

x4l z+1

lim sup —f x(t)dt < 6 baw. supf x(t)di < 6
x
xT

lso0 —oo<r<oo

die Ungleichung
41

lim supif % (t)

lsoo 1
x

If@Par < e

baw.
T+l

sup [ #(t)
r oz
nach sich zieht, so ist f WP—(8P—) fastperiodisch.
Wie man weiB, ist die Umkehrung dieses Satzes ebenfalls richtig.
Den Beweis erbringen wir nur fiir W-fp. Funktionen. Fiir die S-fp.
Funktionen ist die Uberlegung analog.
Es sei f eine W-fp. Funktion und e > 1 positiv, beliebig. Erfiillt nun
§ < 1 die Voraussetzung, so wihle men l, >1 so, daf die fiir alle I > 1,
zu ed gehdrenden S}-Verschiebungszehlen von f auf der reellen Achse
reletiv dicht liegen. Ist v eine dieser Zahlen, so setze man

= {t: If(t+7)—fO] > 1}.
Fiir 1> 1, ist dann offenbar

x+l

suplfx t)dt << 6 < 4.

fOfra < e

AuBerhalb E gilt |[f(t4-7)—f)P
jedes
2+l x+1

1
= [ et o—sora <4 [ (- zw)ife+0—fora

l
k4 ax

K

< |f(t+7)—f(1)], man hat daher fir

x4+l

wearoa] "+ [ [ rorwa] T
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Da das erste Glied rechts kleiner als ¢ und beide Glieder in den geschweif-
ten Klammern fiir ein hinreichend grofies I =1, > I, kleiner als (el,)"?
sind, so gilt

1 Tl

= [ fern—fora < 2ete

L
und 7 ist somit eine zu £(2°+41) gehdrende Verschiebungszah!l der Funk-
tion f, die sich folglich als WP-fp. erweist.

Zwei Funktionen ¢ und v sollen B-dquivalent heillen, wenn

T
1
lim —— f () —p(8)]dt = 0
Teo 2T p

gilt. Bs sei jetzt 4 = (4, A5, ...) eine abzihlbare additive Gruppe reeller
Zahlen und K das entsprechende Bohrsche Kompaktum, d. h. die kom-
pakte Gruppe, in welche die reelle Achse D vermoge eines stetigen
Isomorphismus y derart eingebettet werden kann, dafl jede stetige Funk-
tion auf K die Erweiterung einer Bohrschen fp. Funktion auf D ist,
deren Fourierexponenten zu A gehéren, und alle solchen Bohrschen Funk-
tionen sich zu stetigen Funktionen auf K erweitern lassen. K ist eine
Untergruppe des ¥;-dimensionalen Torusses und indem wir jeden Punkt
#eK durch eine Koordinatenfolge oy, a,,... (jg,] =1) ausdriicken,
konnen wir y(t) = {¢*') (j =1,2,...) setzen. K ist dann die abge-
schlossene Hiille von y (D). Bekanntlich kann man den auf K nach dem
invarignten Mafe u integrierbaren Funktionen B-fp. Funktionen auf D
mit BExponenten aus 4 so zuordnen, daf die entsprechenden Fourier-
reihen durch die Korrespondenz z; ~ e”(1;eA) ineinander iibergehen.
Um diese Korrespondenz eineindeutig zu machen, muf man einzelnen
Klassen von p-4quivalenten Funktionen auf K (d. h. bis auf eine p-Null-
menge einander gleichen; abg. u-Klassen) ganze Klassen B-fquivalenter
Funktionen auf D (abg. B-Klassen) gegeniiberstellen. Die so erklérte
Korrespondenz zwischen den u-Klassen und B-Klassen, die wir auch
manchmal weniger prézis als Korrespondenz zwischen Funktionen auf-
fassen werden, bildet den Raum der B-fp. Funktionen mit Exponenten
aus A und mit der B-Norm

.
— 1 *
;ﬂﬁl‘ Iflas

auf den Raum L(K) der nach u integrierbaren Funktionen linear und
isometrisch ab. Sie sei y-Korrespondenz genannt und demgemif sollen
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Funktionen oder Funktionenklassen, die zueinander in dieser Relation
stehen, y-korrespondierend heiBen. Man hat nun den

Sarz 3. Damit eine B-Klasse eine R-fp. Funktion enthdlt, ist notwendig
und hinrveichend, dafi die y-korrespondierende u-Klasse eine nach Rie-
mann integrierbare (d. h. eine beschrinkie und u-fast iiberall stetige) Funk-
tion enthalte.

Dieser Satz stammt von C. Ryll-Nardzewski. Des Verfassers ur-
spriingliche Aussage war weniger scharf.

Beweis. Es sei f(t) eine R-fp. Funktion und ¢, und v, seien Bohrsche
Funktionen derart, daB

o (t) SF(1) < pult)
T

(n=1,2,...),

1
lim lim -

n—co Tsoo 2T p

[%(t)'%(t)]dt = 0.

Indem die Funktion f(¢) auf D erkldrt ist, ist sie vermbge der Abbildung y
auf (D) erklart: f(z) = f(y~*(#)). Mit den Funktionen g,(f) und w, (1)
sind stetige Funktionen ¢,(2) bzw. y,(») auf K (die wir mit denselben
Buchstaben bezeichnen) y-korrespondierend. Man hat daher

(2) P (@) <f(2) Syale)  (zey(D)),

(3) W [ [y, (@) — pu (@)1 (d2) = 0.
" K

Indem wir ndtigenfalls ¢,(z) durch sup g;(x) und y,(z) analog ersetzen,
Iign

diirfen wir annehmen, da ¢, und y, monotone Folgen bilden. Da f(x)
auf der in K dichten Menge y (D) beschrinkt ist, ¢, und y, aber stetig
sind, so ist die Folge {¢,} nach oben und {y,} nach unten beschrinkst.
Thre Grenzfunktionen ¢ und ¢ sind bis auf eine p-Nullmenge einander
gleich und jede stellt den gemeinsamen Limes der beiden Folgen im Raum
L(K) dar. Mithin sind sie beide mit der Funktion f(f) y-korrespondierend.
Wir haben nach (2) etwa ¢, (2) < ¢(2) < ,(») (#<K), dann zeigt aber (3),
daB ¢ auf K R-integrierbar ist, und so folgt die erste Hilfte des Satzes.

Ist nun f(x) auf K R-integrierbar, so setze man u(z) = supf(z)
(d. h. lim sup. f(&)). Dann gilt

80 T~d<b<a<s

(4) w(w) = f(x) p-fast iberall.

Uberdies ist v und folglich die von y auf y(D) induzierte Teilfunktion
halbstetig nach oben. Deshalb ist v(t) = w(y~"()) halbstetig und wm-
somehr mefbar (auf D). Bs gibt eine abnehmende Folge stetiger Funk-
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tionen ,(z) (weK) derart, daB limy, (#) = p(x) gilt. Setzt man noch

n

¢(w) = inf f(x), s0 gibt es eine wachsende Folge stetiger Funktionen
@y (w) derart, daB linig, (%) = ¢(#) gilt und man hat

gul@) < p(@) Syulo) (@),

I‘ {q;,,(m) "‘f’n(m)] M(dm) ';L» 0 ‘
K

Tiir die vermoge y~' induzierten Bohrschen Funktionen ¢, (¢), v,(t) und
w(t) ergibt sich daraus ‘

() S @) < Pu(t),
tim [ )= (01 0-

Daher ist y(f) eine R-fp. Funktion, die der Funktion y(x), und wegen (4)
auch der Funktion f(#) im Sinne der y-Korrespondenz entspricht. Dies
schlieBt den Beweis. .

Bemerkung. WeiB man zusitzlich von-der Tanktion f(z), daB
gie eine L-mefBbare Funktion f(1) auf der reellen Achse induziert, so ist
f(t) selbst R-fp. und dabei stehen f(t) und f(@) in y-Korrespondenz zu-
einander.

Offenbar ist der Limes einer auf der ganzen reellen Achse gleich-
miBig konvergenten Folge von E-fp. Funktionen wieder eine R-fp.
Funktion. Weniger einleuchtend ist aber der folgende »

SATZ 4. Sind die Funktionen @, mit gewissen R-fp. Funktionen B-
dquivalent und konvergiert die Folge {py} gleichmafiy auf der reellen Achse,
s0 st die Gremafunktion o ebenfalls mit einer R-fp. Funltion B-dgquivalent.

Dem Beweis schicken wir ein Lemma voraus:

Levma 1. Steht eine reelle B-fp. Funltion f in y-Korrespondens 2u
f*eL(K), so besteht die y-Korrespondenz auch awisehen den Niveaulinien
ealf* (@) und oq(f(1), und die relative Verteilungsfunktion I'y(a) ist fiir
add gleich der u-Verteilungsfunktion von f, d.h. gleich ulwekK: @) <al.

Das folgt fiir die Bohrschen Funktionen daraus, daf f*(x) stetig
und mithin o,(f*(#)) nach Riemann integrierbar ist, sobald wla: (@)
=qa} =0 gilt, also bis auf abzihlbar viele a-Werte. Die Niveaulinie
c{f*(@)) induziert euf der Achse D die Funktion e.(f(t) (4. h. die
a-Nivegulinie von f). Daher stehen nach der Bemerkung zu Satz 3 die
Funktionen c, (f*(a)) und c.(f(#)) in y-Korrespondenz zueinander. Daraus
folgt schon die-Gleichheit ihrer Mittelwerte, d. h. der in Frage stehenden
Verteilungstunktionen, in den (gemeinsamen) Stetigkeitspunkten.
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Um die y-Korrespondenz von Niveaulinien und daher die Gleichheit
von Verteilungsfunktionen auf alle B-Funktionen auszudehnen. mlellﬁ
man ins Auge fassen, daf 1° fiir B-fp. Funktionen aus fo—f (im’ Sinn
der B-Norm) ¢,(f,,) —> ¢,(f) (nach derselben Norm) folgt ﬁ;d 20 fiir .im;:
grierbare Funktionen die gleiche Implikation in L(X ) stattfindet, so%a.ld a
Stetigkeimpunkt der jeweiligen Grenzvérteilﬁngsfunktion ist. ’Den‘ ein-
fachen Beweis hierfiir itbergehen wir. Nun gentigt es fiir eine gegebene
B-fp. Fanktion f(¢) e¢ine nach f im Sinne der B-Norm strebende Folge
trigonometrischer Polynome f, zu finden und sich anf die Erhaltung
der y-Korrespondenz bei B-bzw. L-Grenziibergang zu berufen. Der in 1
zitierte Satz von Lewitan gewihrleistet, dad alle Funktionen ¢,(f,) tat-
sichlich B-fp. Funktionen sind. ' o
Jetzt beweisen wir Satz 4 sehr raseh. Nach Satz 3 gibt es auf K
erklirte R-integrierberve Funktionen ¢)(z), die mit ¢,(f) y-korrespon-
dierend sind. Die Folge {¢7} ist nach Weglassung einer u-Nullmenge
gleichméflig konvergent. In der Tat: es sei 4,, (n,m =1,2,...) die
héchstens abzéhlbare A4-Menge fiir die B-Funktion |p,(t)— g, (?)]. Dann
folgt wegen Lemmz 1 fiir jedes positive e¢ {J 4, , aus der Ungleichung

ou(t) —gu (@) <& (t¢D) die Gleichheit
plwed: ) (@) —gn (@) =} =0,

die demgemif fiir alle n, m > N (&) besteht. Ist B, die iiber alle Zahlen-

paare n,m > N(e) genommene Vereinignng der hier vorkommenden

Mengen, so0 ist uB, == 0. Verliuft nun ¢ eine Nullfolge ¢; ohne die Menge
. 0 o

U 4y zutreffen, so hat man uJ B, = 0, auBerhalb ) B, ist aber

n,:m. =1 j=1

die Folge ¢ (x) gleichmiBig konvergent.

Nun hat man sich zu vergegenwirtigen, daf der Limes f einer bis
auf eine Nullmenge gleichmiiBig konvergenten Folge von R-integrier-
baren Funktionen f,(2) (¢<K) fast iiberall einer R-integrierbaren Funk-
tion gleich ist. Demnach ist ¢* = limg), mit einer R-integrierbaren Funk-

n

tion p-iquivalent. Andererseits ist ¢*(¢) mit der Funktion ¢(f) = lime,(4)

13
y-korrespondierend und so muB ¢ (wieder nach Satz 3) mit einer R-Ap.
Funktion B-Aquivalent sein.

Wir bemerken noch, daf Satz 4 in Kraft bleibt, wenn man in der
Voraussetzung und in der Behauptung von Bohrschen Funktionen an-
statt von R-fp. Funktionen redet. Der Beweis ist analog. -

3. Nun konnen wir den (teilwese bekannten) Satz tiber Niveaulinien
formulieren und beweisen:

Sarz 5. Ist f eine B-fp. Funktion mit Egponenten aus A und hat man
P 21, 80 ist fiir jedes ag¢A die Niveaulinie ¢, eine BP-fp. Funktion mit
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Eaxponenten aus A. Ist f eine W-fp. Funktion, so ist c, eine W>-fp. Funk-
tion. Ist f eine R-fp. Funktion, so ist c, ebenfalls eine B-fp. Funktion. Ist f
ein trigonometrisches Polynom, so ist ¢, eine R-und S-fp. Funktion.

In Anbetracht der Resultate von Wecken (s.1.), sowie von Bohr
und Felner (s. den Beweis von Satz 1), muBl man zum ersten Teil der
Behauptung nur noch zeigen, daf die Exponenten von ¢, zu A gehéren.
Dazu machen wir von Lemma 1 noch einmal Gebrauch.

Die Funktionen ¢, f* ) gehoren zu L(K), sie lassen sich also in
eine Fourierreihe nach den Charakteren von K, d. h. nach den Potenz-
produkten ;! ...w;7 der Koordinaten entwickeln. Deshalb treten in der
Fourierreihe der y-korrespondierenden Funktionen c¢,(f(#)) nur Glieder
von der Form a,exp (i(a;A;+...+ a;A)1) anf. Der gewiinschte SchiuB
folgt jetzt aus der Gruppeneigenschaft von .

Den dritten Teil der Behauptung haben wir fiir die fp. Funktionen
von Bohr bereits implizit erhalten, da im Beweise von Lemmsa 1 die
y-Korrespondenz von Niveaulinien ¢, (f(#)) und ¢, (f*(#)) fiir eine Bohrsche
Funktion f aus der Bemerkung zu Satz 3 gefolgert wurde, die zugleich
den SchluB gestattet, dad c,(f(t)) eine R-fp. Funktion ist, sobald ¢, (f*(v))
nach Riemann integrierbar ist. Das letztere trifft fiir a¢ 4 eben zu. DafB
die Niveaulinien einer beliebigen (nicht notwendig Bohrschen) R-fp.
Funktion wieder R-fp. Funktionen sind, schlieft man jetzt miihelos an
Hand der Definitionseigenschaft der R-Fastperiodizitét.

Beriicksichtigt man das und die Beschrénktheit von ¢,, so reduziert
sich der vierte Teil der Behauptung auf den in 1. zitierten und bereits
benutzten Satz von Lewitan.

Es bleibt noch den zweiten Teil herzuleiten. Die Hauptsache dabei
ist das folgende Lemme fiir eine W-Funktion f(f) zu beweisen:

LemMA 2. Bedeutet | | das Lebesguesche Map wnd ist a ein Stetigheits-
punkt der Verteilungsfunktion Fy, so strebt nicht nur der Ausdruck

— 1
hmfl{t: a—e < f(t) < ate} ~ (0, T)]
T

mit e nach Null, sondern iberdies gilt es

lim lim  sup %l[t:a-—s <fM) < atef n

&0 Tr00 —c0<B<00

(@, @+T)| = 0.

Unter Vorwegnahme dieses Lemmas iiberlegen wir weiter folgender-
mafen: Ist a¢ A4 und 6 > 0 beliebig, so seien ¢ und I, so gewsihlt, daf fiir
1>1,

(5) sup 7 l{t: a—e < f(t) < ate} ~ (2, n+1)) <%
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gelte. Das ist nach Lemma 2 méglich. Nun sei I > I, so fixiert, daB die
zu £6/4 gehorenden §j-Verschiebungszahlen von f relativ dlcht auf der
Achse liegen. Ist v eine dieser Zahlen, so hat men

z+l

(6) —supf Flte)— e

F)dt < —.
FOdt <
Wir sollen den Ausdruck

z+1

1
[ ledlstt+o)—e.(rioya
abschitzen. Er ist gleich

1
~ e @ (), f1) < o) - @, a4+

1
+ 51 ft+) < a0 <FO) A (0, 0+ D))

Hier sind beide Glieder kleiner als 6. Wir zeigen es z. B. fiir das erste
Glied. Dazu benutzen wir die Inklusion
(M) {t: 0 <flt47),f(1) < o) C {t: & <FE+1), (1) < a—s}

v {tra—e < f(I) < a}.
Aus (6) folgt nun die Ungleichung

é
A~ (@, 2+1) <=

1
SlleT!{f':f(t-l-T) > .

a, f() < a—e}

die zusammen mit (5) die gewiinschte Abschitzung ergibt. Mithin hat
sich 7 als eine zu 8 gehorende S}-Verschiebungszahl der Funktion ¢, (f)
erwiesen. Da 6 > 0 beliebig, ! immer verfiighar und die Zahlen v relativ
dicht verteilt waren, so ist ¢,(f(#)) tatsiichlich eine W-fp. Funktion. Wegen
der Beschrinktheit ist sie auch W”-fp. fiir jedes p > 1.

Beweis von Lemme 2. Fiir ein fixiertes ¢ > 0 setze man
E = {t: a—2e < f(f) < a+2¢},
Z = {t:a—e < f(t) < ats}.

Ist nun ein 6 > 0 vorgegeben, so seien ¢ > 0 und T, > 0 derart gewihlt,
dall aus T > T,

1 ]
®) FIE~O DI <
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folgt. Die Moglichkeit solcher Wahl ergibt sich aus der Stetigkeit der
Funktion F; im Punkte «. Es ist auch ein > 1 derart zu finden, dag
die zu £6/4 gehorenden Si-Verschiebungszahlen von f eine relativ dichte
Menge bilden. Demnach gibt es eine solche Zahl L > 0, daB in jedem
Intervall der Linge L eine von diesen Verschiebungszahlen vorkommdt.
Nun mag T, folgende Bedingungen erfiillen:

T l é L < é
T, > T, il < 1’ T g
Es sei T > T,. Sobald wir zeigen, daf
9 sup lé ~ (#,2+T)| < 6

gilt, wird das Lemma bewiesen sein. Wir setzen entgegen (9) voraus,
ds8 man fiir ein &

1
(10) ?]Z ~ (@, 8+T) =6

hat. Man kann eine zu z6/4 gehorende S;-Verschiebungszahl v von f
derart bestimmen, daB 0 <#—7v = £ < L ist. In einem Intervall der
Linge ! kann die Ungleichung

—f—1) >~

() £(t) 5

hochstens auf einer Menge gelten, deren Maf die Zahl 16/2 nicht iber-
steigh. Wegen der Ungleichung 1/T < 6/4 kann also (11) fiir te(z, +T)
nur suf einer Menge vom MaBe

s[T] . o 3
=+ S < Zor
lz[z]+4 <7

stattfinden. Liegt nun ¢ auBerhalb dieser Menge und hat man te(x, z-+T)~
~Z, 5o mauB t—re(E, E4T) ~ E gelten und es folgt nach (10), daB

1
B~ (&, 410> ol

ist. Das Intervall (0, £) ist hochstens gleich I, also wegen der Unglei-
chung LT < §/8 Xkleiner als %BT. Darum hat man

1 1 1
B~ (0, T)| > 0T — 20T = 2T,

das steht aber wegen T > T, im Widerspruch zu (8). Also ist Lemma 2
und mit ihm Satz 5 bewiesen.
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4. In diesem Abschnitt erértern wir eine abseits stehende Frage,
die sich aber dem bisherigen Gedankengang insofern anschlieBt, daf sie,
wenigstens zum Teil, unter Benutzung des Bohrschen Kompaktums
gelost werden kann. Es handelt sich um Fourierreihen 3 a,e™* mit
arithmetisch unabhingigen Exponenten 1,. Man wei wohl, daB eine
solche Reihe dann und nur dann die Entwicklung einer Bohrschen Funk-
tion ist, wenn Y'la,| < oo gilt ([1], 8. 51-52). Andererseits ist Y |a,|* < oo

n n
eine hinreichende (und notwendige) Bedingung, damit die Reihe einer
B*-fp. Funktion entspricht. Wir wollen niher untersuchen, was aus
2 a,|? = oo oder aus }|a,| =co mnd ' |a,|2< co folgt. Die erste Frage
n n n
148t sich eben mit Hilfe des Kompaktums K leicht beantworten:

Sarz 6. Wenn A, unabhingig sind und ' |a,|* = co gilt, so ist die Reihe

. n
X a,e% keine Fourierreihe einer fp. Funktion von Besicovitch.

n

Beweis. Die Unabhingigkeit der Zahlen A, hat zur Folge, daB K
mit dem ganzen Ro-dimensionalen Torus identisch ist ([3], S. 298). Gébe
es eine B-Funktion f({) ~ Ya,e¢™, so wiirde die y-korrespondierende

n

Funktion f* () die Fourierreihe Zanmn mit unabhingigen Veréinderlichen z,

haben. Das kann aber keine Entwicklung einer integrierbaren Funktion
sein, ohne daB }'|a,|* < co gilte.
n

Etwas schwieriger ist es sich von dem Charakter der Funktion f ~
NZ‘a "' Rechenschaft zu geben, wenn 2|a,,|2< oo, aber Zianl

gilt. Es hat Ka.ha,ne bewiesen ([4], S.301), daB im Falle l,h_,——/'L >
>0 (n=1,2,...), }la,* < co, die Unabhingigkeit von 1, nicht einmal
n

vorausgesetzt, immer eine §>fp. Funktion existiert, deren Fourierreihe
Na,6’n' ist. Fiir eine beschrinkte Exponentenfolge ist das aber nicht

der ¥all, es gilt ndmlich der

Stz 7. Sind A, unabhingig, ,| < M (n=1,2,...) und hat man
Jllay| = oo, so gibt es keine W-fp. Funktion mit der Fourierreihe > a, 6t
n b3

Beweis. Eine solche Funktion miiite durch die partiellen Summen
n
) = 3 a;¢™' derart approximierbar sein, daB fiir jedes &> 0 zwei
i=1
Zahlen 1> 0 und N zu finden wiren, fiir welche aus n > N
r+1

1
sw - [ 17— 0ld < e
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folgen wiirde. Das ergibt sich aus zwei Primissen: 10 die Bochner-Fejér-
schen Polynome a( ) fir eine fp. Funktion mit unabhingigen

1:.“:57;
Exponenten 4; sind einfach von der Form

) = (t)—(l—l)s(t)
Uv,'n( ) - O-(vl,,..,v ) - v n

Ao by

([1], S.51) und 20 ist f(t) eine W-fp. Funktion, so gibt es eine solche
Folge o;(t) von Bochner-Fejérschen Polynomen mit # =1,2,... und
beliebig rasch wachsenden Indizes »,,...,,, daf fir jedes ¢ > 0 und
geeignete [ = l(¢) > 0 und N = N(¢) aus j > N

AN

1
sup f|f —o;(t)|dt < e

folgt ([17, S. 106).
Alsdann aber miilite ein ! existieren, fiir welches die Folge

x4l

(12) 1sup——[‘ I8, (t) \dt}

beschréinkt wire. Nun gibt es nach dem Kroneckerschen Satz fiir jedes
7> 0 und jedes ganze n > 0 einen derartigen Punkt ¢,, daB

(13) | Yayetn| > ¥laj—n
7=1 7=1
gilt. Wegen |1 < M ist ein 6 > 0 zu finden, fiir welches
-1 <3 (j=1,2,..)fir0<t<$

st. Dann gilt aber fiir diese Werte von ¢ und jedes =

n n

. 1 .
7) T ettt e :
‘ } a; e ' ajg“J S las| 16" —1] < 3 ) @l

F=1
und daher nach (13)

n
’ Z a; i ltn+1)

j=1

1 n
=5 D) lal—n
=1

Demnach hat man fiir jedes 1> ¢

s, ()] 8t > (_Zw—)?

Inl

J

by

NIH
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Wegen 2 la,| = oo wird aber der letzte Ausdruck fiir jedes feste I beliebig

grof3, Wenn % —> oo, und mithin gibt es kein I, fiir welches die Folge (12)
beschrankt wire. So ist der Beweis von Satz 7 zu Ende.

DaB eine Fourierreihe mit absolut divergenter Koeffizientensumme
und unabhingigen Exponenten keine R-fp. Funktion darstellen kann,
folgt aus dem

Sarz 8. 8ind A, unabhingig und 3 |a,| = oo, so gibt es keine beschrinkie
n
B-fp. Punktion mit der Fourierreihe 3 a,c'*n’,
Beweis. Nach Satz 6 darf man >'lay|? < oo annehmen. Dann gibt
n

es eine B-fp. Funktion f(¢) mit der verlangten Fourierreihe und diese Reihe

ist in der B-Norm nach f konvergent (5. den Beweis von Satz 7). Die

Fourierreihe }'a;a; einer y-korrespondierenden Funktion F*(z) besteht
1

aus stochastisch unabhingigen Gliedern (s. den Beweis von Satz 6) und
ist in L(K), mithin auch y-fast tiberall auf K, nach S konvergent. Wire
nun f(¢) beschrinkt, so miifite nach Lemma 1 f*(z) im wesentlichen
beschrinkt sein, woraus )’ es sup|a;z;| = D'la;] < oo folgen wiirde.

i i
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