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Sur les coefficients de Fourier-Bohr
par

J.-P. KAHANE (Montpellier)

Cette note répond & la question suivante, posée par 8. Hartman.
Soit f une function localement sommable sur la droite, telle que

iy
(1) [1fna =0T (T - o).
-
On suppose que
T
. 1 TR
(2) ggﬁ;;,lf(t)a it = a(2)

exigte pour tout A réel. Peut-on affirmer que a(4) =0 sauf sur un en-
gemble an plus dénombrable?
Si ’on remplace (1) par

T
(3) [ IfePae = 0(T) (T - oo)
-T

avec p > 1, la réponse positive résulte d’une récente étude d’Urbanik (1).
Nous allons montrer que la réponse est positive sans méme astreindre f
& la condition (1). i

TutioriME 1. Soit f une fonction localement sommable sur [0, o). On
suppose que -

7

(4) lim —%— ftye™#as = o(2)
[]

T—oo

ewiste pour un ensemble fermé F de valeurs de 2. Alors, sur F,"¢(d) =0
sauf sur un ensemble aw plus dénombradle, el Vensemble B, des AeF tol que
le(A) > & (¢ > 0 donné) est clairsemé (). : .

( K. Urbanik, Fourier analysis in Marcinkiewice spaces, Studia Math. 21

(1961), p. 93-102.
(* Rappelons qu'un ensemble est dit clairsemé 'l ne contient aucun ensemble

# @ dense en lui-méme, ¢’est-d-dire sans point isolé.
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Démonstration. Comme tout ensemble non dénombrable contient
un ensemble dense en lui-mé&me (4 savoir I’ensemble de ses points de conden-
sation), il suffit de montrer que E, n’a pas cette propriété. Supposons le
contraire, c¢’est-a-dire lexistence d'un F,C ¥, dense en lui-méme, ot tel
que [¢(d)] > & pour AeF,.

Pour tout AeF, posons

.
1 )
My(T) = f Ftye-at,
0

T
1 —t,
&y(T) = My(T)— o (2) = ~T_nf(f(t)e i g(3))dt.
Ainsi &,(T) tend vers zéro aveec 1/7. Si AeF et 1+ ueF, on a

T T
1 . 174 .
My = f o) M+ — f et} at
[} [

il . T
L= Wt g W e ()6t
= ¢(d) —— — i Ol —
o) g+ D [l
soit
(6) Moo (T) = o) k(D) + (T, uT)
avec
. 42
(7) k(£ =) == et k(k2m) =0,
3(8) lime, (7, s) = 0 uniformément par rapport & s quand |s| < 2=.
T»oo

Nous allons construire une suite d’intervalles ouverts I; emboités
décroissants, coupant F,, par le procédé suivant. On convient que I,
est la droite entiére. Etant donné un I;_; coupant F,, choisissons arbitrai-
rement 4;el; ; ~ F,, puis choisissons T assez grand pour que

&
(9) sup e, (T 8)] < ——
T>Ty, lsl<m 2

w

ce qui est possible d’aprés (8). Comme F, est supposé dense en lui-méme,
il en est de méme de I;_, ~ F,. 1l existe done un intervalle ouvert I, inclus

dans I; ;, de longueur 7; < =/2T; et situé & la distance n; de 4;, non
disjoint de ¥,; ainsi

10) htpely o By n < |ul <29  avee 17,<—2%.
7

iom
Qur les coefficients de Fourier-Bohr 105

Lorsque A+ pel; F, on a, d’aprés (6), (7), (9) et (10)

| 7 3e
> — =
L e (D> !m"*“(lm) >
En 3
2m &
a9 <[y (25 <
L R I
EZ
Autrement dit, quel que soit el; ~ F, on &
3¢
sup  [T(T)] > 5
T <T'< _277:_ ™
(11) K Ki \
i inf . M, ()| < P
TR
T est immédiat que lims; = 0. Au point A intersection des I;, qui
J->00

appartient & F puisque F est fermé, on a, d’apreés (11),
lim | 9, (7)| < Lim | My(T)]
Fre T—e0

, A 7
contrairement & I'hypothése (4) & savoir, que IM,(T) admet une limite.
La contradiction établit le théoréme 1. .

Remarques. 1. Dans les hypothéses. du théoréme 1, il est faux

=]
que F, soit nécessairement fini, comme 1e montre ’exemple f(t) = ;‘ ging,t
avec &, > 0 et Zo'c.en < oo. Tl est facile de voir que ¢(4) exigte pour tout 4,
1

et que c¢(e,) = —1/2. ‘

2. L’hypotheése que F est fermé est essentielle, et la situation est
trés différente si I'on impose seulement Pexistence de ¢(4) sur un ensemble
non fermé. Cest ainsi que on peut construire une f > 0,- te.lle ql’le ¢(2mA)
existe et soit égale & 1 pour tous les rationnels. Voiei le principe d'une telle
construction. ] .

On construit d’ahord une megure du 3> 0, portée par lex entiers positifs,
telle que

T :
1 .
lim—~f dul) = 0,(0) = 1
Troo T H

et telle que, pour tout , le support de du, 4 lexception d’un m;mbretf':hru
de points, soit formé de multiples de 7; alors on aura, pour tous les entiers
p et n,
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i 2
e—mar:/ndlu(t) =g, (._W_‘p_) =1

P00 n

1T
lim —
T.
0

Cela est facile: en désignant par 8, la masse unité au point m, on prend

o0

(Z‘u = 2 (%1+1~11’f) 571/]'

F=1

la suite {n,} étant choisie de telle fagon que 1° M= = o(n;), 2° n;
est multiple de ! quand j est assez grand ( J > jx). Ensuite on ,,régularige”
dp en remplacant chagque d,, par une fonetion > 0, d’intégrale égale
4 1, et de support [n;—e;, n;4- &] avec lime = 0.

o0
Comme me I'a signalé 8. Hartman, le théoréme 1 admet lo corollaire
suivant: :

THEOREME 2. Soit f une fonction localement sommable sur [0, oo).
Alors ¢(2), définie par (4), ne peut ewister et dire différent de zéro sur un en-
semble non dénombrable. '

Démonstration. Le premier membre de (4) ne change pas si ’on
astreint 7' & ne prendre que des valeurs entitres. Ainsi ’ensemble B des
valeurs des A pour lesquelles ¢(1) existe est P’ensemble de convergence
d’une suite de fonctions continues; c’est done un ensemble borélien. Il en
est encore de méme de l’ensemble B, C F o ¢(4) # 0. Si K, n'était pas
dénombrable, il existerait un parfait 7 C £y, et Papplication du théoréme
1 & F aboutirait & une contradiction.
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A note on the theory of s-normed spaces of g-integrable functions

by
W. MATUSZEWSKA and W. ORLICZ (Poznaf)

1.4. In this paper, a funetion nondecreasing and cont:,inuous for
% > 0, vanighing only at = 0 and tending to co a3 % — oo will bfa called
o ¢-function. Two p-functions ¢, v are called equivalent for large u, in syra-
b 11 .
bols p~1p, if

(+) ap (k) < p(w) < bp(hyw)

y ky > 0.
for u >ty = 0 and for some constants a,b, k,, &, )
If/( —|—0) iolds for w = %, = 0, then @, y are called equivalent for all u,

in symbols prop; it (<) holds for 0 < u < uy, then g,  are called equi-
valent for small u, in symboly (p/iwp (ef. [21, [3])- -
1.2. The following conditions are of importance in.our considerations:

(05) lim p(u)u=* =0, (o0g)  lim p(u)u~? = oo,
U—04- U-»00

(0?) lim pwyu™" < oo, (o0h) u]iroxz pluyu= < oo,
UrO

where 0 < 8 < 1. . .
Eagy calculation shows, (0,) is an invariant of the relation ~, and

(oog) of the relation 2, and both these properties are invariants of the
b
relation . The game holds for (o}) and (o).

1.3. Let  be a p-function satistying (o,) and (00,). The function
¢*(v) = sup(ww—p(u)) for v=0
w0

. ¥
is called the function complementary to p. It i8 Brfwfd e;sﬂgnghtil q; jl; :
convex g-function satisfying (o), (o) a{ld '(qa Yi=¢ T e el
is convex. For arbitrary @-functions satisfying (0-1); (021 o punetich
(0*(w)* <p(u) for u =0. We shall call @(u) = (p* (w))* the
associated with @. .
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