° © ACTA ARITHMETICA
lm VI (1062)

Uber das Verhalten der Riemannschen ¢-Funktion
und einiger verwandter Funktionen, in der Nihe
der Geraden o=1
von

W. STa§ (Poznan)

1. L. Schoenfeld hat den folgenden Satz bewiesen [3]:
Sei t=e 1-b<o<1, wo ¢, b geeignete numerische Konstanten
bedeuten. Dann gilt fir die Riemamnsche (-Funktion die Abschatzung:

V2 (1-c)®/210g1/2 ;l..

(1.1) . (o +it)| < pt® ~ologt, t=é6.

Der Koeffizient B hingt von o ab.
Bs zeigh sich, daB g im Fall (1.1) den Wert

C3

(1— o)H2log?

(1.2) B —exp | % log?
(1 —o)leg!?

1—0 1l—0o

hat. In der vorliegenden Arbeit, bekomme ich eine Verschirfung von

(1.1), (1.2) und finde gleichzeitig die dhnlichen Abschitzungen, fiir einige

anderen zahlentheoretischen Funktionen. Beim Beweis wird ein neuer

Brgebnis von Vinogradoff ausgenutzt [5]. In Bezug auf gewisse Anwen-

dungen, scheint mein Resultat niitzlich zu sein (Siehe [4], Satz XXX VIIL).
In werde die folgenden Sitze zeigen:

Sarz I. Sei
(1.3) 1—-2173<a<1, t>3.
Dann gilt
(1.4) (o +it)] < ™ 1og*t

wund ¢, ist eine numerische Konstante.
Sei k> 1 ganz, x ein Charakter mod%k und L(s, y) die zugehorige
Dirichletsche L-Funktion. In diesem Fall gilt der analoge Satz.
15*
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SArz II. Fir (1.3) gilt
(1.8) |L{a+it, 2)| < egk

Bezeichnen wir weiter mit K einen beliebigen quadratischen Zahl-
korper, und mit £i(s) die Dedekindsche Funktion von K. Sei 4 die Diskri-
minante des Koérpers K. Man hat auch in diesem Tall:

Sarz IIL. Wenn (1.83) gesetet wird, gilt die folgende Abschitzung:

(1.6) - (Ca( 4 it)| < ol [THE PP 0g0t

1/21’!t215(1-—n)8/2 5/2t .

log

2. Dem Beweis dieser Sitze schicken wir einige bekannten Tatsachen
voraus.
I 8ei 17,

(2.1) P > esooo-(8)® ,
(2.2) P1igi< P,
(2.8) P <P £2P—1.
Dann gilt mit 8 = o414t
(2.4) 8= L _|<1,04Pi-me, o<
péap (M 0)
mit
L
(a38) e =)= g3 000 (E)*

(Siehe [5]).
II. Bei ganzem g, mit 6 < g <loglogt, ist fir 1—1/2"" <o 51,

(2.6) A < g
Ble<n<i? (W’ + w)ﬂ
(Biehe [2], Lemma 3.4, Seite 270).
TIL. Fiir 1/2 <o <2, t>3 gilt
’ (2 1
(E.7) ¢, w)—;}_; <o

(Siehe [2], Lemma 3.5, Seite 271).

3. Bei (s, w), 0 <w<1, die Hurwitzsche Funktion. Bs gilt das
folgende

LevmA 1. Fiir

Lo, ¢
(3.1) I—m<o<l, t>emprty,
gilt

(B2) e, w)— e < L g
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Beweis. Ich nutze beim Beweis eine Idee von L. Schoenfeld aus
(vergl. [3]). Bezeichnen wir mit k(»), » = 1— o eine ganzzahlige Funktion.
Bs sei k(v) > 7. Es bezeichne weiter

y—(7) v—o(8) v-—g(k(w))}
6 7 7 777 k(v)—1

Wir wenden jetzt die Vinogradoffsche Abschétzung (2.4), mit 1= 7,8,
vy B(9), an.

Schreiben wir zuvor (2.2) in der Form

Mo p Y,

Wenn wir ¢ so gro8 nehmen, daB
(3.3) 1 > et - 1> 7
ist, dann ist (2.1) sicherlich erfillt. Wir haben némlich wegen (3.3)
P> 1t > g8000-eD2 ’

Alv) = max {0,

Bs folgt daraus .
. —o(7, —o(7))/8
8 < 1,04 P < 1,04 g0

l1l7 < P S t1]o’ t> 6liDO()(Sﬁ)’-'I — cll;
8 < 1,04 _PV—Q(B) < 1’04 t("“c(ﬂ))/'l ,

tl[ﬁ <P <t1[7, 1> emoo(s-s)a.s = 6353

und endlich
8 < 1,04 PoE0) < 1 04 preEONKO-1,
7). 7 2
1.1/11(?) <P <tl/K() 1 , > esooo(sK( K ) X

Far

(3.4) ‘ VEO < P <t
(3.8) 1 > eSON(SKM)KG) |
hat man nun gleichméBig ‘

(3.6) 8 <1,04 89,
Fix ‘

1<PL tIIK(V)’
ergibt sich einfach wegen (2.3)

(8.7) 8 < )’ _ L Epme,

Bei der Annahme:
(3.8) A() < &7
fiir ,
(3.9) 1< PR,
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wegen (3.6) und (3.7) folgt dann fiir (3.5)

2” v K()
(3.10) S<7t”‘”.

Das Intervall [1,#49] teilen wir auf O(logt) Teilintervalle [P, P’]
mit (2.3). Bei (3.5) folgt daraus ’

9

1 )
nA40) " < ey = " FPogt
13 » ™

1<n<ive

(3.11)

1 .
Aus (2.6) und (2.7), wenn nwr v < 5 ist, Lekommt man

[4118]
(3.12) |2, )= 3 o) | Sy 13 b

c n=0

Durch Addition. von (3.11) und (3.12) folgt

(3.13) E(s, w)—we| < 0102—; PEN ogi,
wenn nur

(3.14) Yo, 1 ma () o)
erfilllt ist.

Wir suchen jetzt das groBte mégliche K(v). Die Bedingung (8.8)
ist mit
(8.15) - K@) o) = v {K(v)+1}
1= 7,8, .., K(v) gleichwertig.
Fiir 1 < K(») hat man
K(»)
§53-10°-guy oot 7 (1) -
Die Funktion @(I) erreicht sein Minimum bei

(3.16) v+ K)o (1) = -+

(2K (v)\e
oan - PR,
(8.18) A =653-100-82,
Wir haben also aus (3.16) und (3.17)
(2K (v)\H8 K ,
R
A( Ay )
und
(3.19) Be 3
988 413

e ©
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Nach (3.16) folgt also die Abschiitzung:
(3.20) K (v) o(l) > Brb(K (») .

Diese Abschitzung ist von ! unabhingig. Die Bedingung (3.15) ist
gicher erfiillt, wenn sogar

(8.21) ByS(E (9)'® > v {E (v) +1}
gesetzt wird. Schreiben wir weiter (3.21) in der Form
K@) v
(3.22) o) +15 > B
und definieren
"1 B3k
3.23 K = |27
(0.28) 0= [5y5)
Mit
1
(3.24) *< 55

was man leicht zeigen kann, erfiillt (3.23) die Ungleichung (3.22).
Wenn wir voraussetzen daf sogar,

1
(3.25) V< o
ist, dann mit (3.18), (3.19) folgt einfach ‘

(3.26) K—?v) < 2154,
Aus (3.23), (3.13), (3.14) und (3.26) folgt unser- Lemma 1.

LeEMMA 2. Fir

(3.27) I So<1, 133

gilt die Abschitzung
(3.28) [¢(s, w)—w?] < o logt.

Beweis. Zum Beweis, geniigt es nach [2] Satz 3.1, Seite 271, 0 < 1
anzunehmen. Ferner geniigh es zu beweisen, daf £ (s, w)—w* fiir geniigend
groBes ¢ unterhalb der Schranke (3.28) bleibt und nach (2.7) geniigt es;

dies fiir . Y (n-+w)~* nachzuweisen.
n<is

Wir unterteilen diese Summe
(8.29) 2=+ ) +
n<i? a<Py  Po<n<P; Pi<a<t?

wobei noch P, und P, bestimmt werden muB. P,ist mit der Anwendungs-
méglichkeit der Abschitzung (2.4) verbunden.
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Schreiben wir (2.2) in der Form
(3.30)
und setzen dies in (2.1) ein. Man hat dann

P> ex1){5000 -82 ([ logt }-i 1) ],

Die Bedingung (3.31) ist aber fir
(3.32) logP > 2-8 V5000 log¥, 1|z
sicherlich erfiillt, Wir haben némlich unter (3.32)

. ) logt < 5000 82 [rmr B logt
5000 -8 ([10g ]+1) 0008 (e

(3.31)

Gy

e e l)}l i dog®® L log P
Wir kénnen also
(8.33)

P o o281/5000 log2/8 ¢
Py=¢

setzen. Man hat fiv 0 < oy <0 <1,
' i—ay
LN Py TR e
i, w) nePy i-0
Mit
0 =1—
1T logany
ergibt sich nach (3.33) .
N
(3.34) Z 1 o,.,log’/‘t >0y
n<Py (n+w )
2.6) mit ¢ =6, und
Aus (2.6) mit ¢ , v P, =i
1
folgt fiir 1-zm<o <1, t>oy
(3.35) VL <
B e | &y Oy .
P (M +w)?

Démib haben wir die Abschitzung der ersten und dri‘bbon Sumume in (3.29)
durchgefiihrt. Auf die noch verbleibende Summe iiber Py < n «% Py, ist
der Vinogradoffsche Satz (2.4) anwendbar wegen (3.33). Aug (2.4), (2.0)
und (2.2) hat man
- 1
S = W
E,,:%:’{P,(n +w)*

< 1,04exp {(z‘fi (1= 0)= 5 Ls)logt}

< 04 ]’1 og” oaaooo(nz)a

icm°®

, Far 1

Daraus wegen (3.1), (3.2) und (3.27), (3.28
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mit
A = 653 000-82,

. 1,2
> 7 ist aber —’l— > ———ljl .
Wir haben also

8 < 1,040 00 zaz ) st

(1——a)w~mm" hat nun bei w=l/§(1—0)m

2y4
3]/3

Die Funktion

den Maximalwert

(3.36) (1—a)si2,

Man hat also

. 4
(8.37) §< 1,0480'31/? (l-g)m]og,’

und endlich mit (3.27)

M1

(3.38)
Péi—élp' (n+w)

8§ =

13> 0y .

Teilen wir jetzt die zweite Swmme aus (3.29), in Teilsummen der Form
[P, P'], P<P' <2P—1 wobei man offenbar mit O(logt) Teilsummen

auskommt und wenden (3.38) auf jede Teilsumme an. Bs ergibt sich
somit,

“1
LJ
Po<n<P’ (m+ )

Aus (3.29), (3.34) und (3.39) bekommt man schliesslich

) S

31 < eplogt

(3.39)

- | S ologt, 12> 0.

1> 0.

p (n
nix
Damit ist unser Lemma vollstindig bewiesen.

4. Aug den Lemmas 1 und 2, folgt unmittelbar mit w = 1, unser

Satz I. Um den Satz Il zu beweisen, geniigt es k¥ > 2 voraussetzen. Denn
der Fall % = 1 ist schon im Satz I enthalten.

Man hat wie bekannt

%

ey =47 X atmfe (s, )~ (7 )“‘+2x
m=1 m=1

) folgt der Satz II.


GUEST


224 - W. Stad -

Um den Satz III zu beweisen, miien wir noch einige Tatsachen
aus der Theorie der Dedekindschen {-Funktionen in quadratischen Zahl-
koérpern, in Betracht ziehen.

Sei K ein beliebiger quadratischer Zahlkorper, fx(s) die Dedekindsche
¢-Funktion von K und sei d die Diskriminante des Kérpers K.

Bs ist bekannt ([1] Seite 99), daB

(4.1) tals) = ¢(s) \"(%) y‘%,

wo {(s) die Riemannsche {-Funktion bezeichnet. (g—) bedeutet die Verallge-
meinerung des Legendre-Jacobischen Symbols

Bei fixem d, ist aber (g) ein Charakter y;mod |d| Nach (4.1) hat
man nun
(4.2) Cul8) = C(s)L(s, z1) -
‘Wir wenden jetzt auf (4.2) die Satze I, II. Daraus folgt einfach der Satz IIT.
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