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In virtue of the theorem quoted in §1, one of the fractions V/W
and —V/W must be a reduct of expansion (2), and thus we have, for some
>0 £V/W =1T,/U,, .

T2—fU; = const,

and the degree of T, equal to the degree of V, is less than the degree
of T, by (12). Since this is incompatible with the definition of s, f(x) must

be reducible in the field K(}/C), which completes the proof.
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ACTA ARITHMETICA
VIT (1962)

Uber die Normalitit von Zahlen
zu verschiedenen Basen

von

WorrcAne M. ScEMIDT (New York)

1. Einleitung. Cassels [1] zeigte die Existenz reeller Zahlen, die
zwar nicht zur Bagis 3, jedoch zu jeder Basis r normal sind, die keine
Potenz von 3 ist. Unabhingig davon bewies der Author [2] kurz darauf:
Normalitit zur Basis r impliziert Normalitdt zur Basis s genow dann, wenn s
rationale Potenz von v ist. Wir bezeichnen daher natiirliche Zahlen r, s
dquivalent und setzen r~s, falls jede der beiden Zahlen rationale Potenz
der anderen ist. In dieser Arbeit beweisen wir den folgenden

SATZ. Gegeben sei eine Binteilung der Zahlen 2,3, ... in zwei fremde
Klassen R, 8 derart, daf dquivalente Zahlen in dieselbe Klasse fallen. Dann
gibt es reelle Zahlen, die normal zu jeder Basis aus R und anormal zu jeder
Basis aus 8 sind.

Wir konstruieren Zahlen mit den erwihnten Eigenschaften explizit,
und geben daher mehr als einen reinen Existenzbeweis. Am Ende der
Arbeit skizzieren wir einen Beweis dafiir, da8 die Menge M (R, S) dieser
Zahlen die Michtigkeit ¢ des Kontinuums hat. Da die Menge der Klas-
seneinteilungen R, S ebenfalls kontinuierliche Michtigkeit hat, ergibt
dies eine nette (freilich komplizierte!) Illustration der Gleichung c-¢ =c.

Der Bequemlichkeit halber nehmen wir im. folgenden an, .S gei nicht _
leer. Fiir leeres § ist der Satz wohlbekannt. AuBerdem werden wir am
Ende zeigen, wie sich unsere Konstruktion auf diesen Fall tibertragen 1a8t.

2. Milfssiitze. Wir schreiben [»] fiir die ganze Zabl n, die n <
< n+1 leigtet, und {»} fiir —[—»]. In diesem Abschnitt sind r, s feste
ganze Zahlen groBer als 1, die r+s erfiillen, und a, o5, ... sind positive
Konstanten, die nur von » und s abhingen.

Sind

r=pf. . pk, s=p..pv (ditea+#0)
die Primzerlegungen von r und s, dann dérfen wir

dllel == d}./ﬁh
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annehmen. (d/0 bedeutet hier +oo). Wir schreiben b fiir das Produks des
Maximums der d; mit dem Maximum der ;. Mit I; bezeichnen wir Zahlen,
fir die p? +%;. Die Zahlen

wi = (P . B (pP L PP 1<
i1 dir1 dpy—ei ( St h)
= (pfH . p ™ (pT oA

wobei der Ausdruck 1 fiir ¢ =h bedeuten soll, sind ganz. #; = w;fv; ist
infolge r~vs nicht 1, und p; ist weder ein Teiler des Zihlers noch des
Nenners von ;.

‘Wir setzen
falls p; ungerade ,

fi— pi—1,
e 2, fallspix2.

Dann gibt es wohldefinierte ganze g;, soda8
=1+ (modpf),

wobei p;1g;. Bs ist g; > 1 und sogar g; > 2, falls p; = 2. Durch Induktion
nach ¢ findet man

47 = 14 pt ™ (modp?™) .

Da die Ordnung von # modulo pP*® ein Teiler von fipf™™

daB diese Ordnung ein Vielfaches von pi ist.

Ist % > ¢; und lduft n durch ein Vertretersystem modulo Y, dann
fallen hochstens pP p* der Zahlen #'7; in dieselbe Restklasse modulo k.
Falls ps/s, dann enthdlt ein Repmsen’oantensystem modulo sk genau
s/pi) und daher hochstens (s/2)° Elemente, die modulo p; kongruent
sind. Indem wir o = max(gy, ..., gn) setzen, erhalten wir

HILrssATZ 1. Sei k = oy, €;> 0. Lauft nun n durch ein Verireter-
system modulo sk, dann fallen hiéchstens a2(8/2)k der Zahlen it in dieselbe
Restklasse modulo s.

Unter Ziffern (zur Bagis s) verstehen wir die Zahlen 0,1, ...,s—1.
Ein braves Ziffernpaar ist ein Paar c¢’ von Ziffern, die nicht beide gleich 0
oder beide gleich s—1 sind. Unter Ziffernpaaren einer natiirlichen Zahl z
verstehen wir die Paare 0cgy 64641, ..., G0y in der Butwicklung @ = ¢z...CxC1
zur Basis s. In [2], lemma 3, bewiesen wir: Set &k = a5. Dann ist die
Anzahl der natiirlichen @ < s mit weniger als ok braven Ziffernpaaren
hochsiens gleich 28%,

Hirpssarz 2. Sei N gegeben, sodaf die N Zahlen
1) Uiy Uiy ooey LD

ganz sind, und sei e¢; > 0. Dann haben alle bis auf hochstens N 1=% dieser
Zahlen mindestens aglog N brave Ziffernpaare.

ist, folgt,

icm°
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Beweis. Wir dirfen N > s, N > s»+! annehmen, Wihle & so, daf
st < N < 8%+, Dann konnen wir 0 <2 < N—1 in s Teilintervalle zer-
legen, deren jedes hochstens s* ganze Zahlen enthilt. Man findet die
Schranke

%(8/2)%2%/4 < NS

fiir die Anzabl der Zahlen (1), die weniger als aglog N < a,k brave Ziffern-
paare besitzen. Indem wir, wenn nétig, a; und e, verkleinern, diirfen
wir ¢; =1 setzen, und erhalten Hilfssatz 2.

HirrssArz 3. Sei 1 natiirlich. Dann haben hochstens N* ™ der ersien N

Zahlen der Folge

(@) 1,0, b, ...

weniger als alog N brave Ziffernpaare.

Bemerkung. g, oy sind von ! unabhéingig.

Beweis. Setze 2(x) fiir die Anzahl der braven Ziffernpaare von z.
Offenbar ist z(s®) = 2(x), und man darf daher Faktoren s von Zahlen y
abspalten, wenn man untere Schranken fiir z(y) geben will. Speziell diirfen
wir st! annehmen. Es gibt dann ein ¢ in 1 < i < h, sodaB p;js und pil,
Sei ¢, die grofte Zahl mit dieser Elgenschafb und setze I;, = 1. Aus py;ls
folgt pi4a]8, ..., pnls, und daher Pl ..., pa|l, folglich v;|l;.

Daher ist Lk, ganz. Ist Lif ganz, dann. ist L™ = L (t:,8™)", und
wir diirfen L™ durch Lt ersetzen. Entweder ist Lf;, ganz fir jedes
natiirliche » (dies ist etwa der Fall, wenn 4, = k), oder es gibt ein groites «,
etwa n,, mit dieser Eigenschaft .Im ersten Fall ersetzen wir die Folge (2)
durch

£ir—1 2
l"l’ lilr’ sy l‘ixr Ty l':ltﬁ? liltﬁr! e lﬁtﬁ’ ey liltgl7 e

Im zweiten Fall ersetzen wir sie durch
) n T
l{l, Zi{", ey l’iltily weey l, tnl', ll 17‘, liltill’l'z,

Im zweiten Fall sei 4, die grofte Zahl, sodaB PLAL . Offenbar ist &y > 4y,
denn sonst wire 1;i7" ganz. Wir setzen nun I, =1, und behandeln
die Folge L, lyr, 1;7®, ... genau so, wie wir die urspriingliche Folge (2)
behandelten. Dieger Proze wird fortgesetzt. Wegen 4, < 4, < ... <h muB
er einmal abbrechen, das heiBt, wir werden zu einem ¢, gelangen, sodafl
1,17 fiir jedes natiirliche n ganz ist. Wir ersetzen daher die Folge (2)
durch

2 n1—1 ef—1
Uiy Uy eony Bigliyy oony Ugdiyy ooy )7 y

2 Mo 1, eia—1
Ligy by y vy Ligbigs +oey Ligligy o9 li,tig r s

@ SRR
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Da wir in (3) hochstens h Reihen haben, wird es gentigen, zu zeigen,
daB es unter den ersten N Gliedern einer Reihe (bzw. unter allen Gliedern,
falls die Reihe weniger als N Glieder hat) hochstens N a0 gibt, die weni-
ger als ajlogN brave Ziffernpaare besitzen. Wir betrachten etwa die
Reihe

l.-, Lﬂ', N Zﬂ'“_l, Z,-t,;, l,;tﬂ',

Diese Reihe besteht aus e; und daher hochstens b (endlichen oder unendli-
chen) Folgen der Gestalt

I, 1, e, .. (0<u<e).

Wir setzen L; = I und bemerken pitL;. Wir miissen zeigen, da8 es
unter den ersten N Gliedern (bzw. allen Gliedern) der Folge

(4) La;,Lm, L,'t%,

hochstens ¥ gibt, die #(Li7) < a;log¥N haben. Ist die Anzahl der
Glieder in (4) kleiner als /N, dann ist dies trivial. Ist die Anzahl der Glieder
mindestens gleich N, dann wenden wir Hilfssatz 2 (mit L; an Stelle
von ;) an und sehen, daB hochstens N'~* der Glieder weniger als a;log ¥
= a3log N brave Ziffernpaare haben.

Dies beweist Hilfssatz 3.

Sei K natiirlich. Wir setzen zx(x) fiir die Anzahl der braven Ziffern-
paare ¢;416; von z, fir die i > K.

Hrurssarz 4. Sei 1> 5. Dann gibt es unter den Zahlen

L, .,

hdchstens Nl"““, deren 2k kleiner als ailogN dst.

Bemerkung. e, und a;; sind von 7 und K unabhingig.

Beweis. Wir diirfen uns auf Zahlen Ir» beschrinken, deren n in
N22logs/logr < m < N liegt. Dieses letztere Intervall zerlegen wir in
Teilintervalle der Lénge [NY3] und, wenn notig, ein kleineres Intervall.
Die Anzahl der Teilintervalle ist hchstens gleich N[NYs]-141, und ist
kleiner als 2N%3 fiir groBes N. Nehmen wir zunfichst an, wir konnen
zeigen, daf nicht mehr aly [NUs]-eis der Zahlen in einem Teilintervall
2e(Ur*) < a,,log[ N1#] befriedigen. Dann gibt es in N%3 logsflogr < n< N
hochstens 2N NU—98 _oyl-m0  gZahlen n, die 2x(l") < a,logN
< a,,log[NV8] leisten. Indem wir dann, wenn nétig, oy, oy, verkleinern,
konnen wir den Faktor 2 vermeiden und Hilfssatz 4 beweisen.

Es bleibt daher, die erwihnte Behauptung fiir Teilintervalle zu
beweisen. Ist das Teilintervall etwa mn, < n < ny+[NY3], und setzen
wir I' = lr, dann lautet die Behauptung genau so wie der Hilfssatz, nur
daB 1 durch ¥, N durch [N3] ersetzt wurde. Diesmal haben wir jedoch
die stirkere Voraussetzung 1’ > s¥ymo » gE+N¥ — (K+INYE Hg wird daher

icm
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geniigen, den urspriinglichen Hilfssatz unter der Voraussetzung 1 > s¥+¥°
zu beweisen.

Wir diirfen dabei annehmen, es gebe ein # in 0 < n <N, sodaB
2x(l") < ai5log N. Sei m, die kleinste solche Zahl. Dann geniigt es, die
Behauptung fir I* =™ an Stelle von ! zu zeigen. Man darf daher von
vornherein 2x(l) < a;;log N voraussetzen.

Da nun ! mindestens N2 Ziffern ¢; besitzt, deren Index ¢ mindestens
gleich K ist, und da 2x(l) < aslog N ist, muB es einen Block von min-
destens % == [(N*—1)/ayslog N]—1 nicht braven Zitfernpaaren

CitnCith1y «ry Cir1Ciy (4= K)

in der Entwicklung von ! geben. Wir unterscheiden zwei Fille:
&) Gin =...=¢; = 0. Dann gibt es ein ganzes I, sodaB

1= j8i+h+1+R , 0< R < st

Infolge 0 < B < st ist 0 < Rr¥ < sls¥lomsr < gith, fally N groB ist. Dann
gilt aber fiir jedes n < N:
2x(lrm) > 2g(lstHi+iem) > z(lrm) .

Nach Hilfssatz 3 ist 2(ir") > glog N mit hichstens N'-« Ausnahmen. Da
wir durch Verkleinerung der Konstanten a kleine Werte von N mit ein-
schlieBen konnen, folgt das gewiinschte Ergebnis.

b) Gi4n = ... = ¢; = s—1. Bs gibt jetst ein 1, sodaB
I=I_R, 0<R<s.
Sobald wir
(5) ax(Urm) > ag(lsHm) — 2

bewiesen haben, geht alles 8o wie in a), denn — 2 kann durch kleinere Wahl
der Konstanten verschluc}{t werden. Um (5) zu beweéisen, betrachten
wir die Entwicklung von lgith+ipe:

(6) Ay ooe @ v Br312100 ... 0,

und setzen § fiir die kleinste Zahl, sodaB d; # 0. Wenn wir nun R, n < N,
von (6) abziehen, erhalten wir eine Zahl, die immer noch die Ziffern
dy...d;+; begitzt. Wir verlieren daher hochstens zwei brave Ziffernpaare,
und (5) ist bewiesen.

HirrssArz 5. Seien K, 1 natirlich, 1> s¥. Dann ist

3

N-1 00
(™) 3 [ Icos(m™sh)| < 28
r=0 k=K-+1


GUEST


304 W. M. Schmidt

_ Beweis. Hat # ein braves Ziffernpaar cx—0x—2, dann ist |cos (nwfs*)|
< |eos(nfs?)| = ay < 1. Nach Hilfssatz 4 sind alle bis auf hochstens
N Glieder der Summe (7) hochstens gleich Ay N« N7 Man
erhilt daber die Schranke N ¥ N'™°® < 2N fiir diese Summe.

3, Konstruktion einer Menge o. Sei sy, $;, ... eine Folge ganzer Zahlen

groBer als 2, sodaB sp << ms,. Wir setzen
{m; @y = {(my[loge}

fiir natiirliche m,« wobei # > 1. Man findet

(my = {0™+ 2s,m3}

(8) M@=l & glmy L gmi @

(9) {m+1> —{m)y = bsym? .

Wir schreiben h(m) fiiv die kleinste Zahl &, sodaB
mz£0 (mod 2t .

SchlieBlich fithren wir die Abkiirzungen s(m) = sam), @m = {m; s(m)),
b = (m+1; 8(m)) ein. Ist » > m, s =s(m), dann ist

(10) m+2;8+n;H—2{n+1;8
> (281((7& + 2P - nt—2(n+ 1)“)/10g3) —4
> (28,(6n +6)/sn) —4 >0 .
Ist A reell, dann schreiben wir #,(4) fir die kleinste der Zahlen
n=gs(m)™*", gganz,
welche A < % befriedigen. Wir setzen on(4) fir die Menge der Zahlen
Dl A) + 18 (m) ™" L+ g8 (m) IR

mit Koeffizienten c‘Z‘m) gleich 0 oder 1.
Sei nun & =0, &, &, ... eine Folge reeller Zahlen, fiir die

(m=1,2,..

(11)

(12) Em € om(Em—1)

ist. Bs gelten die Ungleichungen
En1 < Mlme1) < bm < lbmn) +8(1) 7" < bmr 428 (m) ™"
Durch mehrmalige Anwendung von (8) erhilt man

o0 (=]
Z s(u) ™™ < Z W LT (14 e e L)
u=m+1

U=m-+1

< 3D < 35(m) P < Jsm) 0

e _®
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Die Folge {£,} hat daher einen Grenzwert &, der

(13) & <& < &+ s(m)PmtR
erfiillt. ,

Die Menge der auf diese Weise erhaltbaren Zahlen & bezeichnen wir
mit o. Bs besteht eine eineindeutige Zuordnung zwischen Folgen
8(1) 1; 2)
(14) Cast1y «oey Oz(l.)_g, 02‘,3.1, ey ngz_).z, 0‘;(;3.}.1,

von Ziffern 0 oder 1 und Zahlen £ aus o: Es ist klar, wie wir jeder Folge (14)
eine Iolge {£w} und eine Zahl £ aus o zuordnen. Zur Eineindeutigkeit
geniigt der Nachweis, daB die so konstruierte Zahl & die Ziffern

(15) &M ™,

in der Entwicklung
£ =[£]4+0-clcs...
zur Bagis s = s(m) hat. Dies folgt aber aus (13) und aus der Tatsache,
daB die Entwicklung von £, zur Basis $(m) mit den Ziffern (15) abbricht.
Hrivrssarz 6. Jede Zahl aus o ist anormal 2u jeder der Basen s, $s, ...
Beweis. Sei h fest und s =g,. Sei ¢ 80 groB, daB

(16) (2fsyf < 27",

Ist £e o und A(m) = h, dann sind die Ziffern (15) in der Entwicklung

von & zur Basis s gleich 0 oder 1. Zu einer Zahl M mit k(M) = b gibt es
mindestens

(a7 2D (bn—an—1—g)
m<M
him)=h
¢-Blocke ¢4y -..Ci+q von Ziffern 0 oder 1 in der Entwicklung von £,sodaB
i4+q¢<by—2. Nun ist h(m)=h genau dann, wenn m = 25~ (mod 2%).
Inshesonders ist s(2%-1) = s, Ist h(m) =k und m > 24~ dann gilt
bpp—Om—1—q ={m+1; 8> — (m; 8> —1—¢
m
27 Y (Gl -G H—1-0),
j=m—28+1
da (m+1; 8)— ¢m; 8> infolge (10) fiir m > 2%~* eine wachgende Funktion
in m ist. Die Summe (17) ist also mindestens gleich

27 (M 415 8 — @15 B — M(1+g)) =27 bar(1+0(H)) .

Wire nun & normal zur Basis s = §,, dann wire die Anzahl der
¢-Blocke mit Ziffern 0 oder 1 und Indizes kleiner als by asymptotisch
gleich (2/s)%b . Infolge (16) ist dies unmoglich.

Acta Arithmetica VII 21
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4. Konstruktion einer Zahl & Sei eine den Bedingungen unseres
Satzes geniigende Klasseneinteilung R, 8 gegeben. Da der Satz im
letzten Abschnitt fir B =@ bewiesen wurde, diirfen wir R @ an-
nehmen. Sei #,, ,, ... eine Folge von Zahlen aus R, sodaB jedes re R
mit mindestens einem 7; dquivalent ist. Ahnlich sei s,, 8, ... eine Folge
von Zahlen aus 8, wobei wir noch §; > 2 voraussetzen. Es wird geniigen,
eine Zahl & zu konstruieren, die normal ist zu den Basen 7y, 7, ..., jedoch
nicht normal zu den Basen s, §,, ...

Bi, vi, 0 werden positive Konstante bedeuten, die nur von den
Folgen 7y, 7,, ... und 8, Sy, ... abhingen. Insbesonders sei fi = ay(ri, 81)
(6,j =1,2,...), wobei ay die Konstanten aus Hilfssatz 5 bedeutet,

Br= min By, yr=Max(r, .., ", S, .., %). Man darf £ <1/2 an-
1<4,i<k

nehmen. Wir setzen ¢(1) =1 und ¢(k) fiir die grofte ganze Zahl ¢, die
p<ok—1)+1, B=pk™, y<nk

leistet. Dann ist ¢(1), ¢(2), ... eine wachsende Folge natiirlicher Zahlen,

in der jede natiirliche Zahl vorkommt. Setzen Wir 7} = o, 8 = Sy,

dann haben die 7 und s; dieselben Eigenschaften wie die r; und s;, sowie

auBerdem B > Bik ", vk < yik. Man darf daher annehmen, die urspriing-

lichen Folgen erfiillen

(18) Bz Bk, e <k

Wir konstruieren nun eine Folge &, = 0, &,,... durch Induktion:
Bei gegebenem &, sei &, diejenige Zahl in op(&n—1), fiir die die Funktion

m m1 {m+1;rp) R
(19) An(@) = Y Y| o(rita)]
t=‘;gn i=1 T=(m;r)+1

den kleinstmioglichen Wert annimmt. (Gibt es mehrere solche Zahlen,
dann sei &, etwa die kleinste). Unsere Folge erfullt (12) und hat daher
einen Grenzwert £, der zu keiner der Basen s, §,, ... normal ist.

HILpssATZ 7. An(E) < §mA({m 1> — {mp)2—Fm
Beweis. Ap,(z) ist gleich

m {mt1; )

(20) DX

t=—m i=1 f=¢m;md+1 g=<m;rd+1
t#0

<{m+1; vy

e((ri—rf)ta) .

Wir schreiben By(z) fiir denjenigen Teil der Summe, fir den entweder
[i—gl <m oder j oder g mindestens gleich (m-1; 7> —m ist, und wir

icm
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schreiben: Cn(x) fiir den restlichen Teil. Man erhilt die triviale Abschi-
tzung

m

Bu(@) <10m2 D) (<m15 75> — {mj 7))

=1

(21)

< 5mA({m+ 1> — (md)
< Ogm¥{({m 415 — (my )P
infolge (9). Bezeichnen wir den Mittelwert einer Funktion f(%) in om(Em—1)
mit uf, dann ist Am(ém) < pd, und daher -
Am(f) = Bm(f) "|" Gm(f) - Bm(f’m) - Gm(fm) + Am(fm)
Die ersten drei Summanden rechts werden durch (21) abgeschétzt. Fir
die anderen Summanden brauchen wir die fiir m > 6§, geltende Ungleichung

T<m+1;‘r>—mms(m)—<m+1;s(m)>+2 S e(m'\-l)rl-—mmg—(m+1)s2(m) < 21—mm32(m) < 1/2 .

Wir setzen L, = (19— 1)rm+in-m—gg(f__£.) und bemerken, daf |L

£ PO ¢ () 119 Der Teil des Ansdruckes fiir Cpm(£)
— Onl&m), fiir den ¢ und r; =7 in (20) fest bleiben, ist hochstens gleich
dm+1 ) —mrd—m  (mt1 ) —(m; H—m—g
D) D lep)—1]
g=1 j=1
{mA1; 1 —~{m; ry—m

<2 Zr—f < 2((m'+1; ry—<Lm; 1) .

g=1
In shnlicher Weise wie bei der Abschitzung von Bp(o) erhalten wir daher
Oon(£) — Cm(Em) < SgmA(<m 41> — () 2im
Schreiben wir f(#) fir die Funktion e(fz), dann gilt

bm—2 bm—2
lufl = [e(tmm(én))| ] [[1+e(ts(m)™)i2] = I1 |eos(zts(m™),
k=am-+1 k=am+1
und man erhélt
mom (mAnrd—(mirdy—m (mAlrd-mird—m—g  bn—2
22) luOw<2 Y > Y 2
iT;om i=1 g=m X j=1 k:a,,,,-g-:

] cos (m (7 —1)r™ ™ ts (m)’k)] .

Halten wir nun ¢, r; = » und g fest, und schreiben wir L = (»*— 1)r<mi g,

dann ist die innere Summe gleich

{mA1ry—(mirdy—m—g  bm—2
(23) Z | cos (m La/s¥)| .
j=1 k=am+1

21*
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Nun ist Lri/s<m+1;s(m)>-2 < pimtin—mg—mt1ismd+2 < 1/2 und daber

[ 1cosirtrifs)| = [ ] 1cos(nf2¥+1)| = 6,> 0.
k=bpm—1 - =1

Die Summe (23) ist ‘daher hochstens gleich
(mA1 Y~ (my ) —m—g oo
8 X I1 1eos(xLaijsty| .
7=1 k=amn+1
Infolge |L| > (Tm__l),r(m; r > (2m__ l)e(m> > <2m_1)9(m)<m;s(m)>—1
= (9™ _1)s7% > s fixr m > §,, diirfen wir Hilfssatz 5 anwenden
und sehen, daB (23) hochstens gleich
28,({m 415 1> — (i 1) )i—onrd)
ist. '
Man erhilt somit
4Om < Sgm¥({m 1) — {m) P=Pm
und infolge der #hnlichen Ungleichungen fiir B, und Om(€)— Cn(ém)
ergibt sich Hilfssatz 7.
HILFSSATZ 8. & ist normal zu jeder der Basen 7y, Ty, ...
Beweis. Seien r = 7, und t = 0 fest. Sei m = h, m > [|. Aus Hilfs-
satz 7 folgt

(mA151d
| Z e(r’tf)‘ < Bgm ({m + 1y — {m Yi-pmit,
j=(mir)
Wir bilden
M-1 M-1
3= D m(Cne 1 — my)i-tniz < B ((mot- 1> — Cm )it
m=1 m=1

Unter Beniitzung der Ungleichung

St w{ Sugat < Tef

erhalten wir
Do < MUY — 0 (e Rt = 0 (M) = 0(CH; 1)

Da (M +1; 75>~ (M5 1) = o(KM5 7)), st
N
Dle(ritg) =o(N) .
j=1
Dies ist fiir jedes ganze t = 0 richtig. Nach Weyl's Kriterium ist
daher die Folge &, &r, &, ... gleichverteilt modulo 1, und folglich ist &
normal zur Basis 7.
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5, SchluBbemerkungen. Wir stellen zun#ichst fest, daB man mit
etwas mehr Mithe Konstanten ay,(r, s) aus Hilfssatz 5 explizit berechnen
kénnte, und daB dann & eine eindeutig definierte Zahl ist. Um einzusehen,
daB M (R, ) kontinuierliche Michtigkeit hat, konstruieren wir konti-
nuierlich viele Folgen & = 0, &, ... folgendermaBen: Bei gegebenem &,y
sei & eine Zahl in opm(&m—1), fir die A,.(x) den kleinsten oder zweitkleinsten
Wert annimmt. Jeder Grenzwert einer solchen Folge ist in M (R, 8).

Tiir leeres § kann ungsere Konstruktion so abgesndert werden: Wir
wihlen eine Folge natiirlicher Zahlen s(1), (2),... groBer als 2, sodaB
s(m) < ms(1), und daB es zu jedem r ein 4ny(r) gibt, sodal rAs(m) fir
m =my. Unter Beniitzung dieser Folge {s(m)} konstruieren wir eine
Menge o 80 wie in § 3. Um & zu konstruieren, beniitzen wir anstatt Am(x)
eine modifizierte Funktion A(x), in der die Summe

durch Z

rism
my(ri)<m

ersetzt ist. Da nun r;+¢(m), kann A;,(¢) dhnlich abgeschiitzt werden
wie Am(€) in § 4, und & ist absolut normal.

[\
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-
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