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Evaluations des solutions de I’équation linéaire du’ type
parabolique a coefficients non bornés

par M. KRzZYZANSKT (Krakow)

1. Dans un travail récent, publié en collaboration avec A. Szybiak [4]
nous avons déterminé la solution fondamentale de l’équation linéaire
parabolique

m m
(1) Flul= Z agy(t, X) iz, + Zbk(t, Xyt +c(t, Xyu—up =0,
4,J=1 k=1

X étant un point variable de coordonnées @y, @,, ..., m de Pespace eucli-
dien €™ & m dimensions. Les coefficients ag(t, X) et b(t, X) étaient sup-
posés bornés et assez réguliers dans une couche €: X e€™, §<t<T
(dans le présent travail nous supposons que 8 = 0) et, par hypothese,
il existait un nombre 4,> 0 tel que

m
S(A) = D) aylt, XAy > Aol AP
ff=1
pour tout point (¢, X) e € et pour tout vecteur A(d, Ay, ..., 4m).
Le coefficient ¢(¢, X) était supposé continu dans @, lipschitzien par
rapport & X et on supposait existence des nombres constants 4 > 0
et B> 0 tels qu’on eft dans €

m
elt, D) < LXP+B A, ob (x| =( )"
i=1
Ces hypothéses concernaut le coefficient ¢(t, X) étaient appelées briéve-
ment hypothéses (H). -
La solution fondamentale U (t, X; s, ¥) de Péquation (1), qui a été dé-
terminde dans [4], est continue dans un ensemble &f: X € €™, Y e €™, 0 <8
<t<T,0<t—s< T(4),le nombre T(4) < T dépendant en général de
A4; elle admet des dérivées des deux premiers ordres par rapport aux var-
iables x; et y; et des dérivées du premier ordre par rapport aux variables
t et s continues & lintérienr de cet ensemble. La fonetion U(t,X; s, X)
satisfait & I’équation adjointe 3 (1) en tant que fonction de s et Y.

(1) J’ai démontré qu'on peut déterminer la solution fondamentale jouissant des
mémes propriétés si I'on a o(t, X) < A*|X[2+ B. Ce résultat n’est pas encore publié.
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Soit ¢(X) une fonction continue et de classe H, (*}) dans ™
L’intégrale
() u(t, X) = [ U(t, X; 0, V)p(¥)dY
ém

constitue la solution unique (voir [3]) de (1) réguliére (*) dans une couche C:
0t< T, Xe ™ (T" < T), de classe B, et satisfaisant & la condition
initiale
w(0, X) = p(X) Xec™.
Soient ¢ (t, X) et cyt, X) deux fonctions satisfaisant aux hypo-
theéses (H). Posons

m m
Folu] = 2 aii(ty X) g + Zbk(ti X) ug— g
k=1

4j=1

pour

et soient U, X;s, ¥Y) (r =1, 2) les solutions fondamentales des équa-
tions :
gﬂ[u]_i_cf(t] Xju=0.

Daprés le théoréme 7 de [4], si ey(f, X) < (t, X) dans G, on a aussi
Uy, X; 8, Y) < Uylt, X; 8, ¥) dans . Le théoréme reste valable lorsque
T = oo et les fonctions U,t, X;s, ¥) existent pour X e ™, Y e ™
et 0 <i—8 < oo,

Dans le présent travail nous allons établir certaines évaluations des
solutions de 1’équation (1) suivant 1’allure du coefficient ¢(Z, X) (4).

2. Dans le cas particulier de 1’équation
(3) Aw—wi+ (a® | X+ p)w =0
m
(Aw = 2 Wez), 0> 0 et § étant deux nombres constants, la solution

fondamentale a été déterminée effectivement par A. Szybiak (voir [4]),
4 savoir

—m/2
Wi, X;s,¥Y)= {%’E sin2a(t—s)] " exp [——;(|X|2+|Y[2)ctg2a(t~—s)+
+aX - Vsin-12a(t—s) +/3(t—s)] (X el™ Tec™ 0<tms < /20)

(*) Nous appelons E, une classe de fonctions f(X) qui sont‘défim'es dans ™ (ou

dans un ensemble non borné de ¢™) et y satisfont & l'inégalité

[H(X)] < Mexp(K|X]),
ol M et K sont deux nombres constants positifs qui dépendent de la fonction f(X).
Da.ns la suite nous appelerons aussi fonction de classe Hy une fonction de X et de #
qui est de olasse K en tant que fonction de X, les nombres M et X ne dépendant
pas de t.

(*) Cest-a-dire continue dans ¢ et admettant des dérivées du second ordre par
rapport aux variables ;i et une dérivée du premier ordre par rapport & la variable i,
continues & l'intérienr de C.

(%) Ces évaluations ont été prévues par A. Szybiak, mais il n’a pas: précisé les
hypothéses permettant de les établir. - . . .
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(ot X-Y =k2; ZxYx). Soit u un nombre positif. La fonction
wit, X) = [ W, X;0,Y)aY
&m

constitue, d’aprés la formule (2), la solution (unique) de (3) réguliére et
de classe B, dans la couche 0 < t < n/da, X e E™ et satisfaisant & la condi-
tion initiale w,(0, X) = u. En effectuant des calculs convenables, on
obtient pour w,(t, X) Pexpression suivante

(4) wy(t, X) = w{cos2at) "™ exp [%]X[Z that—}—ﬁt] .

Considérons 1’éguation
(5) Au—ui+c(t, X)u =0,

ot la fonetion ¢(f, X) est définie dans une couche 0 <1 <ty, Xel™
(il peut arriver que f, = oo) et y satisfait aux hypotheéses (H). Supposons
que Yon ait

elt, X) > | XL +8

a > 0 et B étant des nombres constants. Soit (¢, X) une solution de 1’équa-
tion (5) régulitre et de classe B, dans une couche 0<<t< T, X e ™
(1" < min(t, ©f4a)) et telle que 4 (0, X) > p 11 résulte du théoréme 7
de [4] (que nous venons de citer) et de la formule (2) qu’on a %(t, X) >
> w,(t, X); par conséquent, il existe deux nombres positifs M et K tels

que Pon a
w(t, X) > Mexp(K|XPtg2aw) (te(0,1"), X e ™.

8. Il en est tout autrement, si le coefficient ¢(f, X) de ’équation (8)
vérifie (outre les hypothdses (H)) P'inégalité

(6) e(t, X) < — | XP+ B,
a> 0 et B étant des nombres constants. Dans le cas particulier ¢(t, X)
= —o?|X[*+ 8 la solution fondamentale de (8) a été déterminée effective-
ment par A. Szybiak dans la note [5], & savoir
on . —mf2
(n vE,X;s, XY)= [~a~ stha(t—s)] X
X exp [——g(}XF-l— | Y 2)etgh2a(i—s) + oX - Y sinh™2a(t—s) —}-ﬁ(t—s)]

et cette solution fondamentale est définie dans ’ensemble 0 <t—s < oo,
X ¢ €™, Y ¢ €™ La solution v,(t, X) de (B), réguliére et de classe Hy pour
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t > 0, satisfaisant & la condition initiale v,(0, X) = u, p étant un nombre
constant positif, calculée d’aprés la formule (2), s’exprime alors par la
formule

(8) oty X) = p(cosh 2at) "™ exp [_.g | X [? tgh 2at 4 {)’t]

et on al lim 9,(¢, X) = 0 (exponentiellement) pour ¢ > 0 fixé.
X0

Observons que, la fonction tgh2af étant bornée, l'allure de v,(f, X)
pour t->oco, lorsque X est fixé, est la méme que celle de ’expression
2 )

® —4al}—-m/2
(¢, X) = (cosh 2at) ™2 = glB—makt [ij“_'?_.] .

or lallure de v®(t, X) pour t—oo dépend du signe de la différence f—ma (%).

Supposons maintenant que le coefficient ¢(f, X) de I’équation ()
soit une fonction satisfaisant aux hypothéses (H) et & 'inégalité (6). Il
résulte du théordme 7 de [4] et des formules (2) et (8) que, u(t, X) étant
une solution de 1’équation (5) régulidre et de classe B, pour >0, X e ™
et telle que la fonction ¢ (X) = 4(0, X) soit bornée dans €™, on a Vindgalité

(9) lu(t, X)| < M(cosh2at) ™ exp [—'—%[Xi%gh%t«}- ﬂt]

ot M est la borne supérieure de |p(X)| dans ™

4. Nous allons voir qu’on peut démontrer un théoréme beaucoup
plus général. Considérons une équation parabolique de la forme (1) et
supposons que ses coefficients soient définis pour ¢> 0, X € ™, les coef-
ficients agy(t, X) (4,7 = 1, ..., m) y étant bornés et la forme

mn

ALA]= D) ay(t, X)dsds

i,f=1

y étant définie positive. Quant aux coefficients by(t, X), nous supposons
Vexistence des nombres A; =0 et By = 0 tels que on ait
(10) |be(t, X)| < 44 X|+B, powr

>0, Xec&™

Enfin, nous supposons que le coefficient ¢(t, X) satisfait & l’inégalité

(11) o(t, X) < —XP+B powr t>0, Xec™.

(*) L'influence de ’expression f—ma sur I'allure de la solution fondamentale de

P’équation de la forme (B), avec e(t, X) = — a?{ X|*+§, a 6té discutée dans le travail [5]
de A. Szybiak.
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Ceci posé, nous allons démontrer le théordme suivant

TasoriME. Soit u(t, X) une solution de Déquation (1) régulidre et
de classe By pour =0, X € €™, telle que la fonction p(X) = (0, X) soit
bornée dans E™. On a Vinégalité

(12) u(t, X)| < Mexp[—A|XPtghyt -+,

M étant la borne supérieure de |p(X)| dans €™, y > 0, 2> 0 et » élant des
nombres dépendant des coefficients ag(t, X), des nombres A, et By qui inler-
viennent dans DVinégalité (10) et des nombres a et f.

Démonstration. Soit U le plus petit nombre positif tel que on ait

(13) > alt, X)dudy <UD A
k=1

i,f=1

pour ¢ > 0, X e €™ et pour tout vecteur A(4y, ..., im) 11 résulte de (10)
que Pon peut déterminer un nombre non négatif B de sorte que 'on ait

(14) |2bk(t,X)wkl<B(m+|X]2) powr >0, Xe&™
k=1

supposons que B soit le plus petit de- tels nombres.
Nous introduisons une nouvelle fonetion inconnue »(t, X) en posant

u(t, X) = o(t, X) exp[—8@) | XP+o®)],

B(t) et w(t) étant deux fonctions non négatives et de classe C* pour ¢ > 0,
g’annulant pour ¢ = 0, la fonetion #(f) y étant en outre bornée. Ces fone-
tions seront choisies convenablement dans la suite. La fonction v(t, X)
constitue pour > 0, X ¢ €™ une solution de ’équation de la forme

m m

(15) D ault, Xy + ) bult, X)0ly+3(t, Xyv—0i=0,
1,f=1 k=1

ot Pon a

Bult, X) = bilt, X)—40(t) Y anlt, X)ar,

fe=1

a(t, X) = () | XP+4(8O)° D) ault, X)mum;—
1

yj=1

(N

agit, X)—20(t) D, bty X)ae— w'(t) +e(t, X) .

j=1 k=1

—20(t)

[

Il en résulte qu'il existe denx nombres A, et B tels que

(16) |Bult, X)| < Z4|X|+B, powr >0, Xe&™ (k=1,..,m).
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D’autre part, en posant

=min[ inf ay(t, X)],
i<m >0, xeC™

on a, en vertu de (13) et (14)
an e, X)< [z‘/"(t)+491(19(t))2-|—22319(t)-—a2] | X2+
+2m(B—ay)d(t)+p—o'(t).
Nous allons choisir les fonctions #(f) et w(t) de fagon % obtenir 1'iné-

ga.hté &(t, X) <0, ce qui permettra d’appliquer le théoréme 2 de [3]
3 la fonction »(f, X). Nous posons

(18) ©9(t) = Atghd4UM  pour (30,
2 étant la racine positive de 1’équation

492 4- 2B = ¥
on a alors
(19) /(1) +4A (P () +2BH (1) = 4UAL +2BAtgh4AL < o pour ¢>0.

Nous posons ensuite

i
(20) o) = ft-+2m(B—ap) [ H(x)dr
[
e 2%(23— ag)log cosh 4904t ;

on a alors, d’aprés (17) et (19), Pinégalité &(t, X) < 0 pour ¢ >0, X ¢ [

Comme (0, X) = (0, X) et par suite |v(0, X)| < M pour X €™,
il résulte du théoréme 2 de [3] que 'on a

o, )| <M pour >0, Xel™

On en déduit, en tenant compte de la définition de la fonction o(t, X),
Pinégalité
(21) lu(t, X)| < M(cosh4Wit)*exp[— 4| X |*tgh 4N+ Bt ,
avec

2;}1 ( B— “o)

Comme coshy < e pour y =0, on en tire Iévaluation (12) avec
vy=f+2mA(B—a,), y=4Al.

De Dinégalité (21) on déduit certaines conséquences concernant
Tallure de la fonction (¢, X) pour {— oo, notamment on & }im w(t, X) =0,
—>00

si v = pf+2mi(B—a) < 0.
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Lorsque bi(t, X)=0 (k=1,..,m) et par suite B =0, i vient
d -
297’

alors P’inégalité (21) prend la forme

A=

22) (s, X)| < M(cosh2yWat) ™ exp [ 1/_ |XPteh2y T+ ﬁt]
En particulier si a;(t, X) = 0 pour 4 % § et au(t, X) =1 (i, =1, ..., m),
on a A=1 et 'inégalité (22) se réduit & l’inégalité (9) du n° 3.

8. Nous avons établi certaines évaluations des solutions de 1’équation
parabolique en admettant leur existence.

B8i les coefficients de ’équation (1) satisfont aux hypothéses faites
aun®4 et si ¢(f, X) < a®|X]2+$ dans €, olt « et f sont deux nombres
constants, on peut démontrer P’existence d’une solution de I’équation (1)
réguliére et de classe H, dans une couche 0 < << T, X « ™ et satisfaisant
4 la condition initiale % (0, X) = ¢(X), olt p(X) est une fonction continue,
de classe B, dans €™, en appliquant le procédé exposé dans les travaux [1]
et [2]. Oependant, il est alors nécessaire de faire I’hypothése suivante:
D étant un domaine cylindrique, séparé de Vintérieur de O par une surface
|X| = R (R étant un nombre positif), il existe une solution de ’équa-
tion (1) réguliére dans la fermeture D de D et prenant des valeur données
sur la surface latérale de D et pour ¢ = 0.

Si les coefficients az;(t, X) et bu(t, X) (¢,§,%k =1, ..., m) sont bornés
pour ¢ >0, X e €™, la forme o[ A] étant supposée définie positive, et si
le coefficient ¢(f, X) est borné supérieurement, on démontre de méme
Pexistence d™une solution de I’équation (1) réguliére et de classe H; dans
ce demi-espace et satisfaisant & la condition initiale %(0, X) = ¢(X),
olt ¢(X) est une fonction de classe By, & condition de modifier ’hypothése
précédente en admettant pour D un domaine cylindrique séparé du demi-
espace t> 0, X e €™ par une surface X = R. A cet effet, on reprend le
méme procédé en appliquant la fonction introduite am n®9 de [1] au
lien du diviseur amortissant H (voir [1] et [2]).
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Sur Pallure asymptotique des solutions de 1’équation
différentielle ordinaire du second ordre

par T. Drorko (Katowice)

Il existe une classe d’équations différentielles ordinaires du second
ordre de la forme

(1) w"(t)+gt,w(®) =0,

possédant de nombreuses propriétés de 1’équation différemtielle linéaire
w'(t)+a{t)u(t) = 0.

Je vais démontrer dans cette note les propriétés que voici: les solu-
tions de ’équation (1) existent dans tout Pintervalle (f;, o), elles sont
bornées, oscillantes ou non oscillantes, elles possédent des asymptotes,
les suites de leurs extrémes sont monotones, etc.

En particulier, dans le cas ol g(t, w) = a(t)f(u), je généralise les
résultats obtenus & équation différentielle (%(t)w’) -+ 1(2)/%(2)f(w) = 0.

En outre, les théorémes demontrés entrainent, comme propositions,
certains théorémes établis par les auteurs [1], [2], [7], [8], (9], [12], [13],
{15], [161.

Le trait caractéristique de cette note sera lemploi de simples et
bréves méthodes de démonstration.

J’ai Phonneur de remercier M. A. Bielecki pour ses précieuses remar-
ques et suggestions, et M. Z. Opial pour son aide dans la rédaction de
cette note.

I. Dans cette partie de la note nous allons démontrer un théoréme
qui, entre autres, assure l'existence des solutions de P’équation (1) dans
Yintervalle £ > t,.

THEORBME 1. Considérons le systéme déquations différentielles
@) ai(t) = filt, @u(8), ..., 2a(t))
dams lequel les fonctions f; somt définies et comtinues doms le domaine
Dt =1y, —c0< ;< +00, i =1, ...,n). Nous supposons qu’il existe une
jonction w(t,w) définie, continue e mon mnégative dams le domaine
D, {t = t, u >0} et telle que Véquation différentielle

3) w(t) = w(t, u(t),
ait toutes ses solutioms w(t) défimies dams tout Dintervalle t > 1,.

i=1,..,%,
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