@ ©
IBM CcoLLOQUIUM MATHEMATICUM

VOL. IX 1962 FASC. 2

SUR CERTAINES MAJORANTES DES FONCTIONS
HOLOMORPHES DANS LE OBRCLE UNITE
PAR

A. BIELECKI &t Z. LEWANDOWSKI (LUBLIN)

1. Soit w(r) une fonction réelle, non nécessairement finie, non dé-
croissante et semi-continue inférieurement dans lintervalle <0,1>. Ad-
mettons que w(0) = 0 et posons

1) rlo] =sup{®: 0 <2z <1, o(w)+ 2aretgs < n/2},

ce qui détermine le nombre r[w]e<0,1> sans ambiguité. Désignons
par #,; Pensemble de toutes les fonctions complexes de la forme

(2) f(2) = ezt ae®+...,  ay #0,
holomorphes dans le cercle 0, = {2:|2] < 1} et telles que
(3) larg[of () [f(2)]l < @(2) pour 0 <[] <a,

ol 0 <z <1 et ol ’on doit prendre arg{ = oo si { = 0 ou { = co.

2. Supposons que deux fonctions f(z) et F(2), holomorphes dans
le cercle ¢, appartiennent & la classe #, et qu’il existe une fonction

(4) g{2) = byt D12+ by22+...

holomorphe dans le cercle €, = {z:[2| < g} olt ge(0, 1> et qui satisfait
aux conditions suivantes: le coefficient b, est un nombre réel positif,

(8) 0<|ge)l <1 et f{z)=g(e)F(2) dans C,.

Ceci étant, nous dirons que la fonction f(z) est majorée en module
par la fonction F(2) dans C, et nous écrirons |f(z)| =3, |F(2)|, puisque
les relations (4) et (5) entrainent l'inégalité |f(z)| < |F(2)| pour |2| < g.
En outre, on a évidemment argf’'(0) = argF’(0).

Nous dirons que la fonetion F(z) est une majorante de la fonction
f(z) dans le cercle C,, 0¢(0,1>, et mnous éerirons f(z) 3, F(2), si
argf'(0) = arg F'(0) et f(0,) = {¢:{ = f(2), |2l < @} CF(C,).
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3. M. Biernacki a démontré en 1935 (voir [3], p. 256 et [4], p. 49)
quil existe, pour certaines classes de fonctions univalentes dans le cercle
0., des rayons r tels que l'on 2

(6) f&) 31 F(2) > [f(2)] =4 |F (2)]

dans ces classes de fonetions. Il a trouvé les nombres » maxima pour
les classes S, §* et 8° de fonctions univalentes, resp. univalentes étoilées
et convexes. Nous nous occuperons iei du probléme inverse que voiei:
trouver, pour une classe donnée de fonctions holomorphes dans Oy, une
constante R telle que l'on ait

(7 [f@) <. |F ()] - fz) 2r F(2).

Le probléme analogue a déjéu été posé par Z. Lewandowski pour le
cas ot la fonction F(z) est supposée univalente, mais 1'autre fonetion
f(2) est seulement holomorphe ([7] et [8]). Le résultat que nous allons
prégenter est une généralisation d'un théoréme démontré par nous pour
les fonctions a-6toilées ([2], p. B3) en ce qui concerne l'existence d'un
nombre R satisfaisant & la condition (7). La question si les valeurs
de R données dang la suite et se rapportant & de diverses classes de
fonctions sont les plus grandes possibles, restera encore ouverte, ab-
straction faite des cas particuliers étudiés dans [2] et ici p. 301.

4. TugorEME 1. §4 r[w] >0, f(2) eF |y &8 F(e)eF |, et si If(2)] <4
=23 |F(2), on a f(2) 3ea F(2).

En effet, en vertu de L’hypothése et des relations (4) et (5), on
a %{—Ing(z)} >0, ot l'on doit prendre la branche du logarithme qui
devient réelle pour z — 0. Comme %h(z) = #(—Ing(2)} >0 et h(0) =
= —Inb, > 0, on voit que la fonction h(z) est majorée par I’nomographie
1(0)(1+2)/(1 —2) qui transforme le cercle O, r¢(0, 1), en cercle de centre
B(0)(1+72)/(L—7?) et de rayon h(0)2r/(L—r?) contenant le domaine
R(0) (¢f. [B], p- 372). On en tire par un caleul simple la limitation

(8) larg (—Ing ()| 2<0;.
Pogons pour zeC; et 1¢<0, 1>
(9) D(z,1) = F(2)exp[(1—1)Ing(2)],

avec la méme branche du logarithme que nous avons déja prise dans
(8) et supposons que 0 < 2| < 7[w]. D’aprés (8), (9), (3) et (1), nous
aurons |arg{¢@; (2, 1)/P(2, )}l = |arg{(1—1)af (2)[f(2) -+ &zF' (2)/F (2)}| <
< () < w(l2])+2arctgle] < n/2. En outre, pour tout te{0,1), l'ex-
pression 2®@(z,1)/®(2,1) tend vers 1 lorsque 2z — 0 et on a par con-
séquent @D5(0,1) # 0. Il en résulte que, pour tout te{0,1) fixé, la fon-
ction P (2,?) est univalente et étoilde dans Cyy.

< 2aretglz| pour
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D’autre part, on a en vertu des relations (9), (8), (3), (8) et (1)
larg {z®,(2, 1)/ Di(2, )| < =/2 10, 1> et zeCyy.

Or la fonetion @(z, t) étant univalente dans Cy,; pour tout te<0, 1>,
la, derniére inégalité entrajne la propriété suivante de cette fonetion: si
O<po<r[w] et 0 <t<s<1, on a Dz, 1) 3,D(z,s) (ef. [2], p. 47). En
particulier, on a f(2) = @(2,0)3,P(z,1) = ( ) pour tout pe<0, r[w],
mais eela suffit évidemment pour que 'on ait f 3,7, ce qui achéve
la démonstration du théoréme 1.

pour

5. Grunsky [6] a démontré que les fonctions de la forme (1) uni-
valentes dans le cercle C, satisfont & l'inégalité

1
arg G (N < o pow k<o
(voir [5], p. 142). Admettons que w(z) = In(l+a)—

gnons par R la racine unique de 1’équation

In(1—z) et dési-

1
(10) 2% 4 sarctgs = =/2;
1—a
nous aurons évidemment B = r[w]. Ceci étant, il suffit d’appliquer le
théoréme 1 pour obtenir le suivant:

THEOREME 2. §i les fonctions f(z) = a2+ az2t+... et P(2) = A2+
+A4,224..., ol @y £ 0, A, £ 0 et arge, = arg A, sont wnivalentes dans
le cercle O, et si |f(2)] < |F(2)] pour tout 2¢Cy, alors f(z) <z F(z), le nombre
R =0,390... étant la racine unique de Iéquation (10).

6. Nous allons démontrer que la constante R dans le théoréme 2
ne peut &wre remplacée par un nombre plus grand.

Dans ce but, admettons que R < R* < 1. Il suffit de construire
les fonctions f(2) et F'(2) de fagon & avoir f(2)[f'(0)e8, F(z)eS et [f(z)]
< |F(2)| pour |¢] < 1, mais que la relation f(z) %R*F( ) 5011: en défaut.

Vu la définition de la constante R, nous pouvons choisir deux
nombres réels » et y tels que R <2 <y < R* et
(11) 7/2 <In(l4+2)—In(l—z)+ 2arctge < .

D’aprés let héoréme de Grunsky [6], il existe une fonction @Q(z) =

=2-+4,2%+4...e8 et un nombre complexe ¢ satisfaisant aux conditions
suivantes:
(12) K=o et arg{l@'(0)/G()} =In(l—a)—In(l+x).

11 existe, en outre, un nombre réel 6 tel gue

(13) arg (1— L") —arg(1+ Le™) = 2arctga.
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Ceci 6tant, soit pour [¢| <1 et (0, 1)
pl2, 1) = G(i)p(2, 1),

(14) ple, §) = 1— (1—1) (1—thee®) [(1+ the6”),
L=y, Cu=5/}».
Nous constatons sans peine que Ion a pour (2] = [} = 1

[ (2e, 1) — (22, 1) < 20A(L—1)]er— 2l [(1—1A)%,
et, en outre, qu'il existe deux nombres réely K, >0 et K, >0 tels que

|G (12y) — G (I25)| = Ky loi— 24
(cf. [1], p. 147), et
16 (J23)] < K.
Done
(21 1) — (22, )] 3= |G (A2a) — G(224)] " [w(21, 1)|+
+ 16 (320 19 (21, 1) — (22, 1)
> (K [1— (1—1) (14 14) [(1—14)] — K, (1 — 1) 2604 /(1 — 1A)} oy — 2]

et par conséquent |p(2y,1)— (%, 1) = Klg;—2,| pour telt, 1),‘ 0}‘1
K = const > 0 et #' est une constante suffisamment proche de 1. Ainsi,
nous avons prouvé que la fonction ¢(z,1) est univalente pour [z| <1 et
pour tout tedt, 1). .

Lorsque la variable # parcourt la circonférence || =1, le pomt
correspondant y(z,1), ol ¢ est fixé, parcourt aussi un contour circu-
laire. Ce dernier étant symétrique par rapport & Laxe réel, il est
bien facile de constater que —1 < 1—(1—1)(14+14)/(1—11) < Ryp(z,1)
L1—(1—1)(1—A)/(1412) < 1, Aol |p(z, )] < 1 pour [g] <1, telh, 1).

Comme #{p;(z, 1)/@(2, Yoy = R{L—I2e”) [(1+ 12¢")} >0 d’aprés
(14) et, en vertu de (11), (12) et (13),

arg {py(Lo, 1)/Z0@a( Loy D}im 4 .
= axg (@ (Ao) [ A& (ALo)}+ arg (1 — AZo6") — axg (14 Aye”)
=In(14+2)~In(l—2)+ 2arctgwe(n/2,n),

’

il existe un f,¢t’, 1) tel que l'on a pour telly, 1) ob |2] <1
R{gi(2,)p(z, 8y >0 et R{gi(lo, V)[5opallo, 1)} < O.
La premiére inégalité entraine que
lg(2, 8} 21 lo (2, 8)] Ty Sty <y <1,

tandis que la seconde peut s'interpréter comme suit: la fonetion ¢(2,?)
transforme la cireonférence |¢| = 4 en un contour I'(¢) qui se déplace quand
tecty, 1) augmente. En méme temps, le point ¢ (£, 1) «I'(f) se meut de telle
facon que sa vitesse est constamment vers intérieur du cireuit I (7).

pour
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Ainsi, il suffit de prendre deux valeurs ¢; et £, de la variable ¢ appar-
tenant & 'intervalle (f,, 1) et suffisamment proches pour que le contour
I'(t,) ne soit pas contenu 4 P'intérieur du contour I'(t,). Mais cela signifie
que les fonetions f(2) = @(2, t;) et F(2) = (2, 1,) ne satisfont point & Ia
condition f <z« F, bien que l'on ait |f| <, |F|, ce qui achéve la con-
struction de P'exemple en question.

7. Pareillement, on peut déduire du théoréme 1 des théorémes con-
cernant les fonetions étoilées on bien convexes dans C,, en admettant
o(z) = 2arctgr ou w(x) = arcsine respectivement. Notre travail [2]
contient une proposition analogue sur la classe des fonetions dites
a-élotlées et qui englobe les deux classes que nous venons de considérer.

En général, étant donné une classe parliculidre de fonetions holo-
morphes dans le cercle Oy, auxquelles s’applique une limitation de la forme
(3) ou la fonction w(x) est déja connue, on peut touwjours établir un
théoréme analogue au théoréme 2 avee une constante R bien déterminée
par la formule (1). Cependant le théoréme 1 est encore insuffisant pour
résoudre le probléme de trouver, pour une classe donnée de fonctions,
la valeur maximum des rayons R satisfaisant & la condition (7). Ce dernier
probléme ne semble pas simple dans toute sa généralité et nous n’avons
réussi & le résoudre que dans deux cas particuliers, & savoir pour les
fonetions de la classe S et pour les fonctions «-étoilées ([2], p. 50).
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