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Now we will consider the space X of all transfinite sequences (w)
(B < wy, mg are real) for which the pseudonorms
@) )l = 2 g8 ]

b<ay

are finite for all » = 0,1, 2, ...; the g2 have the same meaning as in Ehe,
proof of the Lemma.

‘We ghall prove the following

THEOREM. The space X s @ non-separable By-space, and every bounded
subset of X is separable.

Proof. The non-geparability of X is clear. Let Z be an arbitrary
bounded subset of X. Then there exists a sequence of positive numbers
(my) (n < ) such that:

(3) ZC{(@): @) <mn  for n=0,1,..}.

Now we will denote by 0y (k is a fixed natural) the set of all ordi-
nals 8, for which there exists a transfinite gequence (@,)eZ, such that
its B,-coordinate is greater tham 1/k, i.e., #, > 1/k. From formulas (2)
and (3) we get

whence for 8,0, we have (gio) =3 (k- 'mm), and by the Lemma the set Oy
is denmmerable. Congequently the union UO,c is also denumerable and we
will denote by y the smallest ordinal grea.ter than all the terms of. UOL

It immediately follows from the definitions of the set Oy and the
ordinal y that , )
(4) if (z,)eZ, then w, = 0 for any o >

Hence the set Z is containded in the separable subspace X,, of all sequences
(#,) such that z, =0, for any a 2> y. Thus Z is separable.
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SUR UN PROBLEME, POSE PAR C. RYLL-NARDZEWASKI,
CONCERNANT LES SELECTEURS A MESURE MAXIMUM

PAR
A. GUICHARDET (MONTREUIL, SEINE)

0. Ryll-Nardzewski a posé le probléme suivant [3]:

There is a decomposition of the interval (0,1) into subsets &,
(aed and 4 is an arbitrary set of indices). Let us consider all Lebesgue
meagurable sets of the form § = {p,},.4 Where p,c®,. Let it be that
“= sxs1p I8! (8] denotes the measure of S). Is this upper limit attained

on a set? How is it in the case B, = {1: 0 <t < 1, f() = o} (f(f) is Le-
besgue measurable)? '

Ce probléme regoit ici une réponse affirmative dans le cas parti-
culier B, = {{: 0 < <1, f(f) = e}, ol f(f) est mesurable au sens de
Lebesgue. Dans le cas considéré, il existe une désintégration ([21, §3,
th.1) de la mesure de Lebesgne » relative & lapplication f, soit
v = [lodu(a); et on a »(8) = [A(8~ f*(a)du(a) pour tout ensem-
ble § considéré ([1], §3, théordme 1); on démontre qu'on peut
partager [0, 1] en deux parties mesurables disjointes U et V telles que
les- 4, solent atomiques sur U et diffuses sur V ([1], § 5, n°10); et on
n’aura & considérer ici que ’ensemble U, puisque, pour tout ensemble S,
8§~V est de mesure nulle, On est done ramené 3 démontrer, en chan-
geant quelque peu les notations, le

THEOREME 1. Soient Y et Z deux espaces topologiques localement com-
pacts & bases dénombrables d’ensembles ouverts, » une mesure positive bornée
sur Z, g une application v-mesurable de Z dans Y, u Dimage de v par ¢, » =
= fﬂ.,,dy(n) une désintégration de v relative & . On suppose A, atomigue

pour tout neX. Alors parmi les sections de Z pour ¢ qui sont v-mesurables,
il en ewiste une auw moins dont la mesure est masimale.

Nous allons démontrer le _

THEOREME 1. Avec les notations du théoréme 1, soit A le sous-ensemble
do Z qui rencontre chaque classe ¢~'(7) sutvamt l’ensemblo de points de

~Y(n) dont la mesure pour 1, est mammale' alors A es v-mesurabls.
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Le théoréme 1 en résultera; car d’aprés [2], §3, théoréme 3, il
existera une section § »-mesurable de 4 pour ¢, et S sera aussi une
gection de Z pour ¢, et évidemment de mesure maximale.

Lmuns. Llapplication de Z dans [0,11: & — Ay ({2)) est v-mesurable.

@ étant y-mesurable, il existe une suite de compacts deux & deux
digjoints Z, C Z tels que »(Z—\JZ,) = Q et que p soit continue sur cha-

n

que Z,; de méme Papplication 5 - 4, (7<Y) est vaguement p-mesurable
([11, § 3, définition 1) et il existe des compacts Y, ayant les propriétés
précédentes. Il suffit de montrer que lapplication ¢ — A, ({}) est
y-mesurable sur les ensembles Z,~o™'(Y,), qui sont compacts, ou
encore que I'ensemble des ¢ tels que CeZ, g™ (¥n) ob Ag{{L)) =«
est fermé pour tout a: 0 < a < 1.

Soit une suite {{;} telle que {; -,
Tagp({Gi}) = . On a ¢(L) - 9(0) eb gy — Jygy-

Soit 2 un voisinage compact de { et soit f une fonetion 4 valeurs
positives, continue, nulle en dehors de Q; on & Ay, (f) > A E) F (&)
et f({;) = f(&)—e pour ¢ assez grand, done

2«,,,(;1-) (f) = a(f(C)"’s)3

comme Ayzs () = Ay (f), o & g (f) Za(f(l:)—e) pour tout e, done
Joy(f) = @-f(); et enfin, puisque f est arbitraire,

o ((E}) = e

Démonstration du théoréme 1’. Congidérons d’abord le cas
particulier ot toutes les mesures 4, sont concentrées sur des ensembles
finis ayant an plus p éléments (p entier fixe). Nous procéderons par
récurrence; la proposition est vraie pour p =1, car alors A est len-
semble des points ¢ pour lesquels A,py({Z}) = 1.

Supposons la proposition vraie pour p—1 et démontrons-la pour p.
Soit B (vesp. F) Pensemble des ¢ tels que A,y ({L}) >1/p (resp. = 1/p);
E et F sont y-mesurables; Papplication 4 — 4,(F) est u-mesurable ([1],
§3,th. 1) et ¢(E) est lensemble des 7 tels que i,(H) # 0, donc
est u-mesurable; de méme Y —g(H); done ¢~' (¥ —¢@(B) est y-mesu-
rable) ([1], § 6, cor. de la proposition 3); remarquons que Y —q(E) est
lengemble des n pour lesquels 1, est constituée de p points de masses
égales & 1/p.

OnaAng(Y—@(B) =Fne(T—e(E), done 4 ~ o Y ~p(B))
est v-mesurable; il reste & montrer que A ~¢ ' (p(H)) est »-mesurable;
or Ange(B) = A~E et dang B chaque 1, est concentrée sur un
ensemble qui a au plus p—1 éléments. Posons 4, = mesure induite par
A, sur E; Dapplication 5 — 2, posséde toutes les propriétés de [2], § 3,
théordme 1, sauf |4 = 1; mais la fonetion # — ||| est w-mesurable

iy {eZip (p—l ( YM) et

icm
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et on peut prendre 4,/||4,[ au lieu de 1, et I2]-# au lien de z. On est
alors ramené au cas p = 1.

Pour démontrer le théoréme dans toute généralité désignons par
£y (g=1,2,...) Pensemble mesurable des { tels que ALl =1/q. Alors
4 ~ B, est mesurable d’aprés ce qui préedde; puis

AnE; = A~ ‘P_l(?’(Eq)) 3
et comme Z = Lqufl(zp(Eq)), on a 4=JA4 ~ B, et 4 est »-mosurable.
1 q .
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