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STUDIA MATHEMATICA, T. XXIL (1962)

Sur les opérations satisfaisant & une identité polynomiale
par

D.PRZEWORSKA-ROLEWICZ (Warszawa)

L Introduction. Soit X un espace linéaire (sur le corps des nombres
complexes) et § une opération additive et homogéne, définie sur Tespace
X, qui satisfait & 1’identité polynomiale:

® P(8) =pl+p8+...+p,8" =0,

les coefficients complexes 9y, py, ..., P, Ne s’annulant Ppas en méme temps.
On appelle § opération algébrique. Si Vopération S satisfait & une identité
polynomiale de degré » et ne satisfait pas & une identité de degré inférieur
4 n, nous Pappellerons opération algébrique dordre n.

Il existe un grand nombre d’opérations algébrigques. Par exemple,
on sait que toute transformation linéaire dans un espace vectoriel
de dimension k satisfait & l'identité polynomiale P(S) = 0, ou P(t) désigne
le polynéme caractéristique de la matrice de la transformation & (théore-
me de Cayley-Hamilton). En particulier, si 1a matrice de la transforma-
tion § est diagonale, son polyndéme minimal n’admet pas de racine
multiples. Si Popération additive et homogéne § transforme un espace
de dimension infinie en un espace de dimension finie, elle satisfait aussi
4 une identité polynomiale. En effet, Lespace SX est de dimension
finie, done dans cet espace Uopération § satisfait & une identité P(S) = 0.
Il en résulte que D'opération § satisfait dans Tespace X 4 I'identité:
SP(8) = 0.

8i X est I'espace des fonctions holderiennes (avec nn exposant fixé
0 < p < 1) définies sur un arc L de Jordan, régulier et fermé, la transfor-
mation intégrale singuliére

1
Sz = —=lim 26) 45 (s, teL)
T g0 ’r s—1

‘s

(L désigne la partie de l'arc L située & lintérieur de cercle Is—1t <e)
satisfait &4 Iidentité I— 82 = 0 (voir [6]).
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8i X = L*(F"), la transformation de Fourier d'une fonction zeX

1 k1
2) 10 = 5 fx(s)e(s")ds
(2=
satisfait & DPidentité I—T" = 0 (voir [7]).
Dans le méme espace les deux transformations

(3) Ty = L fm(s)cos(s, tyds; Ty =

(2 )k/ﬂ fw(s)sin(s, t)ds

Bk

1
13
2 (2r)

satisfont aux identités;

T4—Ty =0; Ty—Tg=0.

Les opérations Ty et Ty seront considérées plus en détail 4 la fin
de ce travail. )

Il est intéressant que ’on puisse dédunire de nombreuses propriétés
de ces opérations par les méthodes simples de I’algébre linéaire, abstrae-
tion faite des propriétés métriques des transformations intégrales.

Quelques travaux sont un peu rapprochés & ces problémes. Calderon
et Zygmund [1] ont étudié les propriétés des algébres des transformations
intégrales singuliéres (sans supposer que I—S§2 =0). Kaplansky [4]
a étudié les anneaux avee une identité polynomiale, au point de vue non
pas des opérations mais des propriétés des anneaux. Halilov [3] et Teherski
[2] ont étudié les transformations singuliéres dans les anneaux unitaires.
Lrauteur de ce travail a donné les propriétés algébriques et métriques
des involutions, ¢’est-a-dire des opérations pour lesquelles P(S) = I—8% =
=0, dans le travail [6], et des involutions d’ordre n, c’est-h-dire des
opérations pour lesquelles P(S) = I—8" = 0, dans les travaux [7]
et [8].

Les opérations auto-adjointes et satisfaisant & une identité polyno-
mizle ont aussi été considérées par Dirac ([5], p. 55-66). Par exemple,
les projections du spin d’un électron sur les axes des coordonnées sont
des involutions.

Dans le présent travail nous exposons les propiiétés des opérations
algébriques, nous y étudions ’équation & coefficients constants et une
méthode de régularisation de 1’équation générale qui nous permettra
de déduire des théorémes sur Pexistence et le nombre des solutions. La
méthode de démonstration appliquée dans ce travail différe un peu de
celles appliquées dans le travaux [6], [7], [8], en outre on ne supposers

pas que les opérations-coefficients d’équation générale sont commuta-
tives.
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II. Propriétés des opérations algébriques. Soit S une opération
algébrique d’ordre n qui satisfait & lidentité (1). Désignons par P(f) le
polyndme de la variable complexe ¢ avee les mémes coefficients p; que le
polynéme (1):

P{l) = potprt+... +pat".

On peut supposer, sans nuire & la généralité, que p, = 1. Nous appelle-
rons P(t) polyndéme caractéristique et Péquation

4) Pi#) =0

équation caractéristigue de Dlopération algébrique d’ordre n. Désignons
par ty,%,...,1, les racines du polynéme P(f) et par p,(f) les fonctions

n
(5) () = [] (t—t) (m=1,2,..,m).
k=LEzm
Nous considérons seulement les opérations algébriques telles que
leur polyndme caractéristique n’admet pas de racines multiples. Cette
hypothése sera justifiée plus loin. Dans ce cas

n
Dultn) = [] Gm—t) £0  (m=1,2,...,n).
k=1Ekzm
Considérons maintenant les fonctions p,(t)/pn(in) et remarquons
que la construction de ces fonctions et des opérations

Pu S

™ Pt

coincidant avec elles, est 1a méme que celle des polynémes d’interpolation
de Lagrange.:
PRrOPRIETE 1. Nous avons

.

(6) Py = 8Py =tynPp.

Démonstration. Nous avons évidemment (t1—1,)pn(t) = P (1)
d’ol

Pn(8) 1
(8=t I) Py = (8— 1t I) = P(8) = 0.
ulin) ~ Dalt)
Il en résulte la propriété proposée.
PROPRIETE 2. Nous avons
(7) PuPp =8P, (m,k=1,2,...,n),

ol 8F =0 pour k = m et oo =1
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Démonstration. Nous avons, d’aprés la propriété 1,
n

: _ PlS) 1 ) S—tI)P, = L te—1t;) Py,
p= 20 p, pk(tk)g( )P, Pk(tk)i]_—[(k )P
ik

Pr(te) -1
ik

et

n

1
= S—~t Y |(S—t,I) Py
PnP pm(tm)_’pk(tk)[ H ( )]( L) i

=1
iEmitk
n

n (s—u)] P(8) = 0.

|
P () Pr () i1
iEmA#L
PrOPRIETE 3. Nous avons

(8) ij =1I.
m=1

Démonstration. Remarquons que nous avons, par hypothése,
Dmlln) # 0 €6 pp(t) =0 pour ¢ =2 m (m,4 =1,2,...,n). Ecrivons

SN0

L Do (tm)

18y =

M=

Tous les polynémes p,t! sont de degré n—1, done la fonction f(t)

est aussi un polynéme de degré au plus n—1 et nous avons évidemment
Pm (th)

J(t) = 24 () =

r (%)
i (%)

=1

pour k=1,2,...,n
Par suite f(f) =1, d’ohr il résulte que f(8) = I.
PROPRIETE 4. Nous avons
9@ . 8= D tyP,.
Me==1
Démonstration résulte des propriétés 1 et 3 de la maniére suivante:
2 n n n
=8P, = D 8Py = N'4,P,.
. : g g M=1 m=1 m=1
Ecrivons encore

(10) ™ = P.o pour weX; X® =P X — (Poo: weX}.

icm
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THEOREME 1. Soit S une opération additive et homogeéne, définie sur
Vespace X, done les conditions suivanies soni équivalentes :

a) 8 est une opération algébrigue @ordre n sams racines caracté-
ristiques muliiples.

(b) I existe n opérations P; additives et homogeénes, telles que PPy, = &8,

k=1

M=1

(e) L’espace X est la somme simple de n sous-espace X, tels que Sx = 4,2
pour xeX; (t; sont des nombres complexwes différents).

Démonstration. La condition (a) étant admise, nous avons démontré
par la construction précédente que (a) > (b). Suppogons maintenant:
que la condition (b) soit satisfaite. On peut présenter tout élément de
Pespace X sous la forme suivante (voir les formules (10)):

n
2= Yagm,
m=1

ot o™ = P xeX™,
et Ppa™ = PP,z = 0 pour k = m, doit résulte que Tespace X est la
somme simple des espaces X(™:

X =X%p...0x".
En outre '

n
8™ = §P,,» = ZtkPkPmm =ty Pt = t, P = t, 2™,
k=1
Done la condition (b) implique la condition ().

Nous démontrerons maintenant que la condition (a) résulte de la
condition (¢). Supposons que espace X soit la somme simple des » espaces
X; et soient #» nombres complexes différents %,, t,, ..., t,, tels que Sz = §z
pour zeX;. Admettons

P(8) = H(S—tml).

L’opération § est additive et homogéne, nous avons, en remarquant
n
que & = @, ol #;eX;,
i=1
n

P(8)z = Z”P(sm -> [ []8—taD](S—t:D)a;
i=1 =1 Mm=1
mzi

= Zn[ [] 8—tuD)]ti—ty2; = 0

i=1 m=1
msEi
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pour tout e X. Done S est une opéra,tion‘a.lgébriq%e d’ordre n sa.nz raciw}es
multiples. Remarquons que la décomposition d:a lespa‘.ce X lngbd‘ t'ermm:
pas Dopération algébrique univoquement. I’opération 2. o rqui)e est
unique pour une décomposition de Vespace X donnée t?t Iestnom Tes 1;
fixés. Dorc toutes les conditions (a), (b), (¢) sont équivalentes.

[ i a ici constants. Opération inverse.
Soit gﬁﬁgg Ezzlzgér;iofloa.elf;;;g;z 8§ d’ordre n, telle que son polyndme
caractéristique
(11)
admette les racines simples #;, %5, ...
(12) a(8) = a I+ a,8+...+ 0,8,
Gy, Byy ---5 Gy SODG des nombres complexes qui ne sont pas tous nuls.

PROPRIETE 5. Nous avons

a(S) = Z“(tk)Pk-
s

P@) = po+ptt- .. +pul"  (Pa=1)
) iy Soit Popération

(13)

Démonstration. Nous avons, d'aprés les propriété 1 et 3,

m n m

a(8) = a(S)ij = ia(sm = ZI[ZMS"] P, =kzz[go‘aisfpk]
k=1 k=1 b=1 i=1 = 1=
= Z:i_i’ampk = k;a(f,c)Pk.

THEOREME 2. 8% a(f) =0 powr b=k (j =1,2,...,% < n), alors
Véquation
(14)
admet la solution

a(8)y =0

n

= s iy e X% st arbitraire)
15 =Y (0% y*7'e )
(15) ¥ ;
Végquation
{16) a(8) ¢ =,
(@oe X est donné) admet la solution générale
- 1

= — P2+

(17 w. [k_zl at) Ir] o+

Rthy,d=1,..
sous la comdition nécessaire et suffisante

(18) Pom=0 (j=1,2,..

icm
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Démonstration. Dapres la propriété 5 et le théoréme 1, Péguation
(14) est équivalente au systéme suivant de % équations

(19) a(t)y® =0 (x=1,2,.., n).

Si a(t) = 0, ™ peut étre arbitrairement choisi dans T'espace X%,
Si a(f) # 0, il faut admettre ¥® < 0. T1 en résulte 1a premiére partie
du théordme 2. )

L’équation (16) est équivalente au systéme

ate)a® =2l k=12, ..

).
Bi a(f) =0 et &, =0, il faut admettre ) = Pray, = 0, done 1la
condition (18) est suffisante. Si a(fy) = 0, alors

7

2 —

k|
——) = = pa,

a(ly) a(l)
Au contraire, si ’équation (16) admet une solution &, NOUS Avons
Py = a2 = a(t) 2 =0,
done la condition (18) est aussi nécessaire.
Remarquons qu’il suffit de considérer les opération a(8) de degré
n—1. En effet, si nous avons une opération de degré n-t+» (v > 0), on peus

la réduire & wne opération de degré inférieur en substituant ( d’aprés Piden-
tité (1)):

n

1 G r.
8" = _7[p01+P1’S+---+])1;—LS 1.

En répétant cette substitution nous
de degré n—1.

TaforbME 3. 85 P(0) = 0, il nlexiste pas dopération inverse i Vopé-
ration 8. 8i P(0) £ 0, alors Popération inverse 8- existe ot

n
‘S_I = Ztﬁlpm;
m=1

en outre cetle opération satisfait & Péquation

obtenons enfin une opération

(20)

(21) PoS_n+p15_""”+...+p.nl = 0.

Démonstration. Considérons Téquation

(22) S = x,.

Dans ce cas nous avons a(§) = S. Si- P(0) = 0, alors a{0) =0 et
Péquation (22) n’admet pas de solutions pour tout xr,. Done opération

Studia Mathematica XXII. 4
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9! wexiste pas. Si P(0) # 0, alors a@(ty) =ty = 0 pour m =1,2,.. ., n
et léquation (22) admet une solution unique

n
\ 1 4—1
&= [4\4 [ Pm] To
m=1
pour tout &, done Topération §-1 existe et elle est déterminée par la
09
formule (20). - o
11 résulte de la formule (20) que les racines caractéristiques de Popé-
ration S~ sont 7, 472, ..., &' eb que les composantes de P'espace X dé-
terminées par ’opération 8- sont les mémes que les composantes déter-
mindes par Popération S. Enfin nous avons

n n 7 , . '
V. — 1y y Qe = g . - ASVV-’I‘"[)(AS) = 0
méapm(’s' ) ﬂ_;:(,)pm mgu

d’ott résulte la formule (21).

Nous obtenons immédiatement: . '
CoROLLAIRE 1. Pour k entier arbitraire Popération 8° satisfait & Véga-

lété

n
8= P,

M1

(23)

et elle admet les racines caractéristiques T £0, i=1,2,...,0).
IV. Régularisation. Existence des solutions des équations avee
opérations algébriques. Soient X un espace de Banach et S une opéra-
tion algébrique d’ordve n avec le polyndme caractéristique P () et‘ les
racines caractéristiques simples f, %y, ...,1,. Considérons les opérations

suivantes !
n—1 -1
(24) A = DA A = Y A4S
k=0 k=0

Agy Ay, .oy 4, sont des opérations additives homogenes qui transfor-
ment Pespace X en lui-méme. Remarquons, par analogie avec les con-
sidérations du § ITT, quil suffit de congidérer les opérations "A (S) et A" (8)
de degré n—1. .

PROPRIETE 6. Nous avons

(25) PuA8) = Pudlty), A (8)Py = A(bu)Pn,
ol ‘ '
n—1
(25) Alty) = ZtﬁzAk (m=1,2,...,n).
. k=0

icm
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Démonstration. En effet nous avons

n—1 n—1
PyAS) =P, N 8 4y = P, Mt Ay = P A (L)
=0 =0

et une formule analogue pour Popération 4'(8).
ProPRIETE 7. Nous avons

1]

L) = 3 A (tn) Py

=1

(26) AS) = N PuA(ta),

m=1
Démonstration. D’aprés la propriété 6 nous avons

n n
A(S) = MNP AS) = Y Pud(t)
m=1 M=l
et une formule analogue pour Popération 4'(S).
Ty, T,, T, étant des opérations additives, homogémes et transfor-
mant espace X en Iui-méme, posons
(27) [Tu Tz] :Tsz—-Tle-

On appelle Popération [T, T,] commutateur des opérations T, et T',.
Il est bien connu que le commutateur admet les propriétés suivantes:

(28) (1o, Ti} = — [Ty, T.],

(29) [Ty Ty, sl = [Ty, Tsl 41T, Tsl,

(30) [T,T5, Tl = T4[Ts, Ty} + [T, Tyl Ty,

(31) 22, T3, Tol] -+ [Ts, 175, Tull + [To, T4, T]] = 0.

Soit £ un anneau des opérations additives, homogénes et définies
sur Pespace X. Soit une opération TeZ. il existe un idéal F CZ des
opérations tel que Te#, on appelle T opération réguliére (par rapport
a lidéal #). Par exemple chague opération compléte-continue est réguliére
(en désignant par # annean des opérations linéaires, c'est-a-dire addi-
tives et continues):

n—1

A =A4(8+T, o 48 = EA,csk,
k=0

(32)
n—1

B =B+, ot B(S) = Y B,
k=0

Aoy diy .oy Ayy b By, By, ..., B,_, sont des opérations additives, ho-
mogénes et transformat Pespace X en lui-méme, Ty et T, sont des opéra-
tions régulires (par rapport & 1’idéal F).
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ot
L

TanoriME 4. §i [4:, 81, [Bi, 81, Ty, Ty sont végulitres par rapport
& Didéal F (i=0,1,...,n—=1), olors la superposition C = BA admet

o méme forme

(33) = € (8)+1s,
ol
-1
(34) C'(8) = Z C’h,s”" ot o= — 2 Koo | Idmh Blty) A (t),
k=0 m A
[0y, Sle.f  pouwr k=0,1,...,0-1,
n n-1
T3 = 2 Y-Pm [B (tm)7 Pl,~] A (t;;) +Tg A —}-B'(S)_’l'l e,}( .
=i

T désigne le déterminant de Vandermonde des nombres by, tyy ...ty g
désignent les sous-déterminants obtenus du déterminant 'V en omettant la
m-séme ligne et k-+1-iéme colonne.

Démonstration. Nous avons

BA = [B'(8)+1,1[4 (8)-+1']

n n
= ZB(tm>Pm- D AP+ Ty A+ B (S) Ty
T k=1

2 Blty) Pud (t) P+ ToA + B (8) T

m, k=1

= ' Btu) A(t) Pu Pyt ZB V[P A (1) 1P+ Ty A B (8) Iy

m k=1 mk=1
L
= Y B(tn) A(tn) Pn+Ts.
Nous . démontrerons maintenant que Tye /. Remarquons que nous

avons pour k=1,2,..., 0

2 Nl

Py = [pr(t)17 px(8) = [Z’la(tk)]'l' H (8—tI) = 2(—1)i [pk(tk)]_lpk,isd;

T=1izk f=1

ik

Pr,: désignent des polyndmes symétriques de degré ¢ des variables ¢y, by, ...
B_1y teyry ooy Iy Nous aurons pour j=10,1,...,2~1 et ¢=0,1,...

Sur certaines opérations 53

145, 81 = [4;, 887 = [4;, 818"+ 814;, 87,
dou [4;, 8.2, si [4;, 8 1]eg. Alors

n—1

[45,Pe] = 3 (= 1) [0 (8)] il 45, S 7,
’i:k
n—1

[A(tn), Pl = D) th[4;,P)e 2.
=0

Si Pon suppose que T, The # on obtient finalement 7, 4. En ad-
mettant

(35) B(tn) A (tn) = C(tn) =2t7}161,0k (“T’b:l,?,,...,ﬂ)
nous avons
BA = 3 0(tn)Pp+Ts.
M=1

Eésolvons le systéme (35) d’équations linéaives par rapport aux
coefficients 0. Le déterminant V de ce systéme est le déterminant de
Vandermonde des nombres t;, ,, ..., 1, et ¥V 3 0, 5i le polynoéme caracté-
ristique d’admet pas de raeines multiples. Done

1t 6N B(h) A() B L

Com h by o 87 Bl A@G) £ )
1

1, .. t" Bt ,L) 7‘""1 e

f—1 R4l N1
1 tm—] e tm—l tmT 1o tm 1
k-1 k41 -1
1 im-,Ll e tm.;_l tm+1 ... t)n{-l

__1__ % K41 ‘
- V‘”é{ (_1) B(im)A(tm)

LIS R T § N1
14, ot o

E

L g B(6,) A (B) .

-

ni I\\ﬂ
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Nous démontrerons encove que [Cy, 8¢ 7. Notamment nous avous

3

1 - 4
[0, 81 = 5 D (=0 " G (Bl) A 1), 81
1 v s .
= V 2(—-1)l Hian dm,k {[B(tm) [A (tm) H Sl + IB (tm) ? S[ A (tm.)l} .
me=1
En outre
-1
[A(t), S1= D th(As, Sle s

k=0
et par analogie [B(tn), Sle#. Il en résulte que [Cy, Sle. 7.

On appelle régularisateur s'wnple (par rapport 4 Vidéal #) de Popé-
ration A une opération R(A)= A'(8)-+T telle que R(4)A = I+1T",
AR(A) = I+T" et T, T, T e £.

THEEORBME 5. Dans les conditions du théoréme 4, si toutes les opérations
[A ()" ewistent, Vopération A admet l¢ régularisateur simple R(A) et

n

(36) R(4) = }j A8 V’ (4 (tn)] ™" Py
k=0 m 1
ot
. 1 n
(37) Ay = D1 Gy [A ()]
m=1
(Vy dnx sont déterminés dans le théoréme 4) et
R(A)A =I+T, AR(A)=I+1",
on
n n
(38) T = 3 Y TAWG [Pry A(tw) 1P+ R(A) 1ye 7,
M=l k=1

IIMS

2 tlr [P/cy [-A- t'm. I]P '[’TlR('A)
1 k=

Démonstration. En désignant R(4) 4 = (0 = ¢ (8) -1y nous avons,
d’aprés le théoréme précédent, 1’égalité O°(8) = I, Aol

Altm) At) = O(t,) = T

pouwr m=1,2,...,n
N n—1
en posant A(f,) = Y thAd,. T en résulte A(t,) = [A(L)]" (m =
k=0
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1,2,...,n) et la formule suivante pour Popération A(9):

V [A ()T P

m= 1

A()

D’autre part nous obtenons le systéme d’équations suivant:

n—-1
N A = (AT

k=0

(m=1,2,...,n).

Le déterminant de ce systéme est égal au détermiant V de Vander-
monde, différent de zéro par hypothése, done la solution est la suivante:

i =i§(

m=1

_1)7.'—;:711-4}-1

dm,k [4'1 (tm)]_l
{dy . o0t 666 déterminés dans le théoréme 4). Ensuite nous avons
n n
Ty =1" = 3 DA [Pes A )1 Pt 4 ()T
M=1 k=1 &
si nous admettons, sans restreindre la généralité, que R(4) = A°(8),
T =o0.

En considérant la superposition 4R(4) nous obtiendrons les mémes
Tésultats pour les opérations-coefficients A, et 1a formule (38) pour Vopé-
Tation 7,

Remarquons encore que d’aprés les hypothéses admises nous avons

n—1 n-1

n—=1
= DM Ty = D) A8+ Y8, AT+ T = A8+
k=0 F=0 k=0

ott T)e#. Done il suffit de considérer les opérations de la forme A°(S).
Si lopération S est commutitative avec toutes les opérations A4,:

[4;,81 =0 (i=0,1,...,n—1)

alors les opérations A°(8) et A°(S) sont égales. Dans ce cas 1" = 1" ==
si nous admettons 7', = 0, done

S)R(4) = R(A)A(S) =T

et R(4) = [4(S)]™". Alors nous avons

CoroLLAIRE 1. Si [4,, S] =0 (i=0,1,...,0—1) et st les opé-
rations [A(t,)]™" (m =1,2,...,n) evistent Vopération A(S) admet une
opération inverse et

(39) [A(8)] = D Puld(t)]™ = D[4 (tn)] Prr-

m=1
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Rappelons maintenant la définition et les propriétes des opérations
de Fredholm (voir [6], p.108).

Soit X un espace de Banach et X* I'espace adjoint & X (¢’est-d-dire
Pespace de toutes les fonctionnelles linéaires définies dans X). On appelle
Popération linéaire T' (transformant Vespace X en lui-méme) opération
de Fredholm, si elle vérifie les trois théorémes suivants:

(i) Le nombre de solutions linéaires indépendantes de I'équation
(I+T)x = 0 est fini.

(i) Les équations (I-+T)z = 0 et (I+T)*y = 0 (T* désigne Iopéra-
tion adjointe & Popération T, v X,y eX*) ont le méme nombre de solu-
tions linéaires indépendantes.

(iii) La condition nécessaire et suffisante pour que I’équation

(I+T)w =z (vesp. (I+T)'y = Yo, YpeX")

ait une solution est la suivante:

Yilw) =0 (vesp.gp(a) =0) (6=1,2,...,7n),

ol y; désignent to&es les solutions linéairves indépendantes de Véquation
(I+T)*y = 0 (resp. »; désignent les solutions lineaires indépendantes de
Péquation (I+T)e = 0).

Si Vopération T est régulidre, alors Vopération 1™ 1’est aussi. Les
opérations algébriques ne sont pas réguliéres. En effet, la somme ot la
superposition des deux opérations algébriques ne sont pas, en général,
des opérations algébriques. Remarquons encore que lopération S* ad-
jointe & une opération algébrique S est aussi une opération algébrique
d’aprés égalité:

3 n
*
0=[PSF =[ Y pus"] = 3 B8
N =0 Mm=0
Nous énoncerons maintenant trois théorémes sur Pexistence des
solutions des équations avee opérations algébriques. Nous ne donnerons
pas Jeurs démonstrations qui résultent du théoréme 5 de la méme manidre
que les théorémes 12, 13, 14, dans le travail [67.
Admettons les hypothéses du théoréme 5, en outre admettons que
# C Z soit un idéal des opérations de Fredholm. Sous ces conditions nous
avons le
THEOREME 6. L'équation Aw =0 admet un nombre fini de solutions
linéaires indépendantes.
TaBoREME 7. L'équation Aw = x, admet une solution sous la condition
néoessaire et suffisante y;(m) =0 (4 =1,2,...,%) o y; désignent toutes
les solutions linéaires indépendantes de Iéquation adjointe Ay = 0.

icm
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THEOREME 8. La différence x = k—E* enire le nombre & de solutions
linbaires indépendantes de Végquation Ax = 0 et le nombre k* de solutions
linéaires indépendantes de Véquation adjointe A*y = 0 ne dépend que de
Dopération "A(S).

On appelle le nombre » indice de Popération A'(S). Il est évident
que les opérations "4 (8) et A'(8) ont le méme indice et que toutes les
opérations régulieres ont un indice nul.

V. Exemples d’opérations algébriques. Soit Popération T, définie
par la formule (3) de Pintroduction. D’aprés les propriétés connues de la
transformation de Fourier, en admettant

Te =Tz = (2.,,1)76/‘2_ fm(s) g, TT =TT ~1,
=*
nous obtenons la formule suivante pour I’opération Tg:
Ty = HT+T). '
Donc nous avons
T = 3(T+TY¥ = YT+ T°+ 37°T 4 3717
= $(T+T+37+43T) = 3(T+T) = T¢,
d’olt il résulte I'identité
(40) Ti—To =0
avec le polynéme caractéristique P(f) = t3—1
ristiques 0, —1, 1. Pone nous avons

Py=1-T%, P, —=3Th=}T0,

et les racines caracté-

P = %T 20’ +"1§T c-
Remarquons que

Tt = H(T+TY = {T*+IT+TT+T?) = T 4-1)
et
T x(t)] = z(—1).

Soit ze¢X arbitraire. Posons & = o+ 4~, ol

() = 3[at)+ae(—1] et a2t (—1t) =a"(),
(—1

™ (f) = $z{t)—=z 1 et @ (—t) = —a (¥).
On sait que Tex_ = 0. Alors
Poat = (I-Tt)o" = }(I-Ta" =0, P~ =a~,
P_iot =} (Tp—To)ot = t(I-To)a*, P~ =0,
Pyot = 3(To+To)at = 3(I4+To)a*,  Pa~ = 0.
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11 en résulte que Py X est l’espace de toutes les fonctions # ¢ X impaires,
P_, X est espace de toutes les fonctions de la forme }(I—T¢)w, weX
&tant des fonetions paires, Py X est Pespace de toutes les fonctions de la
torme 3(I+To)x,xeX étant des fonctions paires.

Nous pouvons constater par des mét_hodes analogues aux préeédentes
que opération

1 _
g e (1T
Ty = o (0= T)

satisfait & la méme identité (£0). En remarquant que Tya™ = 0, nous
voyons que dans ce cas P, X est 'espace de toutes los fonetions o e X paires,
P_, X est Vespace de toutes les fonetions de la forme }(I—Tg)w, weX
Stant des fonctions impairves, P,a est l'espace de toubes les fonctions de
1a forme 3(I+Ts)x, seX ébant des fonctions impaires.

Remarquons ensuite que, grice Pusage des opérations Ty et T
am lien des puissances de la transformation de Fourier il suffit de décomposer
Pespace X, non pas en quatre, mais en trois composantes.
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O peonpenenéunom _i-murerpane m psinax ®ypre (A4)

0. 7. UEPETEJY (T6mmucn)

[TonsTHe A-mHTErpaza OKAa3a;I0Ch BeCbMa INOJE3HEIM B HEKOTOPBIX
BOIPOCAX TEOPHH TPHIOHOMETHYECKUX PAXOB N TeOpHH MHTerpanoB Komm
(Turumapm [4], Vassasos [5, 6, 7], Xyckusanse [9]). Omgmako 6o 3a-
MeueHO, YTO 3STOT MHTErpal ofIajgaeT HedbM PAFOM IATOIOTHYECKIX
cBoitcTB (cm. Ouam [3], Yubauos [7], Bunorpamosa [1, 2]).

B macroAmeit craThe MB TaKKe YHKA3bBAEM HA PAN TAKEX CROKCTB
A-unTerpamna.

PagoTa cocromr u3 Tpéx maparpados.

§ 1 mocBAINEH JOKa3aTeNbCTBY OCHOBHOH JeMMu (1.3), Goiee wmim
MeHee OYEBHIHBIMM CIE[ICTBUAMM KOTOPOil ABIAOTCA BCE pPE3YIbTATHI
MOCIAEXYIOMNX ABYX maparpafos.

B §§2 u 3 paccmaTpuBanTCH HEKOTOPHIE CBOHCTBA HEOIPEEISHHOIO
A-unrerpana u panos Oypre (4). OCHOBHLIM Pe3yIbTATOM STHX Iaparpa-
doB crepyer cunTaTh Teopemy 3.2.

§1

IIpenme wem cOopPMyNHPOBATL OCHOBHYXO JI€MMY, BBELEM ClIEIyIonIne
oIIpefereHuA.
. L1. Onpegemenme. Ifycre Ha HeKOTOpPOM MuosecTBe K samana
dynxmusa f(#) u n > 0. Oynruns [f(2)],, v <, ONpeNeNALTCA CICXYIONIM
obpazoMm:
flw) mpm  |f(@)] <, .

[f(w) n =
! 0  mu [f(»)] >n.

) 1.2. Onpenenenue. Bynem rosopurh, uTO IOCIETOBATENLHOCTD
nefCTBHTENBHEIX 4UCeN ¢x, b = 1,2,..., yIOBIETBOPseT yciuoBHD (A4),
ecnn 0 <@y < gy k=1,2,..., limkg, =0 u

ko0

j% = o0.
f=1
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