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O ESTYMACJI LICZNOSCI POPULAOJI ZA POMOCA METODY
FOWIENIA I ZNAKOWANIA

Wstep. W naukach przyrodniczych czesto spotykamy sie z pro-
‘blematem estymacji licznoéei populacji. Przykladem moze byé estymacja
lieznogei ryb okre§lonego gatunku i wielkodei w jeziorze, estymacja iloéei
widzéw telewizyjnych w danym kraju itp. Do tego celu moze shuzyé
metoda ,towienia i znakowania’. Jest ona obecnie powszechnie znana
i wzywana w réznych dziedzinach nauk przyrodniczych. Metoda ta polega
& losowaniu pewnej iloci elementéw z calej populacji, znakowaniu
elementéw wylosowanych i zwracaniu do populacji z powrotem, ponow-
nym losowanin i zwracaniu itd. Z otrzymanych wynikéw buduje sie esty-
mator licznogei catej populacji. Na ogét licznodé populacji biologicznej
jest zmienna w czasie. Powodem moga byé §émieré i urodzenie si¢ nowych
elementéw populacji, emigracja i imigraeja itd. Aby wige badaé takie
zagadnienia, trzeba konstruowaé rézne modele  statystyczne. Modele
takie skonstruowano do réznych celéw, o czym mozna sie dowiedzieé
np. z pracy Chapmana [1].

W niniejszej pracy zajmiemy sie populacja o stalej licznosci. W tym
Przypadku wygodnie jest sformutowaé zagadnienie korzystajac z modelu
urny. Wyobrazmy sobie urng, w ktérej znajduje sie nieznana ilo§é kul.
Ozna.czmy t¢ ilo§é przez N. Cheemy ja oszacowad.

. Steinhaus zaproponowal na,st@pujapcy sposéb postepowania: Naj-
Pierw losu]emy bez zwracania m, kul i zaopatrujemy kazdg z nich w zna-
czek. Jest to pierwsza podproébka. Po oznakowaniu wrzucamy te kule
razem do urny. Nastepnie losujemy bez zwracania m, kul i znaczymy
kazdg z nich, bez wzgledu na to, ezy kula ta juz byla, czy nie byla zna-
kowana. J est to druga podprébka. Wrzucamy kule z powrotem do urny
iw ten Sam §poséb, postgpujemy da.le] az do n-tej podprébki. W ten spo-
86b ™ otrzymamy cigg liczb V,, V,, .. Vn, gdzie V ~oznacza ilofé kul,

na ktérych jest 4 zna,czkéw Oczywiscie 2 iV, = 2 m; = m. Liczbe m

hazywamy licznofoig prdbki. Cheemy na podstane Vn » Va zbudowaé
estymator Pparametru N.
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Oznaczmy przez V lgczng ilodé réznych kul wylosowanych w trakcie
pobierania n podprébek Mamy wige V = 2 V,. Powstaje pytanie: Jaki

jest rozklad zmiennej losowej V%

1. Rozklad zmiennej 7. Mozemy zalozyé, ze wszystkie kule w urnie
8g ponumerowane. Oznaczmy ich ilo§¢ przez N. Mozemy zatem méwié
o i-tej kuli (¢ < N). Ozna.czmy przez R; ilo§¢ znaczkéw na i-tej kuli.

R; sg zmiennymi losowymi i 2 R, =

Prawdopodobleﬁstwo tego, ze pewna kula zostanie- wylosowana
W i-tym losowaniu j-tej podprébki, jest réwne 1/(N —¢41). Ale wszy-
stkie podprébki sa wylosowane niezaleznie. A wiec

(1) _P[V = 7; Rki ,ﬂ'rk't (’l: == 1,2,...,’0), -Rk = ( dla kf{kl,...,ku}] =

no 1 |
= Oy, Ty ---’WH( NN -1)... (N —m+1) )’
=1

gdzie 7y, (fa' =1,...,9), 83 liczbami catkowitymi spemiajgcymi warunki

Piy > 0, Z‘ Ty, =My & O(ry, 7ay ..., 1) jest zdefiniowane jako liczba wszy-

stkich mozhwych rozmieszozer réznych kul w n podprébkach tak,
zeby i-ta kula powtarzala si¢ 7; razy i zeby zadna kula nie powtarzala
sie¢ w jednej i tej samej podprébce. Oznaczmy

(2) G(‘v) = Z .0(7‘1,”',,..;,?‘”).
r=1,...,rp>1
14 trp=m
Wtedy
(3) P[V=0|N]=
=(f) N PV =0jRi=ry,., By =7, Be=0 dla k >0] =
r1=>21,..., 121
Pl bt y=mm
- 1
N ’ | |
= (v) G(o) !J(N(N-—l) (N—m;-l——l)'
W przypadku m, = my = ... = m, = 1, funkeja G(v) daje sie latwo
wyrachowaé. Mamy wtedy
Gv) = n! )
1=21,...,M21 ’i’l! ra! oo 1‘,,!

Pl Frp=n
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Poréwnujge wspélezynniki rozwiniecié, funkeji

v

(€ —1)° = Y (—1) (:’) (-0

=0

W szereg potegowy, otrzymujemy

: 7

6w) = 3 (—1F ({) (o—iy".
=

A wige ostatecznie ‘

@ PIV = v |N] = (f ) (——lﬁ)nj ('-_-1)?‘ (;’) (0— )"
t=0

W przypadku, gdy rowno§é m; = m, = ... = m, = 1 nie zachodzi,
‘Zhalezienie dokladnego rozkladu zmiennej losowej V jest tradne. Polézmy
L=m-v. w nagtepnej sekeji znajdziemy asymptotyezny rozklad
Zmiennej L, gdy m — oo i m/N = 0.

2. Graniczny rozklad zmiennej losowej L.

VA wzoru (3) wynika
PIL=1|N]=P[V =m—1|N}=

= (mliz) Q(m—l_)!;](N(N_ﬁl) ...l(N—mn;‘i-l)).

U'"ﬁnvw)dnjmy najpierw
Lemar 1.

(8). Joli m/ 3 mym, > 0, to

i9%d .

0(24.2,...,2) 2_(21 12% mimj)l[l—PO(m’/jWWM;

izagy =i+ )

(hkseélgfé‘rf.—;-u-k P >2 (j=1,2,..,k) to

O(ry, 7ay.r., ) g(i‘l S‘.mim; -1

i é)owéd. (8) Z"efitiici C(r, = 2, ..., 7= 2) jost ilofcis Wazystkich
ka.o‘fla Wﬁ’"h rozmieszozen I réznych liezb w # podprébkach tak, zeby
kaz czba powtarzalg, sie dwa ragy i zeby Zadna liczba nie powtarzala

Se W jednej i toj samej podprébos, Jest rzecza jasna, ze liczbe 1 mozemy
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n-1 n

umiefcié w Y 3 m;m; réznych sposobéw. Po umieszezeniu liczby 1,
i=1 f=1+1

mozemy umiesci¢ liczbe 2 w

n—1 n n—1 n 7 n—1 n
4] 1 g 1 R 1.1
Z (m;— &) (my;— &) = mzm,—ZEim,Jr— 2 8i&) =
t=1 J7=1+1 i=1 J=t+1 127 i=1 j=1+41
n—1 n
= 2 m;m; (l—i—O(m/Z ml'm,;))
2=1 ]=7:+1 7.#1,

réznych sposobéw, gdzie

. 1, jezeli w i-tej podprébce znajduje sie liczba 1,

0, jezeli tak nie jest.

Podobnie, jesli mamy juz rozmieszczone liczby 1,2,...,k—1, to liczbe
k mozemy umiesci¢ w

n—1 n

(8) Z 2 (my—ej—&i— ... —8?‘1)(m,-—8}_8§__ gl =

=1 f=1+l
n-—1 n n }
= 2 Z m; my; (l—i—O(m/Zm@m,))
i=1 j=i+1 17
réznych sposobdéw, gdzie
; 1, jezeli w i-tej podprébece znajduje sie liczba t,
& =

0, jezeli tak nie jest

(t=1,2,...,k—-1; ¢ =1,2,...,n). Z wzoru (5) wynika pierwsza czesé
lematu.

(b) Przejdzmy do dowodu drugiej czeSci lematu. Rozpatrzmy naj-
pierw przypadek I = k1. Wowezas z zatozenia, zer; > 2 (j =1,2,..., %)

wynika, Zze ma.)ir = 3. Bez naruszenia og6lnodeci moZemy za,lozyé
Iig
726 1 =3, & Wiee 7, =73 = ,., =1, = 2. W tym przypadku mozemy
n—2 n-1 n
liczbe 1 umiescié w 2 X 3 mymym, réinyech sposob(’)w, a zadnej

t=1 J=t+4+18=j+1
n—-1 n

Z pozosta}ych k—1 liczb nie mozemy umiescié w WlQOO] niz 3 3 m;m;
sposobéw. Mamy wiec i=1 j=it1
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k

Dla dowolnego ukladu (ry, 73, ...s7%) Spelniajacego Wa‘.runki:z Ty ==

t=1

=l+k, 7 >2 (j =1,2,..., k), mamy

(7) C(reyTayerer 7e) < O3, 2, ..., 2).

1-2. razy
Z wzoréw (6) i (7) wynika druga czesé ﬁematu.

n
LEMAT 2. Jesli 1 jest ustalone ¢ m| D mym; — 0, to

i#7
©  omy =S S ) (10 (o] 3.

Dowéd. Udowodnimy najpierw, ze

m-—v
! ' :
(9) — C(ryy7ey -0y mi)  dla 0 <m,
2!
G('D) = 1:=l . r}>21""ri>2 ?
i ] +...+ri=m—”+1'
of dla v =m.

Z definicji liczba O(ry,...;r,) oznacza ilo§é wszystkich mozliwych
rozmieszezent 1 rézmych liezb w m podprébkach tak, zeby liczba i powta-
TZata sie r; razy i zeby zadna liczba nie powtarzata sie w jednej i tej samej
Podprébee, natomiast |

G(v) = 2 O (71 Tay ey T,).

N 'f'l}l,...,r:v;l
1 Frr A Pp=m

g?Zeli Wiee v = m, to G(v) = C(ry = 1, ..., T'm = 1) = m!. Aby udowodnié
OWno8¢ (9) dia v < m, zauwazmy, %

O(Frs very TogyLyaany 1) = 81 O(ryy ey Pu_y),

% r8zy
Clry ...,
(s, Ty Ty 1) = Oy ey Ty ey Tiy ey T)
_(7;9.7-=']::~2.7-'-‘,17)'

Zialozmy teraz; 28 wiréd lezb 7y, 74, ..., ¥p jesSt v—i jedynek. Pozostatych
i hczbr, 0raz v—1 jedynek mozna rozmiefcié na miejscach 1,2,...,



56 Czen Pin i Dzan Dgo-i
na (:’) sposobéw. Stad wiec wynika, ze
10) (@) D00y, 7y, m) =

=('.’) 2 C(8158gy009851y000y1) =

822,...,8;>2 v+ razy
81 -+8gbrrs 8y ¥ 41
) !
v , V.
= E (0—1)! C (81,85, .. y«%)*‘;,— 2 : C(81,83y...y8;),
8>2,...,8;>2 T o8>2,...,8>2
81 +.. +s.,==m—'v+z 8+, +s,._m~v+z

gdzie p1erwsza. sSums | rozclqga, sie na Wszystkle te - uklady (ry,...,7,)
(=1, Z’ r; = M), ktﬁre zawieraja dokladme v—14 jedynek. Korzy-

stajac z deﬁmcp funkeji G(v) i z wzoru ‘(10) otrzymujemy ostatecznie
wzér (9). Podstawiajac we wzorze (9) v = m—1 i korzystajac z lematu 1
otrzymamy teze lematu 2.
LemAT 3. Jesle m-— oo 4
n—1
m? Z;

(i) — < k5 (11)

2 m;m;
)

m; my

b 'ﬁm

to 2

1 ' .
(N— m+1)' H( N-1).. N mi+1))'1v7"4[1+0(1")]

Dowé6d. Z nieré6wnofei.

mg : mg—~1
log(¥—j) < f logado < ) log(N —j)
i=1 7=0
i 'wzoru '
N N
logzdx = lo — m.
| Njnw ¢ ST —my ™
wynika, ze

N

N my
my ™ i (—l?

log(N(N—1)... (N —m;+1)) = log (V=

Mamy zatem
(11)  Ylog{N(¥-1)...(N—m;+1)) =

i=1
il -
i (F—mp "0 (T)

= log
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oraz

' N! N¥
12 —1

12)  log—m— o7 — o8 (F—m+Y)

Nomil —m—i—l—-}-O('ﬁ—).

A wiee na podstawie wzoréw (11) i (12)

N : L
(13) log[ (N—m—1)! L]N(N—l).--(N“‘mi"'l)] -

m;

— logii+ Y : ) (- _m—l
- IogN—{-E(N——m@)log(l N) (N m+l)10g(1 N)+

m
1402 =
+1+0( %)
= m; m
= —llog N+ Z(_N——m@)(———l—v— —ﬁ;—g) —
i=1

-t gy ot g Ymf +of5) -
llogN—l—ﬁzmi — %m +0|5

n—1 n

1 m
g 51 37 mem 10(5).
=1 F=t+1
c.b.d.o.
TwierDzENIE 1. Jeseli m — oo w ten sposdb, e
' n—1 Z'Ib:
Wo: Mos
. me : L o bt ] ,
1) w—— < k = const, @) = ! ;Tl =2,
.Z’mz-mf
isd
to
(]
(14) — _ b [1 O(ﬂ)]
P[L‘ 1| N] -“e + /|

Dowéd. Twierdzenie jest prosta konsekwencjs lematéw 2 i 3.
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3. Estymator N liczno$ci N. W niniejszym ustepie bedziemy caly
czas zakladali, ze warunki twierdzenia 1 sa spelnione. Eatwo wtedy
wykazaé, ze

. w—l
(15) (L+1) "2 I+1)F l! &% k>0

1=0

Dla k¥ = 1 mamy

1 _ Ao, 1 i
16) E(ﬂf)”Z(zH)!e =gt =

t=1 j=1+1
Zdefiniujmy estymator N :
n—1 13
&7 4 tZ; i Zilmimf '
17 N== 1= :
(17) A

D. G. Chapman ([2]) znalazl, dla tego samego postepowa.ma, metoda
najwigkszej wiarogodnosei estymator

Nie znalazt on jednak rozkladu zmienne; losowej L i nie mogl zbadad
glebiej wlasnosei tego estymatora.
Zajmijmy si¢ blizej estymatorem N. W przyblizeniu

"5 % mf)/ ]

(18) ' .E(N) ~ N(1— g”‘) =N [1__ 0— (v,—l 1—1,+1

Ponadto z réwnosei
' R

1  (r—2)! (R—1)!
(I+1)2 gi(l-;—l)... (L47) +(z+1)a(z+2)...(l+3)

OTraZ

E[(l-l—l) l+f)] S

1 i
-+ (w+ )
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otrzymujemy wzor

Y R A OL)_
(19) EB({N-— N)-N(1+12+23 (14 =

2N2- 6N
:NZ[ + N —l' - +'Tl,—l n -{_

NS e (3 Z-mma) (2 5, monl

i=1 j=1i-+1 i=1 j=i+1 t=1 —7+1

o3 S]]

i=1 F=i+1

7% wzoru (18) “widzimy, Ze estymator N nie jest meobclapzony, ale
dla duzych /. obcigzenie tego estymatora jest bardzo male. Z wzoru (19)
wynika, ze jesli chcemy, zeby Sredni blad kwadratowy tego estymatora
byl maly, musimy powiekszyé liczno$é prébki tak, zeby A bylo duze,
bp. rzedu kilkuset. .

Latwo réwniez obliczyé, ze dla (3 X m;m;)|N > logN zachodzi

. i=1 =1+1
meréwnodé |H (N ) —N| <
- Dla przypadku m, = m, = my = ..
SIQ do

.= m, = k wzér (17) sprowadza

k2n(n—1)

0 ok = 54

i

21) BN e eN 8N ( NL__)]_
) F N)z_N'z[k%(n—l)+k4%2("—1)2 OV =13

Z wzory (21) w1dz1my, se dla ustalonej lieznosei probki kn wyrazenie
E(N n,t—N)2 jest tym mniejsze, im mniejsza jest liczba k. Optymalny
Przypadek jest dla & = 1. Mamy wtedy

— _n(%—l)
w1 9(L+1)
oraz
(22)  EB(N, ,—wy — oN 8N (___N_)]
(N N)2_N2[ =T + im0 O\

W najprostszym przypadku, gdy » = 2, V= My My [(L+1).
P rzypusémy, ze m; = my = k. Ma,my Wtedy

— k2

N 2,k = L1
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oraz

N  2N® N
(23) E(NH—N)2——N2[k2—|— = +-O‘(7c?)]‘

Dla tej samej licznofci probki 2k

e L e ‘N 2N N

otrzymujemy zatem

| E(N,—N)*
B(Ny,,—N)*
. Z wzoru (25) widzimy, Ze na tym samym poziomie dokladnodci

'(tzn tej samej dyspersji) w post@powa,mu dwuprébkowym trzeba bedzie
wylosowaé 2 razy wiecej kul niz w postepowaniu pojedynezym.

~ 2.

(25)

4. Przedzialowa estymacja licznosci N. W praktyce na ogé6t nie
chodzi nam o estymacje punktows licznogei populacji. Wolelibysmy
orzekaé, ze liczno§é danej populacji jest mniej wiecej tyle a tyle, niz
moéwié, ze liczno§é danej populacji jest np. sto, sto jeden, sto pieé, a nie
inna. Innymi slowy, chcemy znaleZé taki przedzial o koricach bedacych
gmiennymi losowymi, o ktérym mozemy z. jakimé§ wspélezynnikiem
ufnofei powiedzieé, ze zawiers liczbe N.

Z twierdzenia 1 i z centralnego twierdzenia gra.mcznego Wymka,
dla 1 - oo

(26) P[(L;m <ale] = P[l%:zﬁ‘ <al N] - ®(a)—O(~a),

gdzie

1
D(a) = — e~ dt.
) Von \J

=00

Z wzoru (26) wn.ioékujemy,_fae jesli

A = }[2L+ a*+aV4iL 4 a?],

(27) e
B = }[20+ a”-—al/4L+a3],
to » :
P[B<A<A|N]~ &a)—B(—a).
A wiee '

n—1 n n-1 n
. nm;m. m;m,
(28) P[“E 2™ ¥ <£‘ 2™

.N] ~ O(a)—(—a).



O estymacji licznodei populacji 61

Dla @ = 2 i dla poziomu ufnodei 0,95 mamy

i=1 f=i+1 1,-—-1 Fe=i1

WL1+1p (VL+1—1p

El f My M nj ﬁ‘ m; My
(29) P = 0,95.

Wtedy diugosé przedziatu

i=1 j=i+l i=1 j=i+1

VIt1+132  (VL+1-1)

njl Zn‘ T, My ”21 f mimi)

Jest rowna
Nn-1 n
2 My M
30 i=1 j—i+1 ~~
(30) = 4VL+1
n n-—-1 n
n
42 me, 4 dmg [ D) mymy
~ f=1 J=i-t+1 . i=1 i=1 j=i+1
~ 3/2 - n —
i=1
W praypadku m, — my = ... = m, =k

P[_ﬁf_—(_tl—); <N <- kin(n—1) ]
2(VL+1+1)2 2(VL+1—1)2

1‘3‘hlgosé przedziatu (k2(n—1)n/2(VL+1+1)2, B(n—1)n/2(VL+1— 1))
2k2n{n—1) nk ' 2k(n—1)

La,'z - I ]/_—L—

Przyklad. Jezeli dla k =1, » = 2000 otrzymaliémy I = 200,
% z warunku

P[8676 < N < 11515] = 0,95

dtugosé przedziatu jest 115158676 = 2839.

Dziekujemy dr Stanistawowi Trybule za pomoc W praygotowaniu
Ostatecznej wersji niniejszej pracy.
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YEHD OHHb v MB3AH N30-H (Bponuss)

Ob OLEHRE YHCJIEHHOCTH COBOKYIHOCTH METOOM
JOBJHA H OTMETOK

PE310ME

B craree PaceMaTPHBAETCA CHeRYIOIIAA cxema BHOOpa: Bubupaerca n mopg-
BHOODPOK YHCIEHHOCTHIO COOTBETCTBEHHO M, M3, ..., My. B Kamgolt ms HEX BHG O]
npoussogurcs Oes Bosppamernii. [Tepex BuGopom (k +1)-0it mogBHGOPHE OTMEYAOTCH
¥ BOSBPAIANTCH B COBOKYIIHOCTE BCE SMCMEHTH IIpenspymeit moxsmbopry.

IchTL m = Z‘m@ u myors V o6osmauaer d4uCio _PasHHX JJIEMEHTOB B BH-
i=1
BOpKe (-re B0 CBOX W mopBuboprax Bmecre). B cwarbe ;qonasmnae'rcs, uro cayuakHad

Oeammra L = m—7V mmeer B mpepene pacupeneneHue Hyaccona IMonpaysacs sroti
Teopemoit MH HCCIEXYeM CBOKCTBA oueﬂnn

n—l n

> mimy
& A= =iyl
I+1

THCHeHEOCTH N cononynuocm HMaeress Taxsme cnocoﬁ OIEHKE 5TON YMCIHEHHOCTH
MeTOzOM nonepmenmux npegeson.

CZEN PIN and DZAN Dzio-I'(Wrocaaw)
ON ESTIMATING THE SIZE OF POPULATION BY CAPTURE-MARK
METHOD
SUMMARY
The following sampling scheme is considered in this paper. We draw =
subsamples of gizes m,,..., my, ‘éach one without replacement Before drawing
the (k+-1)-st subsample we put back to the population all the elements of
k-th subsa.mple
Let «n = Z'm@, and. let ¥ denote the number of digtinot elements in the

=1
whole sample (i.e. in n subsamples altogether). It is proved here . that : the
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random variable I, = m— ¥V has the limiting Poisgson distribution. Using this
theorem the properties of the estimate

n-—-1 n -
2 2 mim
— i=1 =14
N =

, L1
of the population size N are investigated. The paper also gives the method of
construction of confidence intervals for the population size.



