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S. ZUBRZYCKI (Wroctaw)

WZOR REKURENCYJNY DLA ILOSCI PARTYOJI
OGRANICZONYCH

Przy okagji obliczania iloci mozliwych obwodéw w mechanizmie
o zadanej liczbie czlonéw i galezi Oderfeld i Pleszezyniska [1] natkneli
si¢ na pytania dotyczace partyeji ograniczonych. Nawigzujac do tej
Pracy, chee ja tutaj uzupeié wzorem rekurencyjnym (3). Jest on uogél-
nieniem na przypadek partycji ograniczonych znanego wzoru dotycza-
cego partycji nieograniczonych o zadanej liczbie skladnikéw (por. [1],
wzér (4)). Ponadto podaje takze uogélniong wersje tego wzoru rekuren-
cyjnego. ‘

1. Pytamy, jaka jest liczba p(a,n;c) ciggéw liezb catkowitych
%y ..., &, spemiajgcych warunki

(1) 0<s; <... <, <¢ oraz &;,+%+...4+2, = a,

gdzie liczby a, n, ¢ 83 ustalone.
Niemal oczywisty jest wzoér (por. [1], wzér (7 ))

: 1 dla o0<a<e
(2) pla,l0)=1 o
0 poza tym.
Udowodnimy nastepujacy wzor:

[a/n]
(3) r(a, n;c) =2 pla—ni,n—1; ¢c—i) dla 0<a, 0<ec, n>2,

=0
gdzie [#] oznacza czedé catkowityg liczby .

Dowéd. Zauwazmy przede wszystkim, ze na to, by warunki (1)
byly niesprzeczne, czyli aby bylo p(a,n;c) >0, potrzeba i wystarcza,
Zeby
(4) : 0 <a < ne;

W dalszym ciaggu dowodu przyjmujemy, ze (4) zachodzi.
Pytamy wiee, ile jest ciggéw liezb calkowityeh ,, ..., ®, spelniajg-
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- eych relacje (1). Aby wyznaczy¢ ich liczbe, podzielmy je na klasy ze wzgledu
na warto$ci przyjmowane przez z,. Niech §; oznacza liczbe takich spogréd
tych ciagéw, dla ktéryech w, = i. Przez podstawienie x, = i-taj, ...
@y, = 4+, widzimy, ze §; jest réwne liczbie ciggéw liczb eatkowitych
@yy gy +eny Ty Spemiajgcych warunki

< <oy <... <, <06—1%, &yp+...+x, =a—ni.

‘To dowodzi, ze 8; = p(a—mni, n—1; ¢—%). W sprawie granic sumowa-
nia zauwazmy, ze na to, by bylo §; £ 0, potrzeba, zeby 0 < a—ni <
< (m—1)(e—1i), ozyli zeby a—(n—1)e <4 <[a/n]. To, oraz relacje
0 <1, [a/n] < ¢ pokazujg, ze we wzorze (3) skladniki rézne od zera mamy
tylko dla max (0, a—(n—1)6) <4 < [a/n]. Niektére wyrazy w sumie (3)
moggy wiee réwnacé sie 0. To korczy dowdd.

2. Mozemy réwniez obliczyé¢ p(a, n; ¢), zaczynajgc od drugiego korica
1 dzielge ciggi spelniajace warunki (1) na klasy wedlug wartodei przyjmo-
wanych przez =x,. Oeczywifcie @, < min(e,a). Jaka jest najmniejsza
mozliwa warto§é »,? Jest ona osiagnieta, gdy wszystkie x,,#,,...,a,
przyjmuja wartodé a/n, gdy a/n jest calkowite, lub [a/n] oraz [a/n]+1,
gdy a/n nie jest catkowite. W kazdym razie z, wyczerpuje wszystkie
warto§ei catkowite z przedzialu a/n <, < min{e, a).

Niech wiee 2, = ¢ i niech §; bedzie liczbg ciggéw spelniajgeych
warunki (1), dla ktérych =z, = ¢. Tak wige 8; jest liczbg ciagdéw x,, @, ...
veey L4, dla ktérych

0<t < .. By <t Orag  o+...4+2,_, =a—4,

czyli
S =p(_d—-'i, n—1; i),
a stad ;
B  p@,ne)= Y  pla—i,n—1;4) dla 0<a, 0<e.

afn<i<min(c, a)

Jest to inny z mozliwych WZOrOW rekurencyjnych na p(a,n;e).

3. Teraz‘ obliczymy p(e,n;c) jeszeze inaczej. Dla ustalonego s
z przedziatu 1 < s < m oznaczmy przez S(i, k) ilo§é ciggéw liczb catko-
witych #,, ..., #, spelniajgeych warunki (1), dla ktérych

(6) By =14, &yt...+x,=%Fk.

Widaé, ze woéwezas S(s, k) jest iloczynem ilodei ciadgé;v @yyeeny Bg_1y
spelmiajacych warunki

(7 0<o <... <@y <8y Bt...F@ =k,
przez ilo§é ciagédw @4, ..., #, spehliajacych warunki
(8) P Wy Sooe By, <€ Dgpyt oo+, =0—k—1.
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Pierwszyeh ciggédw jest oczywidcie p(k,s—1; i). Przez podstawienie

Bg,y = 4+ Dyinyoeny &y = i+, widzimy, ze drugich jest tyle, ile ecig-

g6wW &5.,, ..., &y Spelniajacych warunki

9) 0 <50;+1 <$.;+2 ... <@y, <06— 0, w.;+1+---+=’5;¢ =g—k—(n—s+1)i,

a to znaczy, ze jest ich p (a——k——(nms—l— 1), n—s; c——z‘). Ostatecznie

otrzymujemy wzor

(10) pla,n;0) = D plk,s—1;9)p(a—k—(n—s+1)i, n—s; c—i),
(@R EW ‘

gdzie za W bierzemy zbiér tych par (i, k), dla ktérych -warunki (7) i (9)

83 niesprzeczne. Niesprzeczno§é warunkow (7) jest. rownowazng z nieréw-

nosciami

(11) 0 <k <(s—1)s,
a niesprzeczno§é warunkéw (9) z nieréwnosciami
(12) 0 <a—k—(n—s+1)i < (n—38)(c—1).

Nieréwnoéei (11) i (12) opisuja igcznie zbiér W. Wynika z nich, ze musi
byé
max (0, a—(n—s)e—4) <k < min((s—1)3, a—(n—s+1)i),

i ze wsp6lrzedme ¢ punktéw ze zbioru W na pewno nie przekraczajy granie
0 <i < min([a/(n—s+1)], 0.
Dla s = n—2 otrzgymujemy ze wzoru (10) inng postaé wzoru (16)
z pracy [1]. 7
Dla s = 1 odezytamy ze wzoru (10), jako jego szczegélny przypadek;
wzér (3), jesli uméwimy sie, ze '

(13) pk,0;8) =1 dla k=0,i>0,
gdyz wobec (11) musi byé wowezas k = 0.
Podobnie przy konwencji (13) otrzymujemy z (10) przy s = n wzoér
(5), gdyz na mocy (12) musi byé woéwezas k = a—i.
Praca cytowana

[1] J. Oderfeld i E. Pleszozyhska, Pewne zastosowanie partycji, Zastoso-
Wania Matematyki 6 (1962), str. 189.
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C. BYBIKHUIIKHA (Bpounias)

PEKYPPEHTHAA ®OPMYJA JIJIA YHUCIA PA3JONKEHUU HA CYMMY
Or'PAHUYEHHBIX CHATAEMBIX

PEBTIOME

B cratse [1], onmybauxoBamHoit B HacTosmem Bumycke, Opepdeusn u Ilaemmu-
cna‘; AAI0T OTBET HA HEKOTOPHE BONPOCH, KACAIMHEECH PaslNoKEHHN HATYPaNLHOTO
9uCAa HA CYMMY HEKOTOPOTO YMCIa OFPAHWYEHHHIX ClIaraeMsx. B casm ¢ aTof cra-
Thelk aBTOP MONOIHAET ee PeKyppeRTHok gopmymoit (3). Dra dopmy:a Asasercs 0606-
meHWeM H4 CIY4Yall OTpaHWUYEHHHIX pPABITOKeHWE M3BeCTHOH QGopMYTH IIA Heorpa-
HUYeHHHX PABIOMEHENA ¢ BafaNEsIM YuCiIoM cnaraeMux (cp. [1], ¢-ia (4)). Grepx Toro,
maercs Tare 06oGUIEHHHNE BapuaHT 3T0K peKYpPpPeHTHON (POpPMYIEHL.

S. ZUBRZYCKI (Wroclaw)

A REOURSIVE FORMULA FOR THE NUMBER OF RES8TRIOCTED
PARTITIONS

SUMMARY

In paper [1], published in the present issue of Zastosowania Matematyki, Oder-
feld and Pleszezyhska answer certain questions concerning the restricted parti-
tions. In connection with the mentioned paper, the author gives the recursive for-
mula (3) whioh is a generalization of the well-known formula for the unrestricted
partitions with a given number of terms (see [1], formula (4)) to the case of restrict-
ed partitions. Besides, the author gives also the generalized version of this recur-
sive formula. ‘



