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SZACOWANIE WEASCIWOSCI SREDNICH
PRODUKTOW BEZESZTALTNYCH

1. W pracach [1], [2], [3] i [4] rozpatrywano zagadnienie szacowania
wlasciwosei §rednich produktéw bezksztaltnyeh pakowanych w ksztalcie
dowolnej bryly geometrycznej, a takze towaréw skladanych lub zsypy-
wanych luzem w bryly o symetryeznyeh przekrojach pionowyeh. Roz-
wazania dotyczyly przypadku, gdy wartos¢ wiaseiwosei w kazdym punkeie
Q wewngtrz bryly, jest zalezna od polozenia tego punktu w stosunku do
frodka geometrycznego P bryly.

Przyjeto, ze warto§é badanej wiaciwofei w na kazdej poétprostej
Igczgeej frodek P z powierzehnig bryly, jest okre§lona przez jednakowg
funkeje w = f(r), gdzie r (0 <7 < 1) jest umowns miarg odleglosci od
§rodka P, bedacy stosunkiem dlugofei odeinka PQ do.dlugodei odeinka
1aczgcego punkt P z powierzehnia bryly na tej samej prostej.

_ Przyjeto réwniez, co nie zmniejsza ogélnoSei rozwazan, ze f(0) =1
oraz f(1) = 0. ,

Przyjecie zaleznofci w = f(r) oznacza, ze powierzchnie stalej wartosei
wladciwosci w 83 jednokladne z powierzehnia ograniczajaes bryle, ze srod-
kiem jednokladnofei w punkecie P.

‘ Srednia warto§é @ badanej wlagciwosei okreélona, jest przez wzér

' 1
(1.1) | w =3 [rif(r)dr
-0
Przyjeto wreszeie w pracy [4], ze zalezno§é miedzy wartoseis wiafei-
woci w a odleglofcig r jest typu
(1.2) w = f(r) = 1—7",

gdzie m moze przy_]mowa,é dowolng warto§é nie mniejsza od jednofei,
2 wiee m > 1.

W przypadku przngcia, tej za.lez‘n(')éci, wartodé érednia. w jest
m
_, m-+3°
Zagdesowania Matematyki V. 1

(1.3) W=
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W cytowanych pracach przyjeto nastepujaca metode szacowania
¢redniej . Z bryly produktu pobiera si¢ jedng probke z miejsca w okreslo-
nej odleglodei r = R i jako oszacowanie §redniej w przyjmuje si¢ wartosé
wladciwodei w odlegloéei R, a wiee warto§é f(R). Odlegloéé r = R, = 0,838
zostata dobrana metodg minimaks i zapewnia mozliwie najmniejszy mak-
symalny btad oceny. Jak pokazano w pracy [4], gérny kres bledu w tamtej
metodzie wynosi 10,259 /0, co W mektoryeh przypadkach moze stanowié
zbyt duzg wartosé.

2. Zajme sie teraz poszukiwaniem innego sposobu pobierania prébki,
takiego, zeby przy zaleznofci typu (1.2), blad oszacowania byl mniejszy
od 10,25°/,, a jednoczesnie, zZeby nie trzeba bylo pobieraé¢ zbyt wielkiej
prébki losowej.

Przyjmuje, ze pobiera sie nie jedns, lecz dwie probki z dwoch réznych
miejse w odleglodciach 7, i r,, wybranych z géry. Za oszacowanie §redniej
w w bryle przyjmuje rednig arytmetyczng z wartofei wladciwodei w tyeh
miejscach, a wige frednig arytmetyezng z wartofei f(r,) i f(rg).

- Oszaeowaniem fredniej bedzie w tym przypadku wartosé estymatora

(2.1) w = §[f(r))+f(rs)]
Jezeli przyjmiemy w dalszym ciagu, ze zachodzi zalezno§é typu (1.2),

2.2) o=1-—2" "2H"’

Blad dw w ouzacowa,niu Sredniej w, zdefiniowany jako réznica mie-
dzy oszacowaniem w a prawdziwg sredm@ w, bedzie w przypadku takiego
postepowania wynosit

C om o Ty m ]
(2.3) Awmw—_w_l—[ eyl

Przy danym m wielko§é bledu Aw bedzie zalezata od doboru Wa,r(;oéci
ry i 7,

Zadanie polega na znalezieniu takiej pary wartofei 7, = Ry iry = R,,
zeby wyrazenie
(2.4) D max | Aw|

. m>1)
efiggato minimum ze WZgIlel na r,ir,.

Rozwigzanie numeryezno-graficzne dajé, jako wynik przyblizony,
wartosei B, = 0,631 i R, = 0,937 oraz D = 0,0379. Oznacza to praktyez-
nie, ze w przypadku pobierania dwéch prébek w odleglofciach R, i E,
od frodka P i oszacowania §redniej % za pomocg wartosei 0, blgd oszaco-
wania nie przekroczy 4°/, prawdziwej Sredniej, jezeli zachodzi zaleznodé

typu (1.2).
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Zaleznoé¢ miedzy wielkodeig bledn oszacowania fredniej a W&I‘tOéGl&
wykladnika m podaje rysunek 1.

Na rysunku tym linig przerywana wyznaczono przebieg bledu w przy-
padku pobierania jednej prébki w odleglosei R,. Jak wynika z poréwnania
obu krzywych, btad w oszacowaniu w przypadku rozwazane) metody jest,
z wyjatkiem niewielkiego zakresu m od 5 do 8%, zawsze mniejszy niz
przy pebieraniu jednej prébki.

{awip :
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Rys. 1. Zaleinofé miedzy bledem Aw a wartodcia wykladnika m

— blad oszacowania fredniej w w przypadku pobierania dwéch prébek
w odleglofciach R, i R,;

------------------ — blad oszacowania &redniej w w przypadku pobierania jednej prébki
w odleglofei R,

Rozwazania powyzsze obejmuja przypadek, gdy 1 < m < co. W prak-
tyce mozna nieraz ustali¢ mniejszy zakres wartofci m. Ponizsza tabelka
podaje przykladowo, dla niektéryech zakreséw wartosci m, odlegloei R,
i R, w jakich nalezy pobieraé prébki, aby blgd maksymalny oszacowania
byl najmniejszy, oraz wielko§ei bledéw maksymalnyeh oszacowania:

Zakres m 1-3 1-5

E,] 0,678 0,648

odlegloéé

R,| 0,882 | 0,900

biagd maksymalny . |
oszacowania

2,00/, | 2,49,

3. W dotychezasowyeh rozwazaniach zakladaliSmy, Ze zaleznofé
migdzy badang wiaciwodeia w a odleglodeiag » byla typu (1.2). W pray-
padkach praktycznych zalozenie to bedzie jednak doé¢ rzadko spelnione,
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a mianowicie funkecja wyrazajaca zalezno§é nie bedzie przebiegata tak
gladko jak przyjmowana dotychczas. Aby bardziej przystosowaé nasze
rozwazania do zagadnien praktycznych zmienmy zalozenia na nieco stab-
sze, opierajac si¢ na pracy [2].

Przyjmijmy, ze zalezno§é miedzy badang wiasciwofcig w a odleglodeia
r jest typu ‘

(3.1) ' w = @(r).

Zakladamy, ze funkeja ¢(r) jest okre§lona dla kazdego 7, nierosngea .
i zawarta w obszarze domknietym ograniczonym funkejami

(3.2) wy=[f1(r) =1—1r" 1 w,=/[fi(r) = 1—1r"2,

gdzie m, > 1, m, >m, oraz 0 <7 < 1.
Z powyiszych zalozen wynika, ze

(3.3) fil) <o) <fal),

dla kazdego 0 < » < 1, przy czym jednoczesna réwnosé wszystkich trzech
czlonéw nieréwnosei zachodzi tylko w przypadkach, gdy r =01ir = 1.
Z nieréwnofei (3.3) wynika, ze zachodzi

(3.4) W) KW < Wy,

gdzie @’ jest wartodeia $rednig badanej wlagciwofei, a w, i W, sg war-
todciami §rednimi funkeji (3.2), okreflonymi wzorem (1.3).

Zauwazmy, ze nie moze zachodzié jednoczesna réwnosé wszystkich
trzech czlonéw nieréwnosei (3.4). |
Oznaczmy odpowiednio przez 7,, 7' i 7, wartodei », dla ktérych za-
chodzi '

(.3-5) fl(il) = w}a ‘P(7') = wly fz(iz) = Ws.

Warto§é 7' moze, ale nie musi 'byé zawarta miedzy wartodciami 7,
i 7,. Zachodzi natomiast 7, < 7,.

4. Przyjmijmy, jak w pracach cytowanych, ze dla oszacowania war-
todei éredniej %’ badanej wlaSciwosci, pobieramy jedng prébke w od-
legto$ei » = R i jako oszacowanie §redniej @’ przyjmujemy wartosé

(4.1) - W' =g(R),

gdzie 0 < R < 1.

Zajmiemy sie obecnie znalezieniem wielkogei bledéw jakie mozna po-
pelnié w oszacowaniu §redniej %’ przy przyjetej metodzie jej szacowania.
‘ ‘Blad zdefiniujemy jako warto§é bezwzgledng réinicy miedzy szaco-
wang frednig @' a jej oszacowaniem ', a wige

(4.2) - 8 =W —g¢(R).
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Poniewaz ani funkeja ¢ (), ani tym bardziej jej srednia %’ nie sg Scisle
wyspeeyfikowane, bedziemy mogli znalezé jedynie gérny kres g bledu 4,
a wiec takg najmniejszg wartosé g, dla ktérej zachodzi 6 < g, dla kazdej
pary wartosei m, i m,.

Aby wyznaczyé warto§é ¢ rozpatrzmy trzy przypadki polozenia
wartosei 7, 1 7, wzgledem danego statego B, a wiec '

a) 7, <R, D)7 =R, ¢)r<R<VW,.

Zajmijmy si¢ znalezieniem ograniczenia g dla powyzszych przy-
padkow. A

a) Niech d, bedzie najwiekszg wartoseig @’ w przypadku, gdy ¢(R) =
= f.(R), a wiee gdy funkecja ¢(r) przyjmie najmniejszg sposréd mozli-
wych w odleglo§ei R wartosci.

frmh #iryh
1 7 =g
\ . \\\\
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A e A dy=w' Etwg)p-——————— == RO
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Rys. 2. Przykladowy skrajny przebieg  Rys. 3. Przykladowy skrajny przebieg
funkeji @(r) w przypadku, gdy 7, < B funkeji ¢ (r) w przypadku, gdy r, > B

‘Wartoéé w' bedzie najwicksza i réwna 4, wtedy, gdy funkeja ¢(r)
bedzie miala nastepujacy przebieg (patrz rys. 2):
fa(r)  w przedziale <0, R),
@(r) = 1 f1(R) = const W przedziale (R, K,),
fo(r) W przedziale (K,,1),
co wynika z zalozen dotyeczgcych funkeji ¢(r), gdzie K, speinia réwnanie
(4.5) (patrz réwniez rys. 2).

Korzystajac z wzoru (1.1) na warto§é Srednig oraz z (3.2) mozina
napisaé

R R, 1
(4.3) dy =3 [r2fy(r)dr+3 [ r2fy(R)dr+3 [rafa(r)ar,
0 y K
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lub tez inaczej

K
(4.4) 4y = W2—3f Tz[fa(")“fz(Kl)r]d"'-
R
Warto§é K, wyznaczymy z réwnosei
(4.5) f1(B) = f2(Ky4),
stad
(4.6) K, = R™/™,
Z (4.4), (4.6) i (1.3) mamy
Mg 3[R™t3— le(m2+3)/m2]
4.7 a, = — L RT3 _ prumg+3)img
( ) ! m2+3 m2+3 + ’

Goérne wige ograniczenie bledu oszacowania, oznaczmy je przez g,
bedzie w tym przypadku '

(4>-8) 9, = dy—[fL(R).
Po podstawieniu (4.7) i (3.2) do (4.8) otrzymuje sie ostatecznie

[RM(me+3)imy __ pmet3 171 R™(1 - R?) — RMma+3)me

(9 g="

dla wszystkich par m,; i m,, dla ktérych zachodzi 7, < R.

' b) Niech teraz d, bedzie najmniejsza wartoscia %' w przypadku,
gdy ¢(R) = fi(R). W tym przypadku warto§é¢ %' bedzie najmniejsza
i réwna d,, jezeli

fa:(R) =const dla K,<r <R,

r) ==
#) filr)  dla pozostalych wartofei 7,

gdzie K, spelnia réwnanie (4.12) (patrz réwniez rys. 3).
Analogicznie jak poprzedmio otrzymujemy

K. R ' 1
(4.10) d, =‘3f2rzf1(r)dr+3 f r2f,(R)dr+3 frzfl(r)dr,
K, R

Tub tez

R
(4.11) dy = 6, +3 [ P[fy(Ky)—fi(r)]dr.
K
Warto§é K, w tym przypadku wynika z réwnosei
(4.12) f1(K3) = fo(R)
i wynosi

(4.13) K, = R™™,
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7 (4.11), (4.13) i (1.3)
(4.14) @, = m’m:—?; K8 — ;13 [Rm1+3dRmz(m1+3)lm1]+Rmz(m1+3)lm1__Rm2+3.
1 1 . ’

Gérne ograniczenie bledu, oznaczmy je przez g,, bedzie w tym
przypadku
(4.15) | g2 = f3(R)—d,,

a po podstewieniu (4.14) i (3:2) do (4.15) ostatecznie otrzymujemy

416) g, =
( ) 9, P

dla- wszystkich par m, i m,, dla ktérych 7, > R.

¢) Rozwazmy wreszcie przypadek, gdy 7, < R < 7,. W zalezno§ei
od przebiegu funkeji ¢(r) i polozenia warto§ei @’ ograniczenie gérne biedu
oszacowania, oznaczmy je przez gs;, bedzie réwne ¢, lub g,, w zalesnoSei
od tego, ktéra z tych dwu wielkoSci bedzie wieksza. A wige

(4.17) ‘ 7 g5 = sup{gy, 9a},
dla wszystkich par m, i m,, dla ktérych 7, < R < 7,. ,

Ogélnie, dla danej pary m, i m, ograniczenie gérne bledu oszacowa-
nia é bedzie wynosilo :
(4.18) g = sup{gs, ga, s}

5. Jak juz wspomniano, w pracy [4] znaleziono takg odleglo§é R, =
= 0,838, ze pobieranie prébki w tej odleglofei zapewnia, w przypadku
zaleznoei (1.2), mozliwie najmniejszy blad oszacowania fredniej war-
tofci badanej wlasciwosei. _

Zbadajmy teraz, w jakiej odleglofei E nalezy pobieraé prébke, aby
w przypadku zalozen przyjetych w trzeciej czesci niniejszej pracy, biad
oszacowania fredniej %’, a wilafeiwie gérne ograniczenie g tego bledu
bylo mozliwie najmniejsze. -

Przyjmiemy tu pewien warunek ograniczajacy na funkeje f,(7)
i fa(r), ktéry bedzie wyrazat sie relacjs miedzy wyktadnikami m, i m,.

Spofréd wielu mozliwych sformulowah tego warunku, najprostsze
wydaje sie zgdanie, zeby, w przyjetym ukladzie wspélrzednyeh, pole ob-
szaru zawartego miedzy funkejami ograniczajacymi bylo state i réwne
pewnej liczbie k. W takim przypadku funkeja ¢(r) bedzie sie znajdowala
zawsze w jednakowym co do wielkosei obszarze. Wybér wielkoSei & zalezy
od istniejacych warunkéw praktycznyeh. Oczywiste, ze blad oszacowania
bedzie tym mniejszy, im mniejsze bedzie k.

Poszukiwang relacje miedzy m, i m, znajdziemy z warunku

[1—E™M+3 | prabm+him_ pmgcy — R — RMalma+3)imy

1 1 :
(5.1) [ @—r"dr— [(1—r™)dr =k,
. 0 0
gdzie 0 < k < %.
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Po scatkowaniu otrzymujemy

1 1

5:2) my+1 my+1 =k
a stad

' _ my+k(my+1)
&3 T k1)

Aby zorientowaé si¢ w bledach oszacowania §redniej @', w przypadku -
pobierania prébki w odleglosei R, przyjmijmy przykladowo k = ;. Taka
wielko§é obszaru odpowiada obszarowi w przypadku, gdy m, = 1, my, = 2
(patrz rys. 4a).

Q)
t"(r)J
1 oS

Rys. 4. Przykladowy podzial funkejami ograniczajacymi na obszary o jednakowych
‘ polach

Zadanie polega na znalezieniu takiej odlegloéci » = Ry, zeby przy
danym % wyrazenie
(5.4) . ‘ G = max g,
(my, my)
osi@galo minimum ze wzgledu na E.
Korzystajge z wyrazen (4.9), (4.16), (4.17) i (5.3) otrzymuje si¢ me-

todg numeryczno-graficzng przy k =, odleglo§é B, = 0,838 oraz wiel-
koéé ograniczenia bledu oszacowania réwng G, = 30,4°/,.

Przebieg wartodei g, i g, dla k¥ =} podaje rysunek 5.

Analogicznie dla przypadku % :]§ (patrz rys. 4b) otrzymujemy

R, = 0,840 oraz G, = 26,0°/,.
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Otrzymane wielko§ei bleddw oszacowania sg w obu rozwigzaniach
przykladowych duze. Mozna jednak z calg pewnofeia stwierdzié, iz w prak-
tyce bledy oszacowania nigdy nie osiggng swych kreséw gérnyeh, a beda
zawsze 0 wiele mniejsze od nich. Do takiego stwierdzenia upowaznia to,

oo

N

T 2 3 y g

Rys. 5. Przebieg wartosdei ograniczen gérnych g, i g, w przypadku gdy % :%

ze przyjety schemat obliczania wielko§ei ograniczen zaklada bardzo spe-
cyficzny, skrajny i ,,zlofliwy” przebieg funkeji ¢(r), ktéry praktycznie
trudno byloby zrealizowaé, nawet w przyblizeniu. Ponadto, wydaje sie,
ze w wielu przypadkach praktycznych mozna bedzie przyjaé mniejsze k,
co oczywiscie zmniejszy blad oszacowania. '

6. W drugim rozdziale niniejszej pracy pokazano, ze w przypadku
zaleznosci miedzy odleglodeia r a badang wiaSeiwoscig w, okre§lonej wzo-
rem (1.2), pobieranie dwu prébek z okreslonych miejsc R, i R, i przez przy-
jecie jako oszacowania badanej §redniej wyrazenia (2.1) uzyskuje sie znacz-
ne zmniejszenie biledéw oszacowania Sredniej w stosunku do bledéw po-
pelnionych przy pobieraniu jednej probki.

Zastosujemy wiec obecnie metode pobierania probki i szacowania
§redniej podang w rozdziale drugim, do przypadku zaleznosei ¢ (r) okreslo-
nej w rozdziale trzecim niniejszego opracowania.

- Zajmiemy sie najpierw okre§leniem wielkofei bledéw popelionych
przy tej metodzie. Tak jak w przypadku pobierania jednej prébki Wy
znaczymy kresy gérne bleddéw.

Rozwazmy dwa skrajne i najbardziej ,,zIoSllwe” przebiegi funk-
cji ¢(r).

a) Niech d; bedzie na,]mm'ejszay wartofeig szacowanej Sredniej w’
w przypadku, gdy w punktach R, i R, funkeja ¢(r) przyjmuje mozliwie
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najwieksze wartoéci, a w pozostatych punktach przedziatu <0,1) mozli-
wie najmniejsze wartodci. Przypadek taki zachodzi, gdy

| f1(B) dla K, <r <R,
(6.1) p(r) = {fa(Ry) dla K, <r <R,
fa(r) dla  pozostalych wartosei r,
jeseli K, > R, (patrz rys. 6a) lub o
fa(Ry) dla K, <r <R,
(6.2) @(r) =3 i(R;) dla R, <r < ‘
Afi(7) dla  pozostalych wartosei 7,
jezeli K, < R, (patrz rys. 6b), dla kaidej pary wartoei m, 1 m,.
a b |

ot )]

1 g=—— e 7|

0 X Ak R 1T 0K KR e
ZM=377

Rys 6. Przykladowy skrajny przebieg funkecji ¢(r) w przypadku, gdy w punktach
E, i B, przyjmuje ona mozhvne najwigksze wartosei

Wartoéé d{ bedzie WiQG wynosila

Ky By Ky
3 r*fl(r)dr+3f2(R1) f redr+ 3 f rof (r)dr+

+ 3f4(R fradr+3fr=f1 dr dla K, >R,
(6.3) & =

Ky 1
3 [ f.(r)dr+ 3fy(Ry) f ridr+3fy(R,y) [ r2dr+
0 Ky ;

1 .
+3 [rfirar dla K, <R,.
Rg )
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Poniewaz jako oszacowanie §redniej %’ przyjmujemy wartos§é esty-
matora w okre§lonego wzorem (2.1) blad g, oszacowania fredniej, zdefi-
niowany jako warto§é bezwzgledna réinicy miedzy.wartoscig estymatora
a wartofcig frednia, bedzie dla kazdej pary wartofci m,, m, W Tozwa-
zanym przypadku przebiegu funkeji ¢(r), wynosil '

(6.4) 91 = [ [fa(Ba) +fo(Bs)]—dy.

b) Zajmijmy sie obecnie drugim skrajnym przebiegiem. Niech teraz
d, bedzie najwiekszg mozliwg wartocig szacowanej Sredniej @' w przypad-
ku, gdy w punktach R, i R, funkeja ¢(r) przyjmuje mozliwie najmniej-
sze wartoSei, & w pozostatych — najwigksze. Przebieg taki zachodzi,
gdy |
fuR) dla R, <r<K,,
<r <

(6.5) p(r) =1f1(Ry) dla R, <r < K,,
fa(r) ~ dla  pozostalych wartosei r,

jezeli K; < R, (patrz rys. 7a) lub

J1(Ry) dla R, <r <R,,
(6.6) p(r) =1f1(RBy) dla R, <r < K,,

falr) dla  pozostalych wartosei », -
jezeli K, > R, (patrz rys. 7b), dla kazdej pary wartosci m,, m,.

ftr) ) f(r)
1 ;= ‘ 1 ==C
'\\\ \\\\ N
\\\\ [\\K \\\ \\\\
N \\ AN . N,
N fHr)
N\ N
\\ N (r) \\\ —N— (r)
\\ : Q) —
———11(T)
" ‘
AN
\
\
0 R KR k1 0 R R

Rys. 7. Przykladowy skrajny przeBieg funkecji @(r) w praypadku, gdy w punktach
E, i R, przyjmuje ona mozliwie najmniejsze wartosci
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Wartoéé d, w tym przypadku bedzie
K, R

Ry 2
3 [ rfa(r)dr+3fi(Ry) [r2dr+3 [ rify(r)dr+
0 K

By

K, I, ¢ _
+3f1(Ry) [ rrdr+3 [rfy(ndr  dla K, <Ry,
6.7 dy = " e

Ky

R, Ry
3 [ rfu(r)@r+3fy(Ry) [ rdr+3fy(Ry) [ r2dr+
0 R

By

1
+3 [r2fyr)dr  dla K, > R,.
Ky

Dla tego przypadku przebiegu funkeji ¢(r) blad g; oszacowania Sred-
niej bedzie, analogicznie jak poprzednio, wynosil

(6.8) g, = ld— F[fi(B)+F1(Bd)]]-

Wielkofci ¢y 1 g, 83 jednoczesnie kresami gérnymi bledu oszacowania
§redniej dla dowolnego przebiegu funkeji ¢(r). Wynika to z przyjecia
skrajnych, najbardziej ,,zlo§liwych’ przebiegéw funkeji ¢(r) do okresle-
-nid tyeh wielkogei. )

Ogoélnie wiec, ograniczenie gérne g’ bledu oszacowania fredniej dla
kazdego przebiegu funkeji ¢(r) i dla kazdej pary warto§ci m, i m, bedzie
“wWyhosito '

(6.9) | 9" = sup{g, g}

Natomiast blagd 6’ oszacowania fredniej zdefiniowany jako

(6.10) 5 = | —}[p(By)+ ¢ (Ry)]

bedzie zawsze dla kazdej pary m, i ma i dla kazdego przebiegu funkeji
@(r) teoretycznie nie wiekszy od wartosei g’. Praktycznie za$, ze wzgle-
déw oméwionych na koneu rozdzialu 5, bedzie mniejszy od g', a wige
8 < g'. ’

Jezeli teraz przyjmiemy znéw ograniczenie na wielkodé obszaru
ograniczajgcego funkeje ¢(r), wyrazone zaleinofecig (5.3), to wielkodei
g1 1 ¢; beda wynosity: |
(1+R{ + By — R — R %) —} (B + B) +

+R2P R —RY—Ry'  dla  R2™ >R,

Am]l +3
(6.11) ¢, =

(1+ B —RM¥S) _ 3 (RM2 4+ R's) + B+ LRI

mi+ 3
: ~RA-RR™ dla RM™™ <R,
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R Ry — Ry — Ry 4 (BT + By —

(1+EB™+ 4 BPa+S _RF_RE) dla R™™: < R,,

, My+ 3
(6'12) g2 = my +3 : my+3 m B m m
RN 4 R+ — RIMR) — R +§ (R +RM) —
3 .
— (1+R2—R7) dla R{W™ > R,,
my+ 3

gdzie A = my(my+3)[/my, B = my(my+3)/m,.

ZmajdZmy teraz takg pare wartoSei r = R, i r = R,, a wiec takie
odlegtofei, aby w przypadku dowolnego przebiegu ¢(r), blagd oszacowania
fredniej @’ za pomoey estymatora w*, gdzie '

(6.13) : w* = 4[p(R,)+ (R,

byt mozliwie najmniejszy.
Zadanie polega, jak poprzednio, na znalezieniu takiej pary odleglosci
r = R| i r = R, zeby przy -danym k wyrazenie

(6.14) G' = max ¢’
(my, mg)
osiggalo minimum ze wzgledu na R, i R,.
Korzystajae z WyraZeﬁ (6.11), (6.12) i (5.3) na drodze graficzno-nu-
merycznejdlak = 3 otrzymu]emy R; = 0,620, R, = 0,945 oraz @' ~ 11,89/,.
Otrzymana Wa.rtoéé @ jest do$é duza. Znowu mozna przyjacé, ze prak-
tyczme bledy oszacowania fredniej bedg o wiele mniejsze.
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B, PYJX3KHU (Bapmara)
OHEHKA CPEJHHX CBOHCTB BECOQOPMEHHBIX nrPogy KTOB

PESIOME

B paore mCCaemymoTCa CpenHue CBOMCTBA OeCPOPMEHHHX TOBAPOB, YOAKOBAH-
HHX 60 B GopMe TPOMBBOIBLHOTO TEOMETPHMYECKOro Teja, JMOO CIOMEHHHX MM
HePeCHIAHHHX B Tela, BEPTHHANDHHE CEYEHHA KOTOPHX CHMMETPMYHE. PaccMoTpeH
cIydajl, KOrga CymecTBYeT (YHKINOHANLHAA BABHCAMOCTL MEMJY sHaYeHWMEM neexe-
KyeMoro CBOMCTBA B KamM[OH TOUKe Tela M LOJOMEHHeM 9TOM TOUKM BHYTDH Teia.

B meppo#t yacTH paloTH DPHHATO, YTO BABMCMMOCTH 5TA BHPArKAETCH @opmynoﬁ
(1.2). HafimeHE JBe TOYKM BHYTPH Teda, obIagamimume TeM CBOHCTBOM, 4TO BBATHE
B HMX Opo0H AaI0T HAYMEHBIIYH OMHUOKY ONEHKM CPeZHEro CBoMCTBA.

B paubHeidimeM Hauaraworcs Gomee cmabnie OrpaHMYeHMA HA BABHCHMOCTH Memuy
HMCCIAC/OBAHHKIM CBOHCTBOM M MeCTOM BHYTPH Tena. I[Ipegmomaraercsa mommko, 4TO
CYmecTBYeT 8aBUCHMOCTE BHPAMmMeHHAA OYHKIMelN, OTHOCHTENBHO KOTOPOH H3BECTHO
JWIOB, YTO OHA He BOSPACTAeT M BAKIIYAETCH MEMJY HABYMA ONpeHedéHHHMA (PyHK-
DV AMY.

Ilpu aTOM HMPEANOIOMEHUM OHpPefeTeH0 MECTO, ¢ KOTOPOTO Ciefyer B3ATH mpolby,
yro6e omubKa OLeHKH ‘Onisia HAaMMEHbLINEH JasKe B caydyae HamGomee Heﬁnaronpnamun
BABMCHMOCTH, YKA3aHA TAKKe BePXHAA rPaHs ommOHwm.

IIpu Tex ke NPeRNOTOMEHUAX MCCHE[0BAHA BeIHYMHA omubKn ouem«:n cpenmHeit
B ciyuae, KOrga Gepyrca mpoOH ¢ ABYX PasIAUYHEX MECT, M YKA3aHH TOYKH, B KOTO-
pHX caegyer 6pars upobu, 4robm ommbra GHma HauMeHbIIei.

‘W. RUDZKI (Warszawa)
ESTIMATION OF MEAN PROPERTIES OF SHAPELESS PRODUOTS

SUMMARY

Shapeless goods packed in the shape of an arbitrary geometrical solid, and also
folded or heaped into solids with symmetrical vertical sections are tested with respect
to mean properties. The author investigates the case where the value of the property
in questlon at every point of the solid is functionally dependent on the situation of
that point inside the solid.

In the first part of the paper it is assumed that the relation between the value
of the property examined and its position inside the solid is defined by formula (1.2).
Two points inside.the solid are selected such that the samples taken from those points
give the least error of estimation of the mean property.

Subsequently the assumptions conecerning the relations between the property
examined and its place inside the product are weakened. Namely, it is assumed that
there is a relation expressed by a certain function of which it is known only that it
is non-increasing and bounded by two definite functions. Under this assumption
the author defines the place from which the sample should be taken in order that the
estimation error be the least possible even if the shape of the function of the relation
is the least advantageous; the upper limit of the error is then defined.

-Under the same assumptions, the author investigates the magnitude of the
error of estimation of the mean in taking two samples from two definite places and
defines those™places in such a way as to ensure the least posgible error.



