ZASTOSOWANTA MATEMATYK!
VI (1961) '

M. ZYCZKOWSKI (Krakéw)

CAZLK] WZGLEDEM MODUEU Z KWADRATOW PEENYCH CALEK
ELIPTYCZNYOH

1. Zakres pracy. Przy obliezanin skoticzonych ugieé preta przy
Wyboczenin pelzajacym ([8]), wystepuje catka

) £ sz(k) i,

gdzie K (k) jest pelng calka eliptyczna pierwszego rodzaju, ¥ — jej modu-
lem, przy czym 0 <% < 1. Calka ‘ta nalezy do rodziny funkeyj, ktére
dez1emy oznaczaé przez K,(k), E.(k) i M,(k), a mianowicie

K, (k) = [ K"K (k)dk,
(1.2) B (k) = [ KB (k)dk,
A, (k)= [ ¥ E(k)E (k)dk

Przy czym F (k) jest pelng catky eliptyezng drugiego rodzaju. Sg to funkeje
modulu %; dla uproszczenia zazwyezaj bedziemy opuszezali litere £ w za-
Pisie. Poniewaz zastosowanie ealek nalezaeych do rodziny (1.2) moze byé
Znacznie szersze, wydaje sie wiec celowe przeprowadzenie pewnej analizy
tYe]:l calek, wyprowadzenie Wzorow redukeyjnych, rozwiniecie w szereg
i stabhcowa,me Te zagadnienia stanowiy przedmiot niniejszej ‘ pracy.
Rozwazania nasze beds sie odnosié w zasadzie do calek mnieoznaczonych;

Stale calkowania ustalimy tylko przy rozwnnecmch na szeregi i przy

*tablicowaniu.
Funkeje (1.2) sa na ogét nowymi funkejami nieelementarnymi i nie

zostaly dotychezas zbadane. Nalezy jednak wspomnieé, ze podobne,
lecz prostsze funkeje, mianowicie

| k”K(k)dk, [#B(k)ax,

daja sie w wielu przypadkach wyrazié w postaci skoriczonej kombinacji
Przez calki eliptyczne, mianowicie dla n nieparzystych dodatnich Iub
Parzystych ujemnych. Spis wzoréw dia tych funkeji mozna znalezé w mono-
grafii [1], a takze w specjalnie im poéwigconej pracy E. L. Kaplana [5],
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ktéry ponadto podaje tablice liczbowe dla ulamkowych wartadei n. Inte-
resujace nas funkeje (1.2) wyrazaja sie natomiast w postaci skorficzonej
przez calki eliptyczne tylko w bardzo nielicznych przypadkach.

2. Wzory redukecyjne. Zajmiemy si¢ najpierw wyprowadzeniem
wzoréw redukeyjnych dla catek (1.2). Bedziemy przy tym korzystaé
z wzor6w na pochodne pelych calek ehptycznych wzgledem modutu,
mianowicie:

d E K

K0 = Tk
(2.1) o

?z‘zEE(k) =—

Rézniczkujac wzgledem % funkeje

d E K
n+1 g 7 179 n+1
= —— (K"t K2) = (n+1) k" K2+ 2K K[*—k(l = Tc]’
d a1 T K
(2.2) = B = (n+ )K" B2 4 2K" B |- ——k "
d E K
7n-41 n n41 _
e — (K" EK) = (n+1)K"EE + % K(-—-k _k)+
B K
‘ -1 -
- E[k(l—k“’) k]’

stwierdzamy, Ze w pochodnych wystepuja wylgeznie iloczyny i kwa-
draty calek eliptyeznych, a zatem, ze calek typu (1.2) nalezy zasadniczo
poszukiwaé réwniez wiréd funkcyj tego samego typu. Po prawej stronie
(2.2) wystepuja jednak, préez funkcyj typu ¥"K® k"E* i ¥"EK, takze
funkcje ogélniejsze typu k"k™K2, K"k'™E® i k”’k’”‘EK gdzie

(2.3) ¥ —ViTh

jest tzw. ,modulem dopeliajgeym”. Do bezpodredniego scatkowania
réwnan (2.2) musimy wigc zajaé sig réwniez calkami typu

= [ K% K2 (k) dk,
(2.4) E‘ = [ K" K™ B2 (k) dk,
JEM = [K"¥™ B (k) K(k)dk.

Oa.lkl te bedziemy traktowali uboezme, m@resum, nas one zasadniczo
tylko dla m =0, wtedy bowiem K,,= K,, E,, = E,, M,, = M,.
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Okaze sie, ze do wyprowadzenia wzoréw redukcyjnych dla calék '(142)
wystarczy zajaé sie catkami (2.4) tylko dla m = —2.
Calkujac obustronnie (2.2.1), otrzymujemy ‘

(2.5) KK = (n—1)K,+ 20, _,.

Ostatni skladnik po prawej stronie daje sie bezposrednio wyrazié przez
catki prostsze. Mianowicie

. " BE (K" — k"2 + K BE
2. _ — .
26) My 1w f 1—J2

= —M, 3+ My y s

Stosujge ten wzér odpowiednig ilo§é razy dla calkowitych dodatnich =
otrzymujemy

(2.7) My, = — Z

o
Przy czym goérny wiersz wskaznikow odn031 gie do »n parzystyeh, dolny
do nieparzystych. Tym samym zredukowahémy calki pomocnicze typu
(2.4.3) do dwoch: M, , i M, 12 (podobnsg redukeje przeprowadzimy
Pézniej dla n u]emnych) Ostatecznle, zmmma.;]ade strony tak, by wiel-
koéci niewiadome znalazly si¢ po lewej, napiszemy wzér (2.5) w postam

N2

dk =

2

By

(2.8) (n—1)K,—2 Z M‘v—i—ZM s = K""1 K2,
0,2,4,. {1
={7 35,
Podobnie, catkujac obustronnie (2.2.2) otrzymujemy bezposrednio
(2.9) (n+ 8)E,—2M, = k"t 2,

Calkujac obustronnie (2.2.3) otrzymujemy najpierw
(2.10) "M ER = n+1)M,—K,+ B, _,,

& po zastosowanin redﬁkcji calki B, _, analogieznej do (2.7) uzyskujemy
zwigzek

n—2

B _ 1n+l
(2.11) (1) M, —K,— Z ,+E{(1,é:g — I EEK.

W réwnaniach (2.8), (2.9) i (2.11). Wystepujae tylko trzy calki rzedu n:
K,,,, E,i M,, ponadto wystgpu;ae eatki nizszych rzedéw i funkcje znane.
Traktujae te réwnania jako uklad trzech réwnah o powyzszych trzech
mew;adamych moZemy uzyskad poszuklwane WZOry; redukujaee calki
Kk, E, iM,do i, ,, B, , oraz. Mo_21E0 o Iub i, _, i &, _,. Rozwia-
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zanie ukladu jest do&é proste, zadne bowiem z trzech réwnanh nie zawiera
wszystkich trzech niewiadomych; ostateczne Wzory redukeyjne, stuszne
dla » > 2, przyjmuja postaé

_ 1 =
K, = —_[x+'K242 M,—2M .,
=113,

E, — —|(nE—DE" B2 - 2(n—1) k"M BK + 2k K2
el vy e (L S AR IR WS 7 2 +
n—2 n—2

(2.12) +2(n—1) E,—2(n—1)E o;_2+4 2 M, — 4 ],

. 0.9.4 {1 024 {1;—2
={rEs {155 ‘
1 n—2
i — _ n-+1 n+1 1ra _ 7
M, = —— [(n—1)&"*' BE + k" K2+ (n—1) 022; E,
v={13s
n—2
—n—0VE , _,1+2 M,—2M , _,].
e 3 é: {‘i;_é]

"S5, '
4

Wyprowadzimy teraz a.na.loglczne wzory redukeyjne dla ujemnych
wartosci wykladnikéw. Zastepujae w réwnaniach (2.2) n przez (—n)
1 uwazajgc znowu n za liczbe catkowity dodatnia otrzymujemy po scal-
kowaniu

BES = —(n—1)E 420, ,—2K_,,
(2.13) B = —(n—3)E_,— 20 _,,

' B = —(%—l)ﬂ—n*f_n—i-ﬁ_n;_z-
Redukeja catek typu M _,._, jest zblizona do (2.6):

_ (1—k24+ E)EK
9.14) IT_ f f —
( ) n;—2 (1= kz) 71— k) dk =
n-—2
= M—n+M(—n+2)-—2 - M—n+ 2 —v+M{o;..2
v (24,6, 1;-2
135,...
Uklad réwna.n (2.13) przeplszemy teraz w postaci
( n—2
~(ADE 2l _,+2 Y W42l , = kR,
v {2’4,6, 132
(2.15) 1 —(n—3)E_,— 20 _, = k"' Bs,

n-2

_(W—“l)ﬂ_n"“ﬁ_n—l—z_n—f— Z E_—7+EY{0;—§ — k~'n+1EK.
I;—
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Traktujac ten uklad jako uklad trzech réwnan o trzech niewiadomych
K ,,E ,i M _,, mozemy uzyskaé poszukiwane wzory redukcyjne. Uklad
(2.15) jest bardziej skomplikowany od poprzednio rozwiazywanego ukladu,
bo tylko pierwsze dwa réwnania sg niezupelme. Ostateczne wzory, redu-
kujgce catki K_,,B_, i M_,do M_, 4, B_,_, oraz M,_,iE,_, lub i,,_,
i B,,_, przyjmujg dla n > 2 postaé

_ 1
= — 2—-"4; 5 k—n+l 2_ ~ftl 2
K, (n-—1)3[ (n2—dn+B) b K2— 2k " B
Nn—2
—2(n—38)k " BK +2(n*— 4n+5) 2 M_,+
={155
n—2
1+ 2(n—3) 2;: E_,;{-2(nz~4%-{—5)M{g§:§+2(n——3)E{3§:§],
135
E_, = 11 - [—(n2—{—1)k‘”+1E*——2k"”+1K2+2(n+1)k‘“+1EK+
(2.16) (”ﬂ—_z) |
+a Y H_,—2(n+1) Z Byt 48 gy —2(n+1) By -],
_(3,36,... 2,45, -2
"—{1,3,5,... v {1 35,.
M_, = ! [(n—8)k ™ K2~ (n41)k ™"+ E2—
(n—1)°
n—2
— (n+1)(n—3)k " BE —2(n—3) 2 M_,+
—{Tie
n—2
+(t1)(m—3) Y E_,—~2(%—3)M{<1)§:§—I~(n+1)(%—3)E{g§:§]-

[y

365000 '
S,

={1s

EAe)

Szezegblng uwage zwrocimy na przypadek n = 3 w réwnaniach (2.15.2)
1 (2.16.3). Otrzymujemy wtedy
_ EK B2

(2.17) M= | k= ——0s

i odpowiedni wzér redukcyjny staje si¢ wzorem zamknietym, wyrazajac
bezposrednio calke M _, przez calki eliptyczne. Jest to, jak sie okazu]e,
jedyny przypadek calki typu (1.2), ktéra daje sie WyT&Zlé przez skonczonap
liczbg calek eliptyeznych.

Wzory (2.12) i (2.16) redukujg rozpatrywane calki typu (1.2) dla.
dowolnego catkowitego n do 13 calek, mianowicie 9 calek typu (1.2):
K,, B,, M,, K,, E,, M,, K i3 E_,, M_,, oraz 4 calek typu
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(2.4): M, _,, M, 5, By ., i By , Calki te sy dodatkowo zwig-
zane dziewigcioma réwnaniami, mianowicie niewykorzystanymi dotad
réwnaniami (2.5), (2.9) i (210) dla n =1, » = 0 i » = —1. Zatem osta-
tecznie tylko cztery catki beda nowymi funkejami nieelementarnymi,
a pozostate wyraza sie przez skonczonad kombma,cje tych calek i catek
eliptycznych.

Réwnania (2.5), (2.9) i (2.10) przyjmuja w rozpa.trywa.nym teraz
przypadku nastepujaca postad:

da n =1
20, _, = kK2,
(2.18) 4E,—2M, = kB2,
2M1-——I?1+E1;_2 = k*EK;
dla n =0

—K\+2M,._, = kK?,
(2.19) 3E,—2M, = LE?,
—Ko+E,_, = kEK;
dla n» = —1, po zastosowaniu 'rédukeji typu (2.14),
—2K_,+ 20 _,+20, ,= Ke,
(2.20) oF_,—2M_, = B?,
| —R_,+E_,+E,_,=EK.

Z réwnan tych mozna bezposrednio okreflié dwie poszukiwane ecatki,
mianowicie z réwnania (2.18.1)

- kEK

2. = | —— dk = }ke2K®
(321) i, , - 12K,

a Przez d.oda.me do siebie réwnan (2.20.1), (2.20.2) i pomnozonego przez
(—2) réwnania (2.20.3), oraz wobec (2.21),

_ kE?
(2.22) Bya= | 0

ak = K2 — }(K—E).

Nie 83 to juz jednak catki typu (1.2), lecz typu (2.4), a zatem maja dla
nad jedynie znaczenie pomocnicze. :

. Pozostaje 7 niezaleznych réwnan o 11 poszukiwanych funkejach.
Cztery spofrod tych jedenastu funkeji przyjmiemy za- nowe funkeje
nieelementarne, przy czym powinny to byé dwie spoéréd wystepujacych
w réwnaniach (2.19) funkeyj K,, By, M,, E,_,i M,_,, oraz dwie sposréd



Calki wzgledem modubu z kwadratéw calek eliptycenych 71

Wwystepujacych w réwnaniach (2.18) i (2.20) (z ktérych po obliczenin
My »iE,_, juz tylko cztery sa niezalezne) funkeyj K,, E,, i,, K_,,
E_,im —1- Przy doborze tych funkcji bedziemy sie kierowadé wzgledami
Praktycznymi, mianowicie latwoseig ich stablicowania. Poniewaz funkeja
E(k) wykazuje stabsza osobliwosé niz funkeja K (k), i szeregi okreglajgce
¢ funkeje sy saybeiej zbieine, a rachunki numeryczne obarczone mniej-
8zym bledem, przeto z pierwszej grupy pieciu funkcji przyjmiemy za nowe
funkcje nieelementarne catki B,i E',,;_z, a z drugiej grupy szefciu funkeji —
catki B, i §_,. Pozostale calki wyraza si¢ wtedy nastepujaco:

Ky, = —3}kB*—kBE+iE,+B,,_,,
ﬂo = —%kEz"l—gEo;
M,,_, = }kE*— }kEK — 1kE*+ {Ho+ 1B, _,,
(2.23) {E, = —3}(1—k)E*+(1—k)EBEK—}(1+2k)E244F,,
M, = —}B*42F,,
K, =}k*R2—3K:—}B*+E_,,
M——-l = ““%Eg‘}*j—l'

W ten sposéb dowolng catke typu (1.2) dla catkowitych » sprowadzié
Mmozemy dzieki wzorom redukeyjnym (2.12) i (2.16) oraz wzorom (2.21),
(2.22) i (2.23) do czterech catek Ky, B\, E_, i K, _,. Zajmiemy si¢ teraz

Pokrétee analiza tych calek.

3. Przedstawienie badanych calek przez szeregi. Pelng calke elip-
tyczng drugiego rodzaju mozna przedstawié przez szereg potegowy,
zbiezny ‘dla k < 1 (G. M. Fichtenholz [2], t. TI, str. 487)

e . fEm—11PE B
3.1 B =Bk = *2‘{1‘2[ @m)!! ] 2m~:1-}"
m=]

Czyli, po obliczeniu pierwszych kilku wspétezynnikéw,

' ' T 175 441
(3,2) B = - (1— 10— gk — 5k’ — g s k10— ...).

Stosujac do (3.2) znane wzory na podnoszenie szeregu potegowego
do kwadratu, otrzymujemy |
. .tk o ! '
(3.3) B — -’i- (L—fhe— Lpt Lpf TLgp M g0,

a stgd, przez 'mnoz'zen.ie lub dmelem,el catkowanie 'wyra'.z,po wyrazie,
Wynikajs natychmiast wzory okreflajace badane calki przez szeregi
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potegowe. Przyjmuj@c state calkowania C za réwne zeru otrzymujemy

= 1 77 103
B, = 4 (7"‘”“173 1eok 'I;Ta'kq"' 737287'79— 130224k11_' )y
2
= 1 1 el 103
El = T %kz Wkﬁ - ’st‘ks‘ 81920 ko — 196608k12_' 4 ') ’
(3.4) L |
= 1 vk 103
E-1 (]-nk }Ikz 128 k4 — 3_34‘7"6 65536 K — 1638407510—' : ) ?
o= 2 1 3.5 3635 7167
B, s = 4 (k+ ?k3+ 2k 448 k' + 7w 73728 K+ 7L i PDE

Wzory te okreflajg badane funkeje dla k < 1, ale dla k bliskich jednosci
zbieznosé szereg6w (3.4) staje sie bardzo staba. W tym zakresie korzystniej
jest postuzyé sie szeregami o §rodku w punkeie k = 1.

Pelng calke eliptyczng E (k) przedstawimy teraz przez szereg (P. F.
Byrd, M. D. Friedman [1], str. 298)

[(2m-1)!1]2 1
(20) A= 1+Z 2242 (99m +-1) m'(m+1) [2111 k'

() + pm L) — pmt %)]k'”““,

+y(m+2)—

gdzie k' jest modulem dopekiajacym (2.3), réwnym zeru dla % = 1,
a (@) jest funkcja di-gamma Eulera

, - d
(3.6) y(a) = -1l ().

Po podstawieniu odpowiednich wartosci funkeji y () ([7]), mozna wzér
(3.5) rozwinaé¢ nastepujaco (1):

3.7 B=1+4+}A— K +GA—D)k +im (A—) E+...,

gdzie dla skrécenia oznaczono

4
(3-8) A ]-n-'—,’c

k
Podnoszgo szereg (3.7) do kwadratu otrzymujemy

(3.9) E? =1+ (A— Pk (3A+F3A—F)F 4 (R4~ 54— B+

(1Y Warto zauwazyé, ie wspblezynnik przy k’* w bardzo zreszta starannie wy-
danej monografii [1] zawiera blad, mesprostowa.ny w ,,Errata”, bowiem zamiast
13/12 wydrukowano -13/16.
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Badane calki napiszemy teraz nastepujaco:
1 v
B, = — [ B2(§)ds+E(1),
k

B, = — [ ¢B2(§)as+By (1),
(3.10) -y

1
— Bz —
E—l = —f ;5) d§+E—1(1)7
k

1

1
_ ¥ -
Boa=— [ 0 g4 B, ()5
k

state B,(1), ,(1), B 1(1) i E.,;_g(l) wprowadzono dla nzyskania zgodnosdei

miedzy (3.4) i (3.10). Réwnosé (3.10.4) jest zreszty czysto formalna,

Poniewaz H,_,(1) » oo i otrzymujemy symbol nieoznaczony oo —oo;

Szereg okreél,a.j@ey te funkcje napiszemy ostatecznie nieco inaczej.
Wprowadzimy nows zmienng catkowania

(3.11) v =5(1—8%), dv= —3&dé,

i wzory (3.10) przepiszemy w postaci

( %216

(v)
=—"8 d Eol’
o= =8 [ S e B

k256 -

E, = —38 f B2 (v)dv+ B, (1),

(3.12) ] 'k,zllﬁ
E—l == 8

B2 (v)

1—160 d”+E_1(1)r

k216 . .
(v) . =
v+Hy,_,(1),

E, ,= — —_——d .
02 %f /1 —160 o

0

Przy czym w szeregu (3.9) nalezy zamiast k'? podstawié 160, a zamiast
4 podstawié — }lnv. Tak wiec szereg (3.9) przyjmie postaéd

(3.13)  E*(v) = 1—8(1+Inv)o—8(11+ 2Ino— 2ln%)o?—
—32(23— 41n0— 6 In%)o®

Przeprowadzagapc dzielenie szeregow wyrazimy inne funkeje podca.lkowe
Wwe wzorach (3.12) nastepujaco:
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B3 (v) ,
———— = 1—80vInv+4 8(—7—10Inv+ 21n2v)v2 |
Y1—16v >
+32(—29—24Inv+10In2p) 03+ ...
B2 (v
(3.14) 1—(16)1: s 1+8(1-—]nv)v+8(5——1811w+ 2m2@)®2+
+32(—3—68Inv+4141In2v)03- ..
2 . ¥
—3@— = l —8Inv+8(—7—10lnv42In%v)v 4
vV1—160  © :

+32(~29;241nv+101nzv)02+

Podstawienie (3.13), (3.14.1) i (3.14.2) do (3.12) i calkowanie :wyra.z po
wyrazie daje

_ ' _ k/g kz 70,4 ' kfg
By = By(1)— -(1'—2' 16)16 ( 29— 1021n~—~+

+181n? kls) we (——87 1161n e +401n2-k'2) kls
16 ] 1728 ‘ 16 16 /4096 7’

_ _ 2 ( k/z k'4 33
B = E.(1)—— s ey | s Y
4 (1) 2 +1{1+2In 16) T ( 89—301In T +
(3.15) ‘
'klg klﬁ klg klg ) kIB ’
18In%2 — —|— 4 24In? —
18Ity ) 1728 ( T RIS Y ’
_ L= [ k'2\ k" k’”
= _—— —_)— — 41n ——
E =K (1) 5 (3 2]n 16) T (103 174In +
"‘) k'8 k's k’z) k"’
181In? — 63—300111 61n —
F 16 / 1728 ( +5 16 / 4096
W ostatniej catce (3.10.4) wprowadzimy oznaczenie
S k's
(3.16) lim [Eo._z(k)+ 3In ] =
: P ! 16
napiszemy ja w postaci
: , L'2 L2\ k't 1 %
3.17) B, _,=0C— —_— — —{—1—-12In
( ) 0;—2 %111 _,(1 11116) i ( 1 | 16+

k2 kl4 %'z 4 k'2 kfﬁ
) e e 7600 — +90In?— -
+ 1-6) 128 ( 169 2761n 75 +90 16)6912

-

Wartosei statych E,(1), E,(1), E_,(1) i ¢ mozna bedzie ob]iezyé przez
bezpoérednie poréwnanie wymkéw wzoréw (3.4), (3.18) i (3.17).
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4. Przyklad tablicowania. Ze wizgledu na to, iz interesujaca nas
przede wszystkim funkeja K_; daje sie wyrazié przez E_, (wzobr (2.23. 6))
stablicujemy tylko catke &_,. Tabhcowame catek E,, El i E’o s prze-

biegaloby zupelie podobnie.

' Dla & < 0,7 pierwszych sze§¢ wyrazéw szeregu (3.4.3) daje doklad-
no§é pieciu cyfr po przecinku. Dla 0,7 <& < 0,98 najdogodniej jest
calkowaé¢ numeryeznie funkcje B2?(k)/k ma.j@c do dyspozycji tablice funkeji
E(k) A. Fletchera ([3]). Szezegdlnie korzystny jest tu wzér, wyrazajacy
calke przez warto§ei samej funkeji i jej parzystych réznic, cytowary
np. przez D. R. Hartree ([4]) i Sz. E. Mikieladzego ([6]),

b
(1) [ flo)de = (b—a)[4f — 55 w8 + way HOS — qoagy WIS+ ..

a

gdz1e % 0Znacza operator ,,uéredmajaecy” W symbohce W. F. Shepparda,
mianowicie

[, fla)+f(b)
uf = ”_"'é—"—’
4.2 . 2 2
(4.2) ot — 02f (a 2 + 62f (D) ,

& Symbol &"f oznacza m-ta Téinice centralng funkeji. Stosowanie tego
wzoru jest latwe, bowiem obliczenie kolejnych réznic centraluych uie
Przedstawia zadnej trudnoSci, a dokladnoéé jego jest wysoka. Jednak
W otoczeniu Punktu k = 1 bledy wzoru (4.1) rosng, wobec wystepowania
w tym punkcie osobliwofci (pochodna funkeji podcatkowej rosnie nieogra-
hiczenie). Wobec tego - na.]dogodnje] jest tu zastosowad szereg (3.15.3).
Zbiesno§é tego szeregu jest stosunkowo slaba, ale dla 0,98 <k <1,
ozyli 0 < &' < 0,19899 przytoczone pierwsze cztery wyrazy umozliwiaja
oOblicgenie szukanej catki z dokladnodcia . pieciu . miejse po przecinku.

Wartoei liczbowe funkeji E_,(k) podano w tablicy 1. Przy obli-
czaniu tablicy postugiwano sie trzema wspomnianymi metodami, sto-
Sujgc jo jednak, dla spra.wdzema,, w zachodzacych ng siebie zakresach:
szeregiem (3.4.3) postugiwano sie.dla 0 <% < 0,75, calkowaniém nume:
rycznym wzorem (4.1) dla 0,66 <k <.0,98 a szeregiem (3.15.3) dla
0,97 <% <1. Catkowanie numeryezne przeprowadzono przy zastoso-
wanin skoku .= b-a = 0,01; taki wlaénie jest skok tablicy Fletchera [3].
Pokrywajaee. .8i¢ zakresy wykazaly wymagang zgodnosé wynikéw sto-
Sewanyeh metod eatkewania; wartosé stalej &, (1) z dokladnescig szefcin
iejsc po . przeeinkn. wynmsia, —0,650459. W tabliocy 1 podane penadto
‘Wartoei funkeyj K2(k) i B2(k),. obhmon.e %% pomoey tablicy [3]; znajo-
mofé wartodei liczbowych tyeh funkeji wlatwin stodowanieweorn (2.23.6).
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TABLICA 1

Wartoéci funkeyj E_, (k), K2(k) i E2(k).

k E_, (k) K2 (k) B2 (k)
0 — o0 2,46740  2,46740
0,001  —17,04420 2,46740 2,46740
0,002 —15,33393 2,46741 = 2,46739
0,006 —13,07309 2,46743 2,46737
0,01 —11,36286  2,46752  2,46728
0,02 —9,65278  2,46790  2,46691
0,03 —8,65264 2,46851  2,46629
0,04 —17,94325 2,46938  2,46543
0,05 —17,39321  2,47049  2,46432
0,10 —5,68757  2,47982  2,45506
0,15 —4,69484  2,49560  2,43960
0,20 —8,99584 2,51815 - 2,41793
0,25 —38,45917  2,54799  2,38998
0,30 —3,02636 2,58582  2,35571
0,35 —2,66620 2,63260 2,31504
0,40 —2,36007 2,68960 2,26786
0,45 —2,09599  2,75854  2,21405
0,50 —1,86580 2,84175 2,15345
0,55 —1,66367 2,04244 2,08584
0,60 —1,48634 3,06514 2,01096
0,65 —1,32758  3,21648 - 1,92845
0,70, —1,18793  3,40659 1,83782
0,75 —1,06447 3,65188 1,73837
0,80 —0,95572  3,98123  1,62907
0,85 —0,86052 4,45183 1,50825
0,90 —0,77806  5,20090 1,37287
0,95 —0,70791  6,70816 1,21599
0,99 —0,66082 11,26677 1,05776
1,00 —0,65046 o0 1,00000

Tablica 1 postugiwano sie przy obliczaniu skbﬁczonych ugie¢ preta

przy wyboczeniu pelzajgcym ([8]).

5. Uwa"gi koficowe. Badane catki nalezgy do znacznie 8zerszej klaéy

calek, mianowicie

Dla calek tych mozna wyprowadzié wzory redukeyjne oraz przedstawié
Je szeregami w analogiczny sposéb, jednak przy wigkszej wartofei sumy
wykladnikéw 7+ s liczba nowych funkeyj nieelementarnych rognie, & ra-
chunki ulegajg komplikacji (w rozwazanym przez nas przypadku r+ s = 2).
Catkami tymi bedzie prawdopodobnie warto zajaé sie dopiero wtedy,

J = f KE™E R dk.

gdy znajdg one bezpofrednie zastosowanie.
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M. XKMYKOBCHEHM (Kpakos)

HHTETPAJIBI II0 MOJAY Y OT KBAJPATOB IIOJIHBIX
SQAITRINTHIECKAX HHTEIPAJTOB ‘

PEBSIOME

Crares moCBAIEHA HCCIEN0BARHUI0O HHTErpanoB Tuna (1.2) ¥ — BEIOMOraTerbHO
— mHTerpanos (2.4). Murerpax (1.1), apnranaeamui x cemeitcTay (1.2), mogBasgercs
UpM BHYMCHEERH KOHEUHHX AedopManuit CTepKHA IPH NPONOTLEKM marufe mpm
moxsyyecru, [8]. '

Haitpers ¢opmyns npusepeHms AnA HETerpanos (1.2); sro dopmyrn (2.12)
i (2.16), pepHsie mpx > 2 mau n < —2. Ilppn =1, n =0 ¥ n = — | JeHcTBATENLHE
$opmyns (2.18), (2.19) m (2.20). Taxum o6pasoM, B KOHEUHOM CUETY, TOABKO UETHDE
M3 PaCCMATPUBAOMHX WHTOIPAJOB ABIANTCA HOBHMYU HedTeMeHTADHEME §YHKONAMIA.

- B nauecrne srmx ¢ymwumi npwasaru B, By, B_, u B,,_, ms npaxruyecrux cooGpa-
WeHMH, Tax rkak QyArnua F (k) menee ocofenna uem K (k) n COOTBeTCTBYHOmEE DPATH
Oricrpee cxopmres. ,'[Ipyrne HHTOrpaysl: mopAgKa 1, 0 m —1 MOMHO BHPABUTH Uepes
STHX vueThHpe mo QopMmyaam (2.23).

Mccaenyemue ¢ymroum Oeutm pasuaoseHsl B pARu (3.4), (3.16), (3.17). drm
P MCmONE30BAHN NIA COCTABNEHHA TAbuun GYERIEE E_l, xMeHHO it 0< k <0,75
npuMensacs pax (3.4.3), a gag 0,97<k<1 — pag (3.15.3). B ocrausroit o6nacTn
UPIMEHHI0CH UYNCIEHHOe MHTerpmpoBanme o ¢opmyre (4.1) ¢ mcmoxbsoBaEEeM
Tabaun A. ®Ouervepa [3]. Tabmunu §ysxnuk B, £ u Ey,_; cocrapasmucy xomobuEm
06pasom. Tabmmma 1 GHIa MCIMONHBOBAHA JIA BHUMCICHNA KOHEYHOMN medopmanuy
CTeP:REA npy mpoRoibHHM usrube mpm moxsyduectw, [8].

M. ZYOZKOWSKI (Krakow)
INTEGRALS WITH RESPECY TO MODULUS OF THE SQUARE‘D
‘COMPLETE BLLIPTIC INTEGRALS
SUMMARY

The paper deals with the ana.lyms integrals of the type (1.2), and, in

an auxiliary way, of the type (2. 4)
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has appeared in connection with computing finite deflections under creep buckl-
ing [8).

The reduction formulas for integrals (1.2) have been derived; namely,
formulas (2.12) and (2.16) valid for #>2 and n< —2. For m =1, n =0
and n = —1 formulas (2.18), (2.19) and (2.20) hold, so that finally, only
four of the considered integrals are non-elementary functions. For practical
reasons, these functions were taken as Z,, B,, B_, and £, ,, since the function
E (k) has a weaker singularity than K (k), and the corresponding series converge
faster. Other integrals of order 1,0 and —1 may be expressed by these four
using formulas (2.23). _ ‘

The four functions investigated have been represented as series (3.4),
(3.15) and (3.17). These series were then used for tabulating function E_,; for
0 <k < 0,75 we applied series (3.4.3) and for 0,97 < ¥ < 1, series (3.15.3). In the
remaining domain we applied the numerical integration by formula (4.1), using
a table of Fletcher [3]. The tabulation of functions #,, &, and B,,_, was quite
similar. Table 1 was used for computing finite deflections under creep buckling.



