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1. Admettons que deux fonctions complexes

(1) F(2) =2+ A2+ A2 +...
et
(2) f(2) = anz® 4+ @p 1121+ ...,  aq Téel, positif ,

soient holomorphes dans le cercle C, = {z: |2| < p}, ol p > 0.

La fonction F sera appelée majorante de la fonotion f dans C,, ce
que nous écrirons f <3, F, s'il existe une troisiéme fonction g(z), holomorphe
dans C, et telle que 'on ait

(3) lg(2)l <e pour |z|<g
et
(4) f(2) =F(g(z)) pour |z]<g.

Il est bien évident que dans ce cas
(5) g(2) = ape® + bppy2" 1+ by 22 4., pour |z <p.

La fonction f sera dite majorée en module par la fonction F dans C,
si 'on a |f(2)] < |F(z)| pour tout zeC,, ce que nous noterons [f| <,|F|.

Dans le cas ot F' est une fonction univalente dans C, la condition
| 3. F s’interpréte tout simplement comme l'inclusion suivante des images
du cercle C,:

(6) 1(C) CF(C).

Inversement, si 'on admet la condition (6), la fonction étant toujours
univalente (1), il suffit de poser g(z) = F~'(f(z)) pour obtenir les rela-
tions (3) et (4).

(*) Bien entendu, dans le cas général ou la fonction F(z) n’'est plus supposée uni-
valente, on peut encore se servir de l'inclusion (6), & condition de l'interpréter d’une
maniére convenable, notamment comme inclusion de domaines sur une surface de
Riemann.
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2. M. Biernacki a été le premier a attirer l’attention des mathé-
maticiens sur les relations entre les deux types de majoration que nous
venons de mentionner. Il a démontré, en 1935, [2], p. 2566 (voir aussi [3]),
que 8i les fonctions F et f sont univalentes dans C; (donc n =1 = p)
et /3 .F, on a toujours |f| <,|F|, ou r est le nombre réel bien déterminé
par les conditions suivantes:

(7) lni—_—ﬂ+2arctgr=%, o<r<l1.

On en tire I’évaluation numérique r = 0,390... En plus, M. Biernacki
a prouvé, par un exemple convenable, que ce nombre est le plus grand
possible dans ces conditions. Il a encore obtenu deux autres théoremes
tout a fait analogues, concernant deux classes de fonctions, plus étroites
que celle des fonctions univalentes, notamment les fonctions étoilées
et les fonctions convexes. Dans ces deux cas on doit remplacer le nombre r
respectivement par des nombres plus grands 7* et 7°, qui ont été définis
moyennant les équations

(1) 4arctgr* =xw/2, O0<r*<1
et
(79 arcsinr® 4 2aretgr ==nf2, O0<r' <1,

qui conduisent aux évaluations r* = y2—1 = 0,41... et 7 = 0,54...; ces
rayons sont aussi optimaux dans les classes des fonctions envisagées;
cf. [2], p. 3b6.

L’analogie frappante entre ces théorémes de M. Biernacki suggeére
l'idée de poser le probléme d’une maniére plus générale en faisant ab-
straction de la structure particuliére des classes de fonctions envisagées.
La méthode élémentaire que nous exposerons dans la suite permettra
d’affaiblir un peu les hypothéses qui avaient été admises dans les cas
étudiés par M. Biernacki. Indépendamment de cela, la portée de notre
méthode est plus grande, car elle s’applique toujours lorsque ’on connait
déja une limitation de ’expression |arg {zF'(z)/F (z)}| pour les fonctions ¥
appartenant & la classe considérée. En particulier nous obtiendrons une
généralisation d’un théoréme énoncé sans démonstration dans [1], p. 53.

8. Admettons que w(f) désigne une fonction réelle définie pour
te{0,1), non négative et non décroissante, inférieurement continue
mais non nécessairement finie, et satisfaisant & la condition w(0)= 0.
Nous faisons correspondre a toute fonction w () de telle sorte un nombre
réel r[w], bien déterminé par la formule
(8) rflo] =inf{z: 0 < ¢ <1, w(x)+2arctge > =/2} .
Evidemment on a 0 <r[w] <1 et

(9) w(x)+2arctge <=n/2 pour xe(0,r[w]), si r[w]>0.
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Lorsque w(?) est une fonction continue dans I'intervalle <0, 1>, le nombre
r[w] est la racine unique de l’équation
(10) w(z)+2aretge =n/2 et rlw]>0.

Désignons encore par Si, l’ensemble de toutes les fonctions de la
forme (1), holomorphes dans O, et telles que

(11) larg {zF'(2)[F (2)}| < w(r) pour [2|<r<1.

Les limitations du type (11) sont bien connues pour diverses classes de
fonctions holomorphes. On a par exemple

w(ry=In(1+r)—In(1—7) pour F e § (univalentes),

w(r) = 2arctgr pour F e 8* (étoilées) ,
(12) w(r) = arcsinr pour F ¢ §8° (convexes),

w(r) = arcsin 2 pour F e 8, (a-étoilées),

1+7'2+1—jz(1—7'2)

voir [4], p. 142, [1], p. 46.

On peut aussi considérer les limitations du type (11) d’un point de
vue un peu différent. Supposons donnée une classe &F de fonctions de la
forme (1), holomorphes dans C;. Or nous pouvons admettre que

(13) w(r) = sup | sup| arg(zF'(2)/F (2))]} ,
FeF |zl<r

ou Yon pose toujours arg0 = oo, et arg co = oco. On constate sans peine
(nous omettons la démonstration qui est bien facile) que la fonetion w(r),
définie par la formule (13), jouit de toutes propriétés postulées au début
de ce N° Par suite, le théoréme que nous allons énoncer au N° suivant
s’applique, en principe, & toute classe & de fonctions holomorphes dans C,
et satisfaisant aux conditions #(0) = 0, ¥(0) = 1.

Arrétons-nous pour un instant au cas plus particulier ou FC 8§ et
ol l'on sait que l’ensemble des valeurs de ’expression 2F'(z)/F(z), pour
Fe& et |2 <1 est contenu dans un domaine E, donné dans le plan de la
variable complexe et contenant le point 1. Or, désignons par H(z) une
fonction holomorphe dans C,, telle que H(C,) = E et H(0)=1. Il est
visible que la fonection

(14) w(r) = sup | arg H (z)|

remplit les hypothéses précédentes et que, en outre, chaque fonction
F e & satisfait & 1'inégalité (11). Dans certains cas simples on parvient
ainsi & des limitations effectives, comme par exemple les inégalités (12).

5#
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4. THEOREME. 8¢ F(2) € Si), 81 [(2) = an2® + @121+ ..., ayn > 0,
est une fonction holomorphe dans C, et f(z) # 0 pour 2 #0, 2¢ Cy, et 8i
1(2) 3.F (2), alors

(15) If () S rian |1F (27)]

ot r[w] est la constante définie au N° 3, formule (8).

En effet, les hypothéses du théoréme étant supposées remplies, il
existe une fonction g(z) holomorphe dans C, et satisfaisant aux condi-
tions (3) et (4), o o =1, et on constate sans peine que

(16) g(2) = 2"h(2)
ol
(a7) h{z) = ap+by+12+bpt22®+...  (ap > 0),

est une fonction holomorphe dans C;. Or, il résulte de (3), (15) et (16) que
(18) lg(2)l < |en] et [h(z)] <1 pour [2]|<1,

cf. [4], p. 364. Mais, -d’aprés I’hypothése que f(z) # 0 pour 2 # 0, on
a |k(2)| > 0, done 1/|h(2)] =1, d’olt la limitation (cf. [4], p. 372)

(19) |argln {1/h(2)}| < 2arctg|z| pour |2/ <1.
Ceci étant, admettons que
(20) y(2,1) = 2*[h(2)}~ = zrexp{(1—1)Ink(2)},

pour z € O et ¢t € <0, 1), ou I'on prend la branche du logarithme qui s’an-
nule au point 1. La fonection y(z,t) est évidemment holomorphe dans C,
pour tout #e<0,1) fixé, et

(21) ly(z, )| < [o* < 12| .
Enfin posons
(22) ®(z,t) =F(y(z,1)) pour 2ze¢C, 1e0,1).

En vertu de (21), (19), (20), (11) et (18) on a

|arg {Bi(z, 1)/® (2, 1)}} < |argly(z, )F'(y(2, 1)/ F(y (2, t))” +
+ Ia.rgln (1/h(z))| < w(r)+2arctgr pour |2/ <7,
d’ou
|arg {Pi(z, 1)/P (2, )} < =[2 pour |2]e Cry (*)

() Le sens géométrique de cette inégalité est tel que, pour 2 fixé, le point P (2, f)
s'éloigne de 1'origine loraque ¢{ augmente.
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et par conséquent, la fonction @(z,?) croit avec ¢t pour ze Cy, (cf. [1],
p. 47). Donc |f(2)] = |P(2z, 0)| < [®(2,1)| = [F(2")| pour ze Cyy, ce qui
achéve notre démonstration.

5. COROLLAIRES. Posons n = 1 dans notre théoréme. La relation (15)
prendra la forme plus simple

(15,1) f (2)] Sral ¥ (2)|

et dans les cas ol F ¢ 8, 8*, 8% les formules (15,1) et (12) donneront des
généralisations des théorémes de M. Biernacki mentionnés plus haut [2].
Les exemples construits par lui montrent bien que les constantes r, r*,
et r ne peuvent pas étre remplacées par des nombres plus grands, méme
dans les cas ou les fonctions majorées f(z) sont assujetties & la condition
d’appartenir & la méme classe que les fonctions F(z) correspondantes.

Pour la classe S, des fonctions F de la forme (1) et a-étoilées, c’est-
a-dire telles que re{zF'(2)/F(2)}>a, ae(0,1) pour zeC, (voir [1],
P- 46) on obtient pareillement le résultat suivant:

S8i F(z) = 2+ A2+ ... est une fonction univalente, a-étoilée dans C,,
8t f(2) = a2+ a2t + ..., o a, > 0, telle que f(2) # 0 pour z # 0 et 8i f(z)
2:1F(2), alors [f(2)] 24, (2)] o%

arcsin 2 + 2aretgr, = w/2
1473+ 70— (1—70)

et le nombre 74 est le plus grand possible, ce qui résulte d’'un exemple donné
dans la note que nous venons de citer (p. 52).

Abstraction faite de ces cas particuliers, le probléme général reste
encore ouvert de savoir si la constante r[w], figurant dans notre théoréme
du N° 4, est toujours la plus grande possible. A cet effet on devrait don-
ner une méthode suffisamment générale pour construire des exemples
convenables, ce qui ne semble pas facile. Un autre probléme qui s’impose
consisterait a chercher, pour une classe S, et un entier positif n, un
nombre g,[w] tel que l'on ait toujours [f(2)|<,.wilF(2)] dans les hypo-
théses de notre théoréme. )

Dans une autre note (en préparation) nous nous proposons de pré-
senter quelques résultats concernant le probléme inverse: trouver, pour
une fonction w () donnée, une constante Ry, telle que I’on ait f(2) < g F(2)
lorsque F(z) = 2+ A;224+... € 8y, P(2) = a2+ ax2* + ... € Sy, OU ay > 0,
et [f(z)| <.|F(?)|. Les problemes de ce type ont été posés par Z. Lewan-
dowski [5] et [6] dans les cas ol la fonction majorante F (z) est supposée
univalente ou bien étoilée, tandis que la fonction f(z) est seulement holo-
morphe pour z e C,;, les deux fonctions étant normées par les conditions
1(0) =F(0) =0, F'(0) > 0 (cf. aussi [1], p. 53).
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