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Uber eine Reihe von Ramanujan *
von

W. StA§ (Poznan)

1. Wir betrachten die folgende, von Ramanujan stammende Formel
([1], Seite 158)

(1.1) Zu(“) —(afm® _ ﬁz.u ) e _ 2]//32 F% %Q

@ — durchlduft alle komplexen Wurzeln der Riemannschen ¢-Funktion,
o und g sind positive Zahlen fiir die

(1.2) aff ==

und u(n) ist die Mébiussche u-Funktion.

Diese Formel ist bisjetzt unbewiesen. Hs ist nur bekannt, da8 (1. 1)
aus der Einfachheit der komplexen Nullstellen von Z(s) und aus ge-
wisser Annahme iiber die Verteilung der Ordinaten der Wurzeln von
{(s) folgt (Siehe [7], Seite 186-187).

Mein Resultat betrifft die in der Formel (1.1) hervortretende Reihe,
welche ich im Folgenden, die Reihe von Ramanujan nennen werde.

G. H. Hardy und J. E. Littlewood haben bewiesen ([1], Seite 160)
daf die Bedingung

(1.3) D ER o _ 05, poseo

mit der Riemannschen Vermutung gleichwertig ist.
Wire die Riemannsche Vermutung falsch, so gibe es wegen (1.3)
notwendigerweise eine untere Abschiitzung der Gestalt:

(1.4) Z # I —0(pYy .

* Nach einem Vortrag, gehalten im Zahlentheoretischen Kolloquium der Bolyai
Janos Mathematischen Gesellschaft zu Balatonviligos (Ungarn) am 2. Juni 1062,
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Bs ist deshalb zweckmissig, auch unter der Annahme der Riemanu-
schen Vermutung, die unteren Abschitzungen der Reihe von Ramanujan
zu untersuchen.

Ich habe eine explizite numerische untere Abschitzung von (1.3)
mit Turdnschen Methoden schon frither gefunden (Siehe [6]). Ich ver-
suche jetzt ein Resultat unter schwicheren Voraussetzungen zu be-
kommen.

Bevor wir zur Formulierung unseres Satzes kommen, stellen wir
einige Tatsachen voran, die sich auf die Reihe (1.3) beziehen.

Bezeichnen wir kurz mit S(B) die Reihe (1.3). Es ist leicht zu sehen
daB S(B) eine ganze Funktion darstellt. Wir haben nimlich (Vergl. [1],
Seite 160) nach Potenzreihenentwicklung und nach Vertauschung der
Summationen iiber # und %, was in diesem Fall zugelassen ist, (Siehe [8],
Seite 30):

w  sH=) %NW
n=1L
a (—1)k g2k (=1
= k_zl‘ ! nzm 1 zvg 2k+1)

Der Konvergenzradius der oblgen Potenzreihe ist aber unendlich.
Bezeichnen wir weiter mit p(a, §) die durch }'a multiplizierte linke
Seite von (1.1). Wegen (1.2) kann man ¢(a, ) als Funktion einer Ver-
dnderlichen, z. B, der Verénderlichen g betrachten, und dann konsequent

q)(ﬁ,%) gchreiben.
Wegen (1.5) hat man offenbar

we) s - VES(’—‘)—ﬂmm

1/ (=1)kne
= ™

kvc 2%+1) fzsk Zkvc P RS LA

VOr uns.

der positiven

Wir haben also eine exph'zite Laurententwicklung von q:£18, z
Sei <a, by ein beliebiges und geschlossenes Intervall, au

Sei weiter
(3.7) K2 max

Es ist wegen (1.6) klar, daB diese Konstante K von Null verschie-
den sein muB und daf mit einem B,

Achse.
{ab) (ﬂ’ %)l )
(18) K= \zp(ﬂu, ﬁﬂ)‘ . a<p<b,
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gilt. Wir werden im Folgenden einfachheitshalber

(1.9) a=Ve,
setzen.

Nach diesen Bemerkungen konnen wir zur Formulierung unseres
Satzes itbergehen.

SA1Z. Wenn alle Nulstellen der Riemannschen - Funktion einfach sind
und auf der Gerade o =4 liegen, dann gilt fir

b=e

(1.10)
die Abschiteung:

T > max (¢, expexp (1/K)),

2 B(1) i

¢, — bezeichnet eine explizit angebbare numerische Konstante, K bedeutet
die positive Konstante aus (1.7)-(1.9).

Es wire winschenswert, in Bezug auf den numerischen Charakter
des Satzes, eine untere Schranke fiir K explizite auszurechnen.

Beim Beweis des Satzes (1.10)—(1.11) benutze ich eine von Kna-
powski stammende Modifikation ([2], Lemma 1) des gut bekannten Satzes
von P. Turdn ([9], Satz X). Dieser Satz lautet:

Sei m =0 ganz und 24, 2,, ..

(1.11) max > i

T1~0(1)<ﬂ<1'

, 2n komplexe Zahlen fir die

(1.12) 1=lz[=al=..2lal=.. == 2w,
N N

(1.13) IZ}],I >2m, }Zh)] < 12}1['— m .
Dann existiert ein ganzes k, mit
(1.14) <k<m+N,
so daf

[by 2% 4 by .. +JNJ1 (L“ N )N
(1.15) I /KK min |b, +by+ ... + b 516 2N =)

2. Bevor wir zum Beweis von (1.10)-(1.11) kommen, stellen wir
einige Sitze iiber I'(s) und [(s) zusammen, welche im Folgenden ge-
braucht werden.

Hs gibt eine numerische Konstante ¢, =2, so daf in jedem Intervall
(A, A41) ein solches t =1(A) ewistiert fiir das

(2.1) [E(o+it)| >,
([7], Seite 185, Satz 9.7).

—1<e<?

18%
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Bs gilt fiir die Bulersche I'-Funltion:

. KkI'(1+0) 2nt
(2.2) rotin =222 Y oo
und 1<k <YITH 0<o<1 (5], Seite 25).

Bezeichnen wir mit N (7) die Anzahl der Nullstellen von £(s) im
0<o<l, 0<t<<T, v 22, dann gilt offenbar

(2.3) N(r+1)—N(r) < glogr .
Bs gilt die folgende Funktionalgleichung der Riemannschen {-Funliion
(2.4) I'(s)¢(28) = n—4+8 (3 —8)((1—2s) .

Aug der Riemannschen Vermutung folgt:
Bei festem 7, auf 0 <y <2, fir t =11 ¢ilt

1
[F+nf =

caf (7 Tog™'2 )

(2.5)
([4], Seite 164).
3, Sei T >10% Wir fithren folgende Bezeichnungen ein:

- logloglog T')?
(31) = (loglog Ty, = ECELETL,
(3.2) o =2logT,
(8.3) w, = 201og T'logloglog T'(loglog T')* .

Fir die ganze Zahl % setzen wir voraus, daf sie die folgende Un-
gleichung erfiillt:

logT _logT"
(34) (1~ )loglogT Sk< ToglogT *
Es bezeichne weiter
_ logT
(3:5) = loglog T *

Zerteilen wir o folgendermassen
(3.6)

und fir die Konstante o, setzen wir jetzt nur voraus daB sie die Un-
gleichung

» = Bk ¢,

(3.7) 1<6<2
erfillt.

Mit (3.2) hat man fiir B:
(3.8) B= ?l&g_kg'_:‘le ,
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4, Der erste Teil des Beweises verfolgt fast analog zu [6], Seiten
411-414. Ich werde ihn deswegen nur sehr kurz skizzieren.

Wir nehmen so wie in der oben erwihnten Arbeit die Ausgangs-
formel

—8)
(4.1) 2m fﬁz& £(2s) ds

in Betracht. Man leitet sie mit Hl]ie der Cahen-Mellingschen Formel her.
S(B) bezeichnet wie oben die Reihe von Ramanujan.

Unter der Annahme der Riemannschen Vermutung kann man den
Integrationsweg bis zu der Gerade o = }--s verschieben.

‘Wir fithren weiter eine nene Verinderliche w; mit

p—omn

ein. Durch %k-fache Integration von (4.1), bekommen wir dann die Hilfs-
formel I, (Vergl. [6], Seite 422), fiir die einerseits

%

(4.2) I, < max

0
k ¢ o-mp<or<o

21:1.2 (kb— 7)'

gilt. Durch Zerteilung des ersten Integral in drei Integrale und nach
gleichzeitiger Abschitzung, bekommt man wegen (2.2), (2.5), (3.5)

Jomie 8 em2)|
und andererseits

1 [esI(3—s)

1 glom=a (4 —s)
27:%& A TSEE(2s) 23)

$7Z(2s)

(4.3) I,= ds

et

1 esI(i—s8) , eotd+e)
(4.4) g | Sorpimsy e = f () ds+ 0( . )
G+e) }+e—1
Durch Anwendung des Residuensatzes und wegen (2.1), (2.2), (3.5)
bekommt man weiter
$+eatil
(4.5) _1_ f_"i(_%;:_
. - "
2rc'ti+”__ﬂ skL(2s)
1 i—j!_+il 2 }w]’(% % ) &_'_ )
2w
- L (s Y Snll—de <" )
27 PR o) skL'(p) 143

Es ist aber wegen (2.2), (2.5), (3.8) fir T >¢;

i—n:}-a
i ems]"(%_s) ds

(4.6) 27”.{—3.—-:1 Sk (23)

< ggett—mlo+oglog T7*(logloglog 1) |
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‘Wir schitzen jetzt die ibrigverbleibende Summe der Integrale in
(4.3). Man bekommt einfach fir I'> ¢,

k
1 w(’f 1
Eé = f(...)ds <ok

%"“81
Dies gibt fiir 7' > ¢, zusammen mit (4.2)—(4.6) die Ungleichung

k
(4.7) (f_%’ﬂ) ett+e(w—wo)+(loglog T)* (logloglog T)2 |

k
(2]
(4.8) =>  max |ew8(e?)| 4
k~ -y w Ko
togk (E’OT") o+ (0=w0)+ (IogTog 172 (log Toglog T |

ew(-&-l—ul)
+ 610 7

E’ doel'(3—%o0)
k ’

i

5, Nun endlich kénnen wir L mit der Methode von Turédn von unten

abschétzen.
Wegen (3.6) und (3.7) mit

+ ¢ ek--s)o-+ (log log T2 (log log log 1)

> gp—1 Defgr—1y,.

(8.1) Bo = etr, ]/_3. <po<e
hat man
I'(}—1%o) (et Be\®

(5.2) 1-| > atisie(=)

lsﬂ};, £'(e) 4

Wir wihlen jetzt g, 50, damit
1 B

(5.3) egf RRAPY

maximal war. Man hat weiter
ei‘Ben % %@ e} Blo—on)
2t ()

[Sel<t 2/t
Die Rolle der #; aus dem Turdnschen Satz spielen die Zahlen
o Ble—a0)

)

I'(3—1%0)
B
Das N kapp wegen (2.3), (3.5) mit

(5.5) - logT
(loglog T')®

(5.4)

H

der b; die Zahlen

definjert sein.
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Wir fithren jetzt eine neue GroBe y = y(7T') ein, welche die Un-
gleichung

(5.6)  x(T) == (loglog T)" < z(T) < (loglog T)" +1 = ja(T) +1
erfiillen soll. Wir setzen hier
) 1
n= m ’

¢, ist die numerische Konstante aus (2.1).
Bezeichnen wir weiter mit 2, dasjenige

2 = G%B(e—an)@
4

das bei |Jg| < 2(T) in der Folge (1.12) den grofiten Index h hat, also

— gk Blon—e0) =0 Qo
(2]

Es bezeichne weiter z», ein beliebiges

(5.8)

z = e} Ble—e0) Lo
4

mit

(5.9) | > x(T)
also

5.10 2 = g‘lfB(mu—en)ﬂ .
(5.10) i o

Wir werden jetzt zeigen, daB bei dieser Wahl von 2, 2», die Voraus-
setzungen des Turdnschen Satzes erfilllt sind.

Sei
(5.11) on==%+iyn, on =%+%vn
Wir zeigen erst, da
1
(5.12) yml = |val > —— -
! (Zl(T))zc’

‘Wir brauchen nur den Fall
[yml < 22(T)

zu untersuchen, sonst wire (5.12) bei T' > ¢,, offensichtlich trivial erfillt.
Wegen (2.1) und der bekannten Abschitzung fiir {'(s) hat man

1 1
= <|¢ (& +ix(T)
P T
Filyml
L+‘1(T) 8) dsl (l?hll“l(T)) Z(Tﬁ?;xlyﬂlg (%+ %t)‘

< el yml([ ¥ — 2 (D)) < (l7m]—Twal) (xa(D))™ -
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Es gilt also (5.12).

Wir werden jetzt zeigen, dafl die Bedingungen (1.8) erfiillt singd.

N war schon mit (5.8) definiert. Wir wahlen jetzt m in Uberein-
stimmung mit (3.4), also
logT

ToglogT' & = (loglogT)™

(5.13) m = (1—g)i—F—mm

Man hat aber wegen der Annahme der Riemannschen Vermutung

o} Blem—eo) Qo
o

=l = =l (= o]
onl om| Vitn Vit
Falls [yn,| > 2y (T) ist, hat man
1 1 1 1
> (*-——— : >Ieol( — )
e Vitoh Vit+aar ) Vi+(u+1)F Vi+dg

/leo[(x T35, ) Vi 1413)2-->xl

falls |yn,| <2 (T) ist, hat man

|2 — |2n,| = giﬁ((m—oo)g —_

__1 _ 1

_) =IQO[ (i“*"yi) (1"|")’?u)
Vi+7h SRS 1
G+t G+t

1 1
Jenl — o] = o] (——--—-~
Vi+si

l ] 'V?h“?’?»
R+ 28 + G D)
% 2
Vi Vh |7h1| [ya]
= 4|0 = = .
Hel e rorarad oG ™
Wir haben damit bewiesen daB in beiden Fillen

(8.14) |2n|—l2n| > ﬁ;

also wegen (5.6)
(5.15)
gilt.
Andererseits wegen (5.5) und (5.13), fiir T > ¢,
logT
N (loglog T} 1 1

MmN S ( I\ log7_ <3 {loglog P
loglog T') Toglog T

|2n]—|2n,| = T >0y

1
* Toglog T’

(5.16)

icm
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Damit ist durch Vergleich von (5.15) und (5.16) die zweite Bedin-
gung aus (1.13) erfiillt.
Man hat aber nach (5.8), (5.6), fir T > ¢y

. 1 ;
]zhl = lQo[ = |eo| 4 > 14 ,
ol = Ve VIR
1 1 1
> 2(T) ~ (loglog TyTea+s = (loglog Ty7* (6, >2),

und fiir T > ¢y
2N 1 1
mI ¥ < (loglog T)* < (loglog Ty ~

[2a] -

Damit ist auch die erste Bedingung aus (1.13) fir T > ¢;, erfiillt.

6. Wir konnen also die durch Knapowski modifizierte Turfinsche
Abschitzung (1.10) anwenden. Man kann hier sogar h, = h-+1 setzen.
Wir bekommen einfach

i 3] ()

und weiter fiir T > ¢,; wegen (5.8), (5.5), (5.13) und der Definition von b5

e%Be»m(l @] 3 aTilx

&3 Beo

(6.1) L>

6.2) L3>

@ 2 |ea| 1Sl <HT)
log T
log T Toglog 773
1 (loglog T')®
24e logT (1— 1 logT
(loglog T')® loglog T/ loglog T

Setzen wir jetzt voraus daB fiir 7> D, wo D eine Konstante ist,
die Ungleichung

_log T'logloglog T
loglog T

£'(e)

gilt. Die Konstante D wird im Folgenden explizite in Abhéngigkeit von K
aus (1.7) ausgerechnet. Dann hat man fir T >max (e, D)

1Sl <x(T)

1 0}- Bk _log T'logloglog T
(64 L= ﬁ'—mhlke Toglog 7
1 (}i (2 log T'—ep) ]ug Tlogloglog T 1 — 1og Tlogloglog T
k loglog T = — ]/Te loglog T
¥ Vit gr=1
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Aus (4.8) und (6.4) mit Beriicksichtigung von' f = ¢»2 wund nach
(3.1)~(3.4), hat man fir T > max (6, D) die Abschitzung:

log T'logloglog T

—5 loglog T

" max |8(B)| =V Te

10 log T loglog log 7'
log log T ) <b<T

(6.5)

Texp

Damit ergibt sich die Behauptung aus (1.11), wenn nur (6
haben wir noch das Lemma (6.3) zu zeigen.

3) gilt. Also

7. Um (6.3) zu beweisen, nehmen wir das folgende Hilfsintegral

in Betracht
1 (Gbeo)+ig(T) ra
(7.1) L=5— f e i@ ))ds,
G +80) ()

B, ist die GroBe aus (1.8), (1.9), & = %, x(T') ist durch (5.6) bestimmt.

Einfachheitgshalber werden wir hier auBler der Einfachheit der Null-
stellen von ¢(s) auch die Riemannsche Vermutung voraussetzen, obwohl
die zweite Voraussetzung beim Beweis unseres Lemmas nicht notig ist.

Aus (7.1) hat man einerseits mit der Bezeichnung von (4.1)

&efo 1“(% s) 1 Fta—ig(T) F(3—s)
(71.2) I, =88 iy ds — == prea—8 g
o T et iy, ,of—m {cON

Andererseits durch Anwendung des Cauchyschen Satzes auf (7.1)
und wegen (2.1), (2.2), (2.4) und (2.5) bekommen wir

(13) I, = Zﬂof(% te) | 2m f,g ds+0(em)

[Del <x(T)

Man kann aber zeigen (Siehe [1], Seite 157), daf

(7.4) 2i f 2.9) s g, _1/1:2”;” et — /7 S(ﬁ)

ist.

Aus (7.2), (7.8), (7.4) und fiir 7' > ¢, gelangen wir zu der Abschitzung:
ATt > s gy —yms(5) -
Bo

I3l <x(z) e
— i [0
- \<P( R

Hieraus wegen (1.7) und (1.8) folgt

On
ex(T)

(7.5)

(7.6)

I'}—
ﬁg (%I .%)_—_g) ' > es(z;')
1Sel<a(T)

icm°®
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und nach (5.6)
O
=K elloglog 7Y/ (2es+8) *

Es gilt also fiir T>max(022,expexp (l/K))QilD, die Abschitzung

i—10) 1 _log Tlogloglog

E I(
£ —=; == >e ioglog T
A 2 loglog T

Wir haben also (6.3) und damit unseren Satz (1.10), (1.11) voll-
stindig bewiesen.
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