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ET LA DERIVEE APPROXIMATIVE
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J. 8. LIPINSKI (LODZ)

Admettons que la fonction f(x) ait en tout point une dérivée finie
ou infinie. Soit #, un point de diseontinuité de la fonction f(x). Eyidem-

ment, on a alors f'(z,) = +oo ou bien f'(x,) = —oo et
Hm f(t) = Lim f() ou bien lim f(f) # lim f(5).
t—sag— [ tSTg— [ A

Tout point ol l'une au moins de ces deux inégalités se présentc est
un point de structure asymétrique au sens de Young [7] de la fonction f.
Cet auteur [7] a montré que Pensemble des points de structure asymé-
trique d’une fonetion réelle quelconque est aw plus dénombrable. Il en
résulte que l’ensemble des points de discontinuité d’une fonetion qui
a en tout point une dérivée finie ou infinie est au plus dénombrable.
Zahorski (voir [6]) a posé la question suivante: le théoréme préeédent
est-il en défaut lorsqu’on y remplace la discontinuité par la disconti-
nuité approximative et la derivée par la dérivée approvimative? Afin
de répondre & cette question, nous établirons des conditions nécessaires
pour ¢u'un ensemble soit l'ensemble des points de discontinuité appro-
ximative d'une fonction ayant en tout point une dérivée approximative
(théoréme 1) et nous construirons un exemple de fonction approximati-
vement discontinue sur un ensemble de puissance du continu et qui a en
méme temps une dérivée approximative en tout point (théoréme 2). La
réponse & la question de Zahorski est done affirmative.

Nous emprunterons de la monographie de Saks [5] (chapitre VII,
§ 3) les définitions et les notations relatives & la continnité approximative
ct & la dérivabilité de fonetions.

THEOREME 1. S84 la fonction f(z) & en tout point une dérivée approwi-
mative finie ou infinie, Densembles A des points de discontinwité approwi-
mative de cette fonction est de I° catégorie et de mesure nulle.

Démonstration. Soit ©, un point de discontinnité approximative
de la fonction f(z). Alors l'une au moins des quatre limites approxima-
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tives & droite ou 4 gauche de cette fonetion nest pas égale i f(2,). Admet-
tons d’abord que c’est la limite supérieure & droito

(1) a = lim sup ap f(x)

& @

> f(@,).

Il en vésulte que la densité extérieure supérieure a droite de ensemble
= {»: f(z) > 2-1[f(z,)+ al} au point @, est positive (cf. [6]). N>0
étant queleonque, 5oit f = (a-—f(mo)) /2N. On a pour tout zeG tel que
0<o—a, < p }
f(ﬂc)“f(wo) - &~ f(io) a"‘f(wq)r
&— %, 2 (1 — ) 28

Par conséquent, en posant

H = {Jb‘ ]—”(—%—Eﬁﬁg)— >N},

= N.

on a
G A (@, 5+ )Y C H.

La densité extérieure supérieure & droite de & en w, étant positive,
il en set de méme de H en x,. On a done
. w)—f(@
lim supap f£l~f(——°l >N.

Ty | &y

L’hypothése que la dérivée approximative de la fonetion f au point o,
existe entraine que f, (z,) >N e¢t, N étant arbitraire, on a méme
f ap (‘7"0) = '|'°°

Admettons & son tour que lon a 1'inégalité
(2) ‘lim infap f(x)

Ly

> f(®,).

I’inégalité (1) est alors vérifiée & plus forte raison et on a encore
néeessairement f, () = --oo. D'une fagon analogue, en admettant que
(3) lim. gup ap f(@) > f(@,),

T-rg—
on en déduit que fy (2) = —oo. Les inégalités (1)
étre vraies simultanément:
négation de (3). Done

ot (3) no peuvent done
8i Pon admet (1), on a ndeessaivement la

(4) Lim sup ap f(w) > f(x,) > lim sup ap f (@)

Ty &y By

Désignons par E* I'ensemble des points , en losquels on a l'inégalité

(1) et par AT celui des pomts z, on lesquels on & les indgalités (4). Alors
B* C A*. En posant
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E, = {,: lim irfapf(e) < f(2,)},
T Tyt
A, = {w,: lim infapf(s) < Hm inofapf(z)},
Tt T Ty
B~ = {w,: lim supap f(o) > f(2)},
m_;aso—
A™ = {#,: lim sup ap f(x) > hm sup ap f(@)},
B Ty~
B_ = {#,: lIm icfapf(z) < f( wo)},
T T
A_ = {n,: lim infapf(s) < lim infapf(x)},

sy~ T Byt

on établit d'une facon analogue les inclusions B, CA,, E-C A~ et
B_CA_.

On vérifie aisément que tout point de diseontinuité a.pproxjmative
de la fonetion f(x) appartient & 'un des ensembles E™, E + B, E_
par suite & la somme 4 =AY L4, VAT U A

L’engemble 4 a été étudié par Matysiak [4]. Un sur-ensemble de 4,
4 savoir Pensemble des points de structure asymétrique approximative
d’une fonetion, a été envisagé par Kulbacka et Csdszar. Matysiak et
Kulbacka ont montré que ’ensemble A est toujours de I° catégorie et
Csaszér — qu'il est de mesure nulle (voir Kulbacka [2]). Le théoréme 1
go trouve ainsi établi.

THkorREME 2. IT emiste une fonction f(z) qui o en tout point wne dé-
rivée approwimative finie ou infinie, tout en élant approvimativement dis-
continue aux poinis d'un ensemble de puissance du continu.

Démonstration. Soit ¥ un ensemble parfait de mesure nulle,
non borné inférieurement et supérieurement. Son complément & la droite
est la somme d’une infinité dénombrable d’intervalles ouverts (ay,, b,)
dont les extrémités appartiennent & E. Posons

comafize ]
ot introduisons la fonetion auxiliaire
l | —1 pour weH o nG; Ay~ 28y, by),
hi@) = 1 pour menc_jl (g y G- Y
lcos-rcd,fl(w——d,.-——a,,,) pour e (Gt yy dyt2d,)
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(voir la figure). On voit aisément que la fonetion f;(z) est continue et
dérivable en tout point du complément de E. Nous allons montrer d’abord
que la dérivée approximative & gauche de la fonetion f,(z) existe en

Filx)
) D
|
|
|
!
an ! an+2dn bn
0 ; an+dy, } | —X
| | |
| I |
A | |
R I A

tout point de E et qu'elle y est nulle. C’est évident pour & = b,. Reste
done & considérer le cas olt  est un point d’accumulation & gauche de
Pensemble F. Posons pour ¢ >0 arbitraire
A—a = U <a'n; bn>
by~ap > 8
by <&

Tout intervalle fini ne contenant évidemment qu'un nombre fini
de segments <a,, b,) tels que b,—a, > ¢, Pensemble 4, est formé et
on & z¢A,. Soit h, = o(z, 4.). Nous allons évaluor la densité moyenne
de Pensemble D = {z:f,(4) > —1} ~ (#—h, 2) dans Pintervalle (w—h, x)
pour 0 <h < h,. Lintervalle (x—h, ) se compose de partie commune
B~ (5—h, x), d'infinité dénombrable d’intervalles (a,,b,) et, peut-étre,
d'intervalle (w—h, bz), ot #—he(az, b). Dans le dernier cas, on & aussi
t—h, < ag, doh by—az <h, et (x—h,s) = (x—h,b;) o (bs, »). La
densité moyenne de lensemble D dans lintervalle (#—h, ») ne peut
done surpasser le plus grand des deux nombres

1D~ (e—P, by)| _ D~ (b5 @)

D =- 1 o
br—a+h

D
’ x— by
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Lorsque h parcourt lintervalle (z— a7, #—b;), la densité moyenne
de Pensemble D dans lintervalle (z— 1, b;) diminue de 2d;/(bz— az)
4 zéro. Il en résulte que D, < 2d5/(bz— az) et, vu la définition du nombre
dy, que Dy < (bz— az)?/(bz— az) < h,. On a ensuite

Dﬂ = (m“bﬁ)—i Z Zdn < ('E_‘bﬁ)~1 2 (bn“wn)z:

by < by <
ty, > T—h ap > x~h
§ (bp— a,) =x—bz,
by <
ty > %l

bp—@y >0 b 2 (bn— @,)® < (2—0,)%

<z

ap>x—h
par conséquent D, < (z—bz;)"1(x—1Dbz)® < h,. Finalement, la densité
moyenne de l’ensemble D dans Dintervalle (z—h, ) ol h <h, est in-
férienre & h,.

Or si e -0+, on a h, - 04 . Aingi la densité & gauche de I’ensemble

D aux points zeE\{b,} est nulle. La densité & gauche du complément
de D, c'est-a-dire de 'ensemble {x: f,(x) = —1}, aux points z<E {b,}
est égale & 1, la fonction fi(z) y est constante et sa dérivée & gauche
relative & ce complément est évidemment égale & sa dérivée & gauche
approximative, donc nulle. On a en outre

(5) lim ap f,(t) = —1 pour wxeE.
fwx—

On voit aisément que la dérivée inférieure 4 droite aux points z e B\ {a,}
est nulle, la dérivée & droite aux points @, étant égale & +oco. Posons

o 1 1
Gy = H(wn"",n;dm a’n‘|‘;ﬂ"dn .
o

Les ensembles @, sont ouverts. L’ensemble G = () (G, ~ BE) est
n=1

done un G, et on a G C E. Tous les points a, appartenant & &, cet ensemble
est en méme temps dense dans V’ensemble parfait B et par suite de puis-
gance du continu (voir [3], p. 349).

Nous allons montrer que

(6) ]jTl;ap fi(t) =1 en tout point ze@.
f—x

En effet, soit #,¢ G. Il existe alors une suite d’intervalles

1 1
Uy, E d’"’m’ a”m+ﬁd"’m Ml 2 ’
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dont chacun contient le point z,. La densité moyenne de 1’ensemble
M = {: fi(x) = 1} dans chacun de ces intervalles est au moins égale
4 1/2. Par conséquent la densité moyenne de M dans I'un au moing des
intervalles

1 1
(N G, — " @,y %o et 2oy O, + ;b?dnm

est au moins égale & 1/2. Les longueurs des intervalles (7) tendant vers 0
lorsque m — oo, la densité supérieure de M au point x, est positive.
L’engemble {#:f,(x) > 1} étant vide, on a donc nécessairement (6). Les
formules (6) et (5) entrainent la discontinuité approximative de la fonc-
tion f(») en tout point de G et 1’égalité

lim ap fi(?) =1 pour tout weQ.
>zt

La fonetion f, (») satisfait done dans un ensemble ayant la puissance

du continu & I'inégalité

im ap f,(t) < lim ap f, (2).
l—sat

sz~

Un exemple plus compliqué d'une telle fonction a été publié antérieu-
rement par Belowska [1]. )

Soit, d’autre part, f,(x) une autre fonction auxiliaire, & savoir con-
tinue, croissante, dérivable aux points du complément de l'ensemble K
ob ayant aux points z<F la dérivée égale & 4-oo. On sait que de telles
fonetions existent (voir [5], chapitre VI, théoréme 7.5).

Posons f(2) = fi(x)+fo(#). Chacune des fonctions f,(x) et f.(x)
étant dérivable aux points du complément de B, la fonetion f(x) 'y est
aussi et sa dérivabilité y entraine l'existence de dérivée approximative.
Aux points de H, la dérivée approximative & gauche de la fonection
fi(w) est nulle et sa dérivée ordinaire inférieure & droite est mnon
négative. Puisque f;(#) = +oo pour zeH, il vient fo (#) = +oco pour
zeH. La fonection f(w) a done en tout point une dérivée finie ou
infinie.

Reste & prouver que cette fonetion est approximativement discon-
tinue dans un ensemble de puissance du continu. Or addition d'une
fonetion continue f,(#) & une fonction approximativement disconti-
nue f;(#) n'en altére la discontinuité approximative en aucun point.
La fonetion f(w) est donc approximativement discontinue en tout
point de 'ensemble @, dont il a été démontré qu’il est de puissance
du continu.

_ iom°®
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