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SUR LA COMPOSITION COMMUTATIVE DES FONCTIONS
PAR
J. 8. LIPINSKI (£0D%)

Boit Cap, ensemble des fonctions continues définies dans Pintervalle
{a,b> et transformant cet intervalle en lui-mé&me. L’ensemble (', 3, est un
semi-groupe par rapport & l'opération de composition des fonetions.
Cette opération n’est pas commutative.

Nous allons résoudre partiellement un probléme de J. Mioduszewski
sur la commutativité de la composition des fonections (*). Nous nous
bornerons aux fonctions définies dans Iintervalle <0,1), ce qui n’est
pas une restriction de la généralité grice au lemme 1. Il est facile de don-
ner des exemples de couples commutatifs de fonctions. Tels sont les couples
(e,f), (f,),(g,97) ol e est 1a fonction-identité, f une fonction quelconque
appartenant & Cg 1y, ¢ une fonction strictement monotone et g~ sa fone-
tion inverse. Le semi-groupe C,, contient méme certains groupes abé-
liens, la famille des fonctions #* (ot @ > 0) par exemple. Voici maintenant
le probléme posé par J. Mioduszewski: existe-t-il, pour toute fonction
feC,1y, une fonction geCy,,, distinete de e et f, non monotone si f est
monotone et telle que

1) flg@)] = glf()1%

On voit que le probléme est formulé de fagon que les exemples des
couples ecommutatifs préeités n’en donnent méme pas une solution partielle.
Or nous allons montrer que, pour toute fonetion feC(;,, il existe une
infinité (voir le théoréme 2) de fonctions geC 1y satisfaisant & (1) et que,
si f est strictement monotone, il existe un ensemble de puissance du con-
tinu (théoréme 1) de fonctions ¢ non monotones satisfaisant & (1). Enfin,
nous définirons ’exemple d'une fonction f(z) n’appartenant pas & Oy,
transformant <0,1) en <0,1), discontinue seulement en deux points
et telle que g = ¢ est la solution unique geC,, de Iéquation (1).

Levve 1. 8¢ les fonciions f(z) et g(w) définies dans un ensemble E et
satisfaisant & Véguation (1) transforment B en lui-méme et si t = p(z) est

(*) J. Mioduszewski, On quasi-ordering in the class of continuous mappings,
Colloquium Mathematicum 9 (1962), p. 233-240, en particulier p. 240, P 372.
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une trdnsformation biunivoque de I en un ensemble I*, alors les fonctions
@) = ofle~2(1)1] et g*(¥) = plgle~2(t)]] définies dans B* transforment
B+ en lui-méme et satisfont & Véquation

(2) Frlg* ()] = g* [+ ()].

Nous laissons au lecteur la vérification facile du lemme. Bn pax-
ticulier, posons B = <0,1>, B* = (a,b> et soit t = ¢(x) une transfor-
mation linéaire. Alors 'opération f* = A(f) transforme biunivoquement
la famille O, en C;, et conserve la commutativité de la composition
des fonetions. On peut done se borner & Iétude de la famille Oy ..

Levme 2. Soit feCy 1, une fonction croissante ot telle que
(3) fl@) # we(0,1).

Alors toute fonction g(x) définie dams Vintervalle ausw emtrémités w,
et @y =f(®) oh 0 £my £, tolle que glm) = flg(z)], 0 <g(w) <1
et continue peut &ire prolongée & une fonction geC, telle que g(0) =0,
g(1) =1 et savisfaisant & Pégquation (1).

Démonstration. Posons a, = f(#, ;) = f1(®py,) pour tout =
entier. Par suite de (3) et de la continuité de la fonction f(x), on a,alors
ou bien 1’inégalité
(4) flw) <z pour tout e(0,1),
ou bien I'inégalité f(x) > @ pour tout 2¢(0,1). Bornons nous au premier
cas, la démonstration dans le second cas étant analogue.

Soit I, = {@ny1,2,>. On a @, < @, ;, imas, =0 et lima, =1.

N—00

Ny = OO
Les intervalles T, n’empidtent pas les uns sur les autres, mais ils ont des

extrémités communes. La fonction g(2) est définie dans I, et on a g(@y) =
= flg(%,)] aux extrémités de cet intervalle. Admettons que la fonction
f(w) est déja définie dans Pintervalle I,, qu'elle y est continue, satisfait
& Pinégalité 0 < g(x) < 1 et & D'égalité 9{@ny1) = flg(@,)]. Posons

: ol (@)1

(5) g(o) = { wur
g lf (@)%}
La fonetion g(x) ainsi définie dans I, et I,_; est continue et satis-
fait & Dindgalité 0 < g(w) <1 en tout point @el, siolpod, i, Aunssi
on & g(®q) = flg(®)] o 4 =n+1 ¢t n—1 aux extrémités do I, ot
L. On voit que si la fonetion g(x) a 666 déj définie plus t6t dans I'un des
intervalles I,,; et I,_; (ce qui est toujours le cas lorsque n 5% 0), lanouvelle
définition coincide avec I’ancienne. Il et aisé de vérifier que TPon a (1)

pour

pour
pour

Belyyy,
WEI.,L,_l.

pour wel,. La fonction g(z) est done définie dans intervalle (0, 1) = (J I,
Nw=—00

de telle maniere qu’elle est continue dans cet intervalle et y satisfait & (1).
Reste done & poser g(0) = 0 et g(1) = 1 pout avoir (1) aussi aux extrémités
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de <0,1), ¢t & montrer que limg(x)

= 0, 1a démonstration que lim glz) =1
étant anogue. #0

1

Soit g(I,) = ¢. Nous avons g(I,) = 9f(Lo)] = (0) et, par indue-
tion, ¢(I) =f(C) ear g(I,;) = f*~(C) entraine 9) = g[f(1,_)] =
=fl9(Lu_1)] = FI/"HO)] = f*(0). Il résulte facilement de (4) et (5)
que lim f"(0) = 0; vu que g(I,) = f*(0), cela signifie que lim gI,)=0,
&ov lim g(x) = 0. i

-0

Levwme 3. Soient feCy,, une fonetion décroissante, & = f(£),

(6) flf@)] #o  powr tout 0 24 1 e x££

6t 0 < wy < &. Alors toute fonction g() définie dans Pintervalle auzm extré-
mités @y ot ff(w)] = s, tolle que 0 < g(m) <1, g(zy) = f{Flg(wa)]} et
continue peut Eire prolongée & wne fonetion g(z) = g1y telle que
g(0) =1, g(1) =0, g(&) = £ et satisfaisant & Péquation (1).

Démonstration. En raison de la continuité de la fonction f(x)
et de I'’hypothése (6), on a ou bien f[f(2)] <z pour tout ze(0, £), ou
bien f[f(2)] > pour tout we(0, £). Nous nous bornerons amu premier
cas, la démonstration dans le second étant analogue.

Posons @, = f(z,_,) = F*(@y.1). La fonetion g(@) est définie par
hypothése dans lintervalle I, = (&, z,>. Admettons quelle est déja
définie dans Pintervalle I, aux extrémités Z, €6 @,,4, qu'elle y est con-
tinue et satisfait aux conditions 0 < g(z) <1 et 9@y} = F{flg (@)1}
Soit ¢(x) la fonction définie dans les intervalles I,,, et I,,_, parla formule
(6) oI,y =f(I,) et I, , =f(L,). La fonetion ¢(2) se trouve ainsi définie
dans tous les intervalles I,, elle y est continue, satisfait 4 'inégalité 0 <
<g(x)<leton a g(z,,,) = F{flg(@,)]} aux extrémités de ces intervalles.
De plus, elle y satisfait & (1), ce qu’on vérifie aisément. Les intervalles

I, n’empidtent pas les uns sur les autres, mais les intervalles I, et I, 42

oo oo

ont une extrémité commune. On a {JI,, = (0, &) et U Iy, = (&, 1).
N=-00 N=-00

De méme que dans le lemme 2, on constate lexistence des limites

limg(z) =1, limg(x) = £ et limg(x) = 0. Posons done g(0) =1,¢(&) =¢
a0 Trf 1
et g(1) = 0. Alors geCy,, eb on a bien (1) partout.

Takorbme 1. 8¢ la fonction FeCOray est strictement monotone, il ewiste
des intervalles {a, b et <o, d> tels que toute fonction g définie dans <a, b>,
continue et satisfaisami & Vinégalité ¢ < g(x) < d peut tire prolongée & une
fonetion 9eCyy satisfaisant & (1).

Démonstration. 8i f = ¢, on peut prendre pour a et b des nombres
quelconques tels que ¢ <a <b<<d oll ¢ =0 et d — 1. Il suffit alors
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de prendre pour ¢ une fonction quelconque de G, qui est un prolonge-
ment de la fonction g(z).

Si f # ¢, admettons d’abord que la fonction est croissante. Il existe
des nombres « et f tels que a < f, f(a) = a, f(B) = B et que f(z) #«
pour a < < f. Soit ¢(x) une transformation linéaire de (a, B> en <0,1>
et telle que @(a) = 0. BEn posant f* = ¢ {flp~(«)]}, on a f*eCp,y,. En
vertu du lemme 2, il existe un intervalle I aux extrémités z, et w;, = f*(z,)
tel que toute fonetion g*(x) définie dans cet intervalle, continue et telle
que 0 < g*(@) < 1 et g*(w,) = f*[g*(w)] se laisse prolonger 4 1a fonction
g* (@) = g*eCqy telle que g*(0) =0, g*(1) =1 et satisfaisant & (2).
Choisissons & et b de fagon & avoir <a,b) = ¢~(I). Posons ¢ =a ot
d = #. Etant donné une fonction queleconque g(z) vérifiant les hypo-
théses du théoréme, prolongeons-la continfiment sur tout Dlintervalle
g~(I) = (G, By de fagon 3 avoir g(F,) =flg(E)] et ¢ < g(@) <d.
La fonction ¢*(w) = ¢{g[p~(2)]} est alors définie dans lintervalle I,
elle y est continue, satisfait & linégalité 0 < g*(z) <1 et on a g*(z,) =
= f*[g*(#,)]. En vertu du lerame 2, on peut la prolonger 4 une fonetion
g*<C1, telle que g*(0) =0, g*(1) = 1 et que l'on ait (2). La fonction
g(@) = p~'[g*[p(x)]] est donc un prolongement de la fonction g(),
définie dans <a, b, sur V'intervalle <a, > tout entier et on a g(a) = «,

=p et geCp. Enfin, g satisfait & (1) en vertu du lemme 1.

Posons g(z) = f(z) pour tout » nonela,>. La fonction f(z)
transformant chacun des deux ensembles <a,pf> et (0,1)—<(a, > en
Jui-méme et satisfaisant & (1) dans chacun d’eux, elle satisfait & (1)
dans <0,1> tout entier. Evidemment, geCq,.

Admettons & son tour que la fonetion f est décroissante. Deux cas sont
A envisager: celui ol f[f(#)] == # pour tout z<<0,1) et celui ou il n’en
est pas ainsi. Dans le premier cas, choisissons a et b de fagon & avoir
0<a<b< &=Ff(£). Posons ¢ =0 et d=1. Prolongeons ensuite
continfiment la fonetion g(z) assujettie aux hypothéses du théoréme sur
Dintervalle <0, & tout entier de fagon & avoir g(&) =&, g(0) =0 et
0 < g(x) <1.Posons enfin g(x)= f{g[f(x)]} pour tout (£, 1>. On a alors

g(1) =1, geC,, b la condition (1) est évidemment gatigfaite.

Reste le cas ol la fonetion f(z) est décroissante sans que l'on ait
Flf(®)] = # pour tout x<0,1>. Il existe alors des nombres a ¢t B tels
que 0 < o< B <&=f(8), flf(a)]l =a, fIf(F)] =B et que flf(»)] #=
pour tout we(a, ). Soit gy(x) une transformation linéaire de {a, ) en
{0, ud, ot = (B—a)/(B—a+f(a)—f(B)) et telle que @o(a) = 0. Soit
@, (») une transformation linéaire de Vintervalle <f(f),f(a)> en Vinter-
valle <u,1> telle que @,[f(B)] = u. Posons f*(z) = ¢ HfleiH(@)]} on

'L,_{O pour xe0, ud,
Tl pour welp,1).
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Alors f*eCp 1, o6 0n 8 £ = @*(£) pour & = pu. Soit 0 < my < u. Dé-
signons par I D'intervalle aux extrémités z, et @, = f*[f*(x,)]. Choisis-
sons & lintérieur de I deux nombres a* et b* tels que a* < b*. Posons

f(c0) =f
y=gooL s y=ro

)7

<

e

!
1
1
1
'
1
1
'
'
I
i
!

u

a =gy (a*), b =gi' (%), ¢ = f(B) et d = f(a). Si la fonction g(z) sa-
tisfait aux hypothéses du théoréme, la fonetion g*(z) = ¢;{gles Ha) 1},
oll i =0 ou ¢ =1 est définie dans {a*, b*)>, y est continue et satisfait
a Dinégalité 0 << g*(2) < 1. Prolongeons-la continiment, en conservant
cette inégalité, sur tout Pintervalle I de fagon i avoir g* (z,) = f* {f*[g* (%0) ]}
En vertu du lemme 3, la, fonetion g* () peut &trep rolongée sur tout Iinter-
valle <0,1> & une fonction g*eC,, satisfaisant & 1’équation (2) et
aux égalités ¢*(0) =1, g*(u) = u, g*(1) = 0. Posons g(z) = f(») pour
20, ayo<B, f(B)>w(f(a),1>. Posons enfin g(x) = ¢j {g*[p:(@)]} pour
zela, B>ULF(B), fla)d _E ot j est choisi de fagon que la fonection
g(@) se trouve définie et qu’elle soit continue lorsque g*[pi(w)] = u.
On aura alors g(a) = f(a), g(8) = f(B), g[f(H)] = fIf(B)] =B et g[f(a)] =
= fIf(a)] = ¢; en outre, g(B) = f(¥) = F et on a (1) pour tout seH,
de méme que pour tout w0, 1>—HF. On constate aisément que geCy,.
11 est ainsi démontré que la fonction f(x) est prolongeable dans tous
les cas possibles.

L’ensemble des fonctions définies dans intervalle <a, b), continues
non monotones et bornées étant de puissance du continu et chacune
d’elles étant prolongeable 3 une solution du l’éguation (1), on a le

COROLLAIRE. St la fonction feOy 1, st strictement monotone, I'ensemble
des solutions mon monotones de Véquation (1) est de puissance du continu.

TakoREME 2. Quelle que soit la fonction feCyq,y, Vensemble des fon-
alions geCqy, satisfaisant & Véguation (1) est nfini.

Démonstration. Posons g, (x) = f(z) et gn(zr) = flgm1(2)]. On
voit immédiatement que toutes les fonctions g,(z) satisfont & 'équation
(1). Si g,(®) # gm(@) Pour n 5 m, il existe une infinité de golutions de
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cette équation. Reste & étudier le cas ol il existe deux nombres m, et 2,
(Oﬂ My < 'no) tels que ?]mo(fG) = g'no(m) Alors gno(w) = gmyo—mo[gmn("ﬂ)L
ot gy my(@) = @. On a ensuite f[gng_my-1(®)] = g,fo,mo(w) = w.. La fon-
ction f(z) est donc inverse de g, _m,_1(%) et par suite elle est univalente,
Comme continue, elle est strictement monotone. Il existe donc en vertu
du corollaire qui précéde une infinité de fonctions geC;, satisfaisant
a (1).
ExeMPLE. Soit #7¢¢0, 1> un nombre irrationnel. Posons

T+ pour O <o <<l—y,
f@y={o+n—1 pour 1—gp<z<I,
0 pour =1.

La fonetion f transforme done I'intervalle <0,1> en lui-méme, mais
elle est discontinue en deux points. Nous allons montrer que la seule
fonetion geCyy, qui satisfait & Déquation (1) est la fonetion g = e,
En posant &, = g(&,), (1) entraine en effet f(&,) = g[f(&,)]. Le point
£ = f(&,) est done un point fixe de la transformation g. Tn posant
& = f(£n-1), on constate par récurrence que tous les nombres &, sont des
points fixes de la transformation g. Or Pensemble des nombres £, étant
dense dans <0,1), la fonction continue g, dont l'ensemble des points
fixes est dense, est nécessairement la fonetion-identité.
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DIFFERENTIABILITY OF MONOTONIC FUNOTIONS
BY
L. A. RUBEL (URBANA, ILL.)

This paper gives still another proof of the theorem of Lebesgue
that & non-decreasing function f(z) on a closed interval [a, b] has a finite
derivative f'(z) almost everywhere. Riesz [1], p. 5-9, has proposed an
elegant elementary proof that uses no measure theory beyond that of
sets of measure zero. The proof is elegant and simple in the case where
f(=) is continuous, but the details ([2], p. 69-75) of the straightforward
extension of Riesz’s proof to the discontinuous case are troublesome and
tedious. We use only elementary methods, borrowing half of Riesz’s
proof. Qur proof for the general case is then no longer than Riesz’s proof
for the continuous case.

Recently in this journal, Boas [3] gave a simple proof, but one that
required some measure-theoretic preliminaries, that if £ is a jump function,
then f' exists and is zero almost everywhere. Since each monotonic function
is the sum of a monotonic continuous function and & jump funetion,
the result for arbitrary monotonic function follows from the result for
continuous functions and for jump functions. There shortly followed
a completely elementary proof for jump functions by Lipirnski [4]. We
end this paper with a short proof that f’ is zero almost everywhere if f
is a jump funetion.

The prineipal innovation in our proof of Lebesgue’s theorem is the idea
of studying a continuous inverse of f(z) to make the extension to the dis-
continuous case in a painless way. We take as our starting point Lemma, 1,
which is the second part of what Riesz proved in detail.

LemmA 1. If F(y) is continuous and non-decreasing on [A, B], then
F'(y) < oo exists almost everywhere.

The first part of Riesz's proof shows that F’(y) < oo almost every-
where. We do not need this fact in Lemma 1, and will give a separate
proof later that the derivative is finite almost everywhere even in the
discontinuous case.

LeMMA 2. Let f(z) be a strictly increasing function on [a,b]. Then
F(@) has a continuous inverse; thai is, there emists a continuous, non-de-


GUEST




