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Démonstration. Il suffit de montrer que la condition (27) est
satisfaite. Or cela résulte de Pestimation
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et d'une propriété des chaines dune ergodicité stationnaire de degré
a ol 0 <a<1(cf [9], lemme).

En terminant, je tiens & remercier les professeurs IE. Marczewski,
O. Ryll-Nardzewski et K. Urbanik pour leurs conseils concernant la ré-
daction définitive de ce mémoire.
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SUR LE CONTACT DES COURBES DANS LES ESPACGES
METRIQUES GENERAUX
PAR
8. GOLAB Er Z. MOSZNER (CRACOVIE)

§ 1. La théorie des courbes dans les espaces métriques généraunx
entre progressivement dans le domaine de plus en plus vaste, dominé par
la géométrie différentielle classique des courbes. Il y a quelques années,
parut la note de Haantjes et Nottrot [1], dans laquelle les auteurs ont
introduit la notion de direction (appliquée au point fixé d’un espace mé-
trique général), notion fondée sur celle de mesure d’un angle, introduite
par Menger [2] pour les triplets. Cependant cette notion de mesure, bien
adaptée & V'avis de Haantjes & Pespace euclidien, n’est pas généralement
adéquate. C’est pourquoi I'idée nous est venue de baser la notion de direc-
tion sur une autre qui nous semble bien adaptée anx espaces généraux,
a savoir sur celle de contact des arcs simples. Les ares simples (ensembles
des points homéomorphes au segment 0 < # < 1) peuvent ne pas exister
dans un espace métrique général. Tel est par exemple I’espace quelconque
avec la métrique zéro-un, ou bien un ensemble au plus dénombrable guel-
conque avec la métrique arbitraire. Nous n’allons pas nous occuper ici
de Dexistence des arcs simples dans les espaces considérés, mais envisa-
gerons plus précisement la notion de contact entre eux dans les espaces
métriques généraux (autant qu’il y existent), discuter les difficultés liés
4 cefte notion et, entre autres, établir un théoréme gui n’est pas connu
4 notre avis méme pour les espaces euclidiens.

§ 2. Soit F l'espace pourvu d’une métrique satisfaisant aux postu-
lats connus de Fréchet. Les éléments de Pespace E, appelés dans la suite
les points, seront désignés par des minuscules latines, les majuscules
latines étant reservées pour désigner les courbes, en particulier les arcs
simples. La distance entre p et g sera designée par ¢(p, ¢q).

La distance d’un point a e F 4 I’ensemble A C H, définie par la formule

dat .
1) Q(“yA)szQ(an);
Ze.
peut ne pas é&tre atteinte pour certains points z¢A . Toutefois, si ’ensemble

4 est compact, il existe pour tout a<A au moins un point seA pour
lequel cette distance est atteinte.
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Soient €, et €, deux arcs simples sortant d’un méme point p,. Pour
définir que 1’arc C, est tangent au point p, & 'are €y, nous introduirons
1a notion de projection du point @ sur un are € de Vespace E.

Définition 1. Soit ¢ un are simple paramétrisé 4 laide d’un para-
meétre 7 variant dans Pintervalle fermé [0, 6] avec l'origine fixée p, =
= p(0). BEtant donné un point a<F quelconque, a’ sera dit la projection
du point a sur Pare O lorsque o' = p (z) est le seul point de 1'arc € qui cor-
respond & la plus petite valeur de ¢ telle que

(2) o(a, p(7)) = ela, C).

Définition 2. L’arc O, sera dit tangent & Parc Cy au point p, lorsque
lim 0(Pss 1) _
Doy Q(pm Pz)

ot p, est le point variable de P'are C,, différent de p,, et Py est 1a projection
de p, sur 'are C,. Nous écrirons (3) bridvement comme il suit:

(3)

H

(4) C,T 27001 )

en omettant lindice p, dans les cas ol ce point est fixé.

On voit facilement que la relation Ty est réflexive. En prenant Cy = 0y,
nous voyons que la projection p; du point p, sur ¢, est le point p, lni-méme,
puisque pour tous les points peC, correspondants aux autres valeurs du
paramétre =, on a g(p,, p) > 0 et la relation (3) se trouve satisfaite tri-
vialement.

La définition adoptée de la relation T, n'étant pas symétrique, la
question se pose si la relation 7', elle-méme est symétrique, c’est-a-dire
si Pon a Vimplication

(5) 0,101 = 0Ty

Kuezma nous 2 indiqué que (5) peut étre en défaut. Un contre-exem-
ple de (5) sera donné aprés le théoréme 2 méme pour les arcs C; et C,
rectifiables. A présent, nous allons montrer que la relation T' est transitive.
§ 3. TedorEME 1. 0,70, C,TC, = C,10,.
Commencons par établir le
LeMme, C,T0, entraine Végalité

(Do) P2) -1
23—y 0(Dos Pa)

On a en effet d’aprés laloi du triangle

(6)

(Doy P2)— (P2 3) < 0(Poy 22) < 0(Po, P3)+ 0(Pay P2),
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d’out
o(payp2) _ 0(Pa; p3) . (pa, 1)
o(Bar Ps) (Do, P2) ha o(Poy p2)’
ce qui entraine (6) en vertu de (3).
Passons & la démonstration du théordme 1. Désignons
par p le point parcourant I’arec O, mais différent de p,,
par p’ la projection du point p sur Yare C,,”
par p” la projection du point p sur 'are O,
par P la projection du point p’’ gur lare 0.
On a par hypothése d’aprés la définition 2

@ lim 22:27) _
vy €(Poy D)

e(p”y )

0 et =
pepy 0(Poy ')

La premiére de ces relations implique d’aprés le lemme que p — p,
entraine p’* — pg, d’ott en vertu de la seconde *

: 9(pr'7];)
2y 0(Dos P'')
I1 s’ensuit de la définition 1 que
(9) o(p,2") < o(p,P).

Considérons le quotient ¢(p, p')/o(pe, 2). On a &’aprés (9), en appli-
gquant ’inégalité du triangle,
elp,p) _elp, ) _ olp,p”) | o@”,P)
o(Po; 1) 0@, 1) 2P0, P) (D0, P)

_e®p") o@D e@np")

e p) T oo, p”)  e(po, )
et d’aprés le lemme,

(10)

e(o,2")
2(Po, D)

En vertu de (8) et de la premiére des relations (7) le membre droit
de Pinégalité (10) converge done vers zéro, d’ol

—1.

lim 2@ 2) _
p-pg €(Pos D)
c’est-d-dire C,7C;, c.q.f. d.
En cherchant des conditions les plus faibles possibles qu'il suf-
firait d’ajouter & ’hypothése 0,70, pour en déduire C,7C,, nous f{imes
amenés au théoréme 2. On y verra qu’il est superflu de faire aucune hy-

0,
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pothése complémentaire sur P'arc C,, mais quant & Parc ¢;, nous admet-

tons qu'il a la propridté d’Archiméde au point p, (voir [3]), ¢’est-a-dire
que -

Uzp) _

pomg@(Pos D)

ot Z(M) désigne la longueur de P'are DoD-

TatorkME 2. Lorsque les arcs Oy et Oy ont la méme extrémité p,, que
0,Tp,0, et que Vare O a la propriété @ Archiméde au point py, on a 0,T, C,.

Démonstration. Considérons pour lare C; la paramétrisation
naturelle, en désignant par o la longueur de l'are p,p., oU p, parcourt
Yarc ¢;. Admettons que le paramétre sur €, varie sur un intervalle [0, §]
et que la valeur du paramétre égale & zéro correspond au point p,. Con-
sidérons ’ensemble des points p de Varc C,, pour lesquels o(p, po) = o.
Pour ¢ > 0 suffisamment petit, il existe dans cet ensemble un point uni-
voquement déterminé qui & la plus petite valeur du paramétre sur C,.
Nous désignerons un tel point dans la suite par p, (p, = p,(0)). Désignons
en outre par p; la projection du point p, sur I’arc C; et par ¢’ la valeur du
paramétre o sur O, qui eorrespond i la projection p;.

On a par hypothése

i 2(P2oP2) _

11 =
) pe—py 0{Poy Pa)

’

en vertu du lemme
o(po, P2) _ 4

12 =
12) pg-py @ (Pos Da)

et en vertu de la propriété d’Archiméde de l’arc C; au point p,
13 lim ——m
(13) a0 € (Do P2)

Vu que p; —p, entraine p, — p,, nous concluons de (12) que
P, — P, entraine p, — p,. Il en résulte en vertu de (12) et (13) que

=1.

’ I

g 4 . 2(po,s 22)

(14) Iim 2~ lim
2(Pos Ps)

i = lim 7
powy O pony 8(Po; Do) pyepy 0(Doy D2)

Nous allons démontrer que

=11=1

lim 0(P1) Ps)

a0 o

(15) =0.
En effet, on a d’aprés P'inégalité du triangle

0(P1y P2) < (1, Do)+ 0(Pay p2) <lo—0'|+ 0 (P2, 13),
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puisque la distance o(p;, p;) ne dépasse pas la longueur de la partie de
Tare O, comprise entre les points p, et p;, la longueur de cette partie
étant égale & [o— o’.

En divisant la derniére inégalité membre & membre par o, il vient

i e (P2, p3) 211_5' 422
| (o) P2)

[ i [
La derniére somme convergeant vers zéro en vertu de (14) et (11),
1'égalité (18) se trouve établie.
Désignons & présent par p; la projection du point p, sur Iare C,.
Il s’agit de montrer que

e(P1, P2) < |1H i’
'3

g

m o(p1, p1) —0
n—py €(Poy P1)
ou, ce qui revient au méme, que
(16) lim 2P P _
a0 (Do) P1)
On a d’aprés I’inégalité du triangle

H

17) 0{Pos 11) = 0(Poy P1)— 0(P1, P1),
d’olL
(18) 2P0y p1) _ 0(Poy 1) e(p1y 1)

o = I o
et d’aprés la définition 1,

o(p1, 11) < o(p1; P2) )
o o

(19)

Il en résulte en vertu de (15) que

Lim e(p1, P{) —

(20) 0

o—0 g
et on a en vertu de la propriété d’Archiméde admise
@1) lim 0(po, P4) —1.

a0 [

Par conséquent, en vertu de (20) et (21), la limite du membre droit
de Pinégalité (18) est égale & 1. Il s’ensuit en particulier que

e(Pos P1)—e(p1, p1) >0
pour ¢ suffisamment petit, d’oll en vertu de (17)
1 1
s .
o(po, p1) 0(Pos P1)— 0(P1, P1)
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En multipliant cette inégalité membre & membre par (19) et par o,
il vient
0(p1, o)
0(P1, Pa) _ o

o(po, P — (P, 21 e(Posp1)  0(P1yp3) ]
g o3

9(}’172’{,) <
¢(Po, P1)

d’ott en vertu de (15), (20) et (21)
m 0(p1, 1) -

(22) 7
m—p, 0(PDos P1)
On a d’aprés l'inégalité du triangle
0 (pos P1)— 0 (P1s P1) < 0(Dos 1) < 0(Pos P+ 0(P1, 21,
d’onr
2(P1yP1) _ 0(Pos P1) o(p1, 1)
’ = 7 = N
o(Pos 11) e(@os P1) e(po; P1)
done en vertu de (22)
(23) lim e{Poy P1) -1

p-0y 0(Dos 1)
D’aprés 1identité
o(P1, 1) _ (P, 21) .
e(Pe; 71)  e(pos P1)
(22) et (23) entrainent (17), ¢.q.f. d.
ExeMpLE. Soit, sur le plan euclidien, 0, le segment rectiligne aux
extrémités (0, 0) et (0, 1). I’are C, sera défini & Paide de trois suites infi-
nies {a.}, {bn} et {¢,} de points définis par leurs coordonnées comme
suit. Soient a, = 1/2" et J, = 1/4", les points
An(0tnt Ony 0), Oy 0) o6 bu(an, an)

les n-idmes points des trois suites en question et ¢, Parc rectiligne com-
posé de point (0, 0) et d’infinité de segments

(2o, .’p;)
y
0(Pos 1)

¢, (ap—

a15,0b, 6,061 6,005 D,0b5c00C, 050 ...

Soit p, un point arbitraire parcourant l’arc (le segment) (, sur le
plan euclidien, ¢’est-a-dire supposé métrisé par 1a distance ¢ pythagoréenne
habituelle. Lorsque la projection p, du point P, sur l'are ¢y coincide avec
Ps, C'est-d-dire que p, se trouve sur l'un des segments Opy1Cn, OD &

0(Ps, P3) = 0 et lorsque le point p, est situé sur I'un des segments a,cy,
on a ¢(p,, ;) < 4, comme le montre le triangle A a,b,c,. On a done tou-
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jours
1
Q(Pz:P;) < On — On - 4" o 1
@(PO?PZ) = Q(Poa cn) Op— 671 i _ i 2“—-17
on 4"
donn M%O avee py —+ Do, Cest-d-dire C,T, (.
2(Poy P2)

Par contre, si p, = b,, la projection p; coincide avec le point (an, 0)
et on a Q(PUP;) = a,, d’oht

(plipl) a 1

2(Po, P1) anl/f—): ) ’
et ce rapport ne converge pas vers 0. La relation €T, C, est done dans
ce cas en défaut.
Notons que, dans ce contre-exemple, ’arc C, est le plus régulier
possible et larc O est rectifiable, mais il n’a pas de propriété d’Archi-
meéde au point p,.
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