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This completes the proof.

Having proved the above theorem we can easily obtain the formulae
for solutions of the Fredholm type (see R. Sikorski [3).
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Considérons le probléme de Cauchy abstrait
e’ () + o' (1) +42(t) = 0,

avec petit ¢ > 0 et opération 4 autoadjointe non négative dans un espace
de Hilbert H,. Dans le cas olt H, = (—oo, +o0), A est Iopération de
multiplication par un nombre (non négatif) ef, pour 0 <{< +oo, la
solution du probléme (0.1) prend alors la forme

(0.1) 2(0) =z, a'(0)=wm

(0.2) 2(t) = my(t) -+ 6™ (Amg+ 2,) + . (1),

ot lim y,(¢) = Lim y.(t) = 0 uniformément sur Pintervalle 0 << J-oco

&>+0 et 0

et @, (t) = 6"z, est la solution du probléme
(]

(0.3) o' (B +Ax(t) =0, 2(0) = x,.

Zldmal [8]-[10] a montré par la méthode de Fourier que le com-
portement asymptotique du type (0.2) a aussi lieu pour les équations
hyperboliques du second ordre du type (0.1) dans lesquelles —A est une
opération symétrique fortement elliptique (*). Iei, je me propose de
montrer que le comportement asymptotique du type (0.2) a lien pour
tout probléme du type (0.1) avee une opération 4 autoadjointe non
négative dans un espace de Hilbert quelconque.

1. Semi-groupes i un paraméire d’opérations. Rappelons d’abord
guelques notions de la théorie des semi-groupes.

Soit X un espace de Banach. On appelle semi-groupe (ou groupe
respectivement) & un paramétre d’opérations dans l’espace X toute
famille 8(#) ot 0 < ¢ < +co (ou —oo <t < +oo respectivement) d’opé-

(*) Les équations hyperboliques dans lesquelles la seconde dérivée au temps
contient un petit paramstre ont &té étudiées dans [8] et dans la these de Nikolski
citée dans [2]. Dans [8] et [10], il s’agit des équations aux coefficients dépéndant de t.
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rations lindaires bornées transformant l’espace X en lui-méme et telle
que (3) S(0) =1 et S(t)S(ts) = S(t,+1,) pour 0 <y, < +oo (ou
pour —oo << t,, 3, < +oo respectivement). Un semi-groupe (ou un groupe
respectivement) est dit fortement continu lorsqu’on a

limS({#)z =2 pour fout xeX
0

au sens de la norme dans X. On appelle opération génératrice du semi-

-groupe (ou du groupe) S(¢) Lopération G définie par les conditions

suivantes (3): ‘

D(Q) = {z: weX, lim -1 (8(f)2—=) au sens de la norme dans X existe},
10

@z = lim ¢S ()w— o) pour tout zeD ().
-0

Soit G l'opération génératrice d’un semi-groupe (ou dun groupe)
fortement continu 8 (f) d’opérations dans un espace de Banach X. Alors

1.1. @ est une opération fermée et son domaine D (@) est dense dans X.

1.2. On a dS(8)x,[/dt = GS(t)zy = S(t)Gx, pour tout ToeD(G), ot 0 <
<1< 4oo (—oo <1< -too respectivement), la fonction ®(t) = S(t)z,
étamt pour tout T >0 (ou T # 0 respectivement) la seule solution différentia-
ble au sens de la norme dams X du probléme de Cauchy ' (1) = Ga(t),
2(0) = x,, sur Vintervalle 1(T—1) = 0. ‘

1.3. Lorsque A est une opération fermée et son domaine D(A) est dense
dans X, alors les conditions A = G et S(t)D(A4) c D(A) pour tout t =0
entrainent Dégalité A = G.

Démonstration de 1.3. On a |[S(#)]| < Me™*". Pour tout A > 4,

+o0 \
Topération 2 — L(A)s = f e~ S (t)odi est bornée et transforme X en

lui-méme. D’apreés les 1nclu51ons admises et d’apreés 1.2, on a dS(f)x/dt =
= A8(t)z = S(t)de pour msD(A) Par conséquent, l’opéra.tlon A

ctant fermée, on & (A—4) L(2)o = | f (—A)e S (twdt = L(A)(A—A)z

+oo
= __f »-g—t (e 8 (t)x)dt = & pour weD(A) et A >4, d’oli, D(4) étant
1]

dense, L{A) = (A—4)~* pour A >1,. On a de méme (cf. [1], théoréme
11.5.1, p. 343) L(4) = (A—G)~* pour A > 1, et par conséquent 4 = G.

11 résulte de 1.1 et 1.2 qu'un semi-groupe (ou un groupe) fortement
continu est univoquement défini par son opération génératrice. Nous
désignerons par exp(i@) un semi-groupe (ou groupe) dont l’opération
génératrice est Q.

(%) L’opération de multiplication par un nombre A sera désignée simplement

par A
() D(@) désigne le domaine de Popération G quelconque.

icm
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2. Le probléme (0.1) dans le cas mumérique. Pour H, = (—oo, +co),
le probléme (0.1) prend la forme '
(2.1) ez )+ o' (1) +Ma(t) =0, @(0) =z, &(0)=a,
ol e >0 et 2 > 0. Pour la solution du probléme (2.1), on a les formules
2(t) = so0(t, &, D Bo+ 801 (2, &, Ay,
o' (1) = 83(t, &, ) @o+-81: (2, &, A2y,
on
Soo(t y) i
2.2) ( 0o(t; &, 2) 801(25 &, }*))= exp(t( 0 1 )
S10(ts &, 2) 81(2, €, 4) —Aifle —1]e

_Zn' ( —Afe —1/.9)ﬂ

Lemye 2.1, On a pour e >0, 2 >0 ¢t —oco <1< +oo

(2.3) s, 8, )] <max(l,6™™) ok §=0e 1,
(2.4) 80u(, &, A)] < Ve[t max(l,e ) s 4 >0,
(2.5) s10(t, €, 1) < VAJe max (1, e7H),
(2.6) 801 (2, £, )| < max(e, — te~)
el pour e >0,1>0¢61>0
(1 —

(2.1 ls11 (2, &, )—¢™*/| < min (5 Vel , 81),

— 3
(2.8) 1860 (t, &, A)— e~ <mm( Vel ,Eal),

1,3

(2.9) [$10(t, &, 1) — A1, (¢, e, A)+19_H} < A min (El/“"z 75‘8)'\)‘

Démonstration. Si 1 = 0, ces inégalités résultent immédiatement

de 1a formule
0 1)\ _ [Le@—et
(o af) =6 )

Admetftons done que 1 >0 et que & et A sont fixés; nous écrirons
S OU 83,(1) au liew de sy(t, £, A).
Soit #(¢) la solution du probléme (2.1). Alors
d
%(ew’z—}—lwz)-l-%;’a = 2¢'(ex'' 42’4+ Jz) = 0,

Colloquium Mathematicum X.2 10


GUEST


: @
334 I KISYNSKI B Im

done

e(@'(t) )2+ Al (t) )z-I—Zf( (v))pde = awl—l—lmo

pour te(—oo, +oo) eb
g—(eg”e(em'ﬂ—l- Ja?) = 2(Afe)e* w2 = 0,
t
dol .
efw’ (1))+ A () < (sa+ Aag) 6™

pour te(—oo, 0. Par conséquent, puisque #(f) = 8o (D)ot s.,}(t)oa1 et
@' (£) = 810(8)@y-+ 811 (f)#1, ON 8, €n posant 2, = 0 et #, = 1 ou bien xy=1
et @, = 0, les formules (2.3)-(2.5) ainsi que les formules

+00 1

(2.10) [ (sw0)at <zh
+0

(2.11) f (1 (1)) it <%a.

0

Pour démontrer les inégalités (2.6)-(2.9), nous nous appuierons sur
les équations :

(2.12) dsoofdt = A(81,—800) = 810 = — (A/&) 01,
(2.13) dsg; @8 = —(1/e)8e1+ 800 = Su1,
(2.14) dsy [dt = —(L1[e)811+ 810,

qui résultent des équations suivantes, évidentes d’aprés (2.2):
d (se0 801 0 1 $00 So1) _ [Soo So1 0 1
at (sm 811) = (ul/e '—'1/6) (310 su') - (310 sn) (—l/a ——1/6)'
Ad (2.6). En vertu de (2.13), on 2
s01(f) = e"”efe”/" (v)dr,

d’olt, en tenant compte de (2.3), il vient
i
1862 (8)] < e‘”‘{fma.x(e”‘, 1)dr| < max(e, —t6™").
0

t
Ad (2.7). On a sy, () = 6~ 467 [ s )y(r)dr daprés (2.14). T
0
résulte de (2.6) et (2.12) que

: t
Uﬁ’/ﬂsm(r)dr’ < lf"wdf < edetl.
S 1]
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Enfin, (2.10) entraine
i 12 172

£
Ue”"sm-cdrf <(fe””edr) (f sfodr) <% Vea 't
0 0 0 “~
Ad (2.8). On a d’aprés (2.12)

2
(2.15) soo(t) = 674267 [ V5,5 (v)dx
0

ef, vu que

12 i 12

Ue s1.(7)del < (fe”’dr) (f sildr) <%v’me’“
0 ’ “

en vertu de (2.11), on obbient [se, () — =¥ < 1Vea -V (2.13), on déduit
de (2.15) en intégrant par parties

Soo(t) = e+ Asgy (1) — A2e™ f s (7) dr.

On a d’aprés (2.12) et (2.10)

¢ 12 1/2

| [ snlm)dn] = (e/3) ] f ¢sio(v)dr| < (e/2) ( f o dx) ([ stz
[ 0 0 0

(1 A Ar
<5 Elne,

A'olt [s05() — e <Bed en vertu de (2.6).
Ad (2.9). On & 810(t)— Asy1 () +267% = — A(849 (1) — 6~%) Laprés (2.12).
Par conséquent (2.9) résulte de (2.8).

3. Le probléme (0.1) dans un espace de Hilbert. Soient H, un espace
de Hilbert avec produit scalaire (x, ), et A une opération autoadjointe
non négative dans H,. Désignons par H, l’espace de Hilbert constitué
par D(AY2) avee le produit scalaire (z,y), = (w4 A2, y+Al/2),
par || {l; la norme dans H;, et par ;|| || la norme de Popération bornée
de H; dans H;. Les éléments du produit cartésien H, x H, seront repré-
sentés sous la forme z = (g") o meH, ;.

1

Nous étudierons le probléme (0.1) & l'aide du caleul fonctionnel

d’une opération autoadjointe (ef. [4] et [7]). Soit {H,} une décomposition

Punité dans H,, telle que 4 = [ A dF,. Posons pour tout & > 0 fixé
0
D(4,)= D(4)xD(4'"),

Ty

Aw— (_(1 e /a)ml) ot @= (zz) eD(4,).
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THRORBME 3.1. Pour tout ¢ >0, A, est Popération génératrice d'un
groupe fortement continu d’opérations dans Vespace HyxX Hy. St les s;,(t, e, A)

sont définis par la formule (2.2), on a, quels que soient @ = (z") eH,xH,
1

et te(—o0, +o00),

_ Soo(ty &)o+Bou(t, 3)%)
@1 expltdo = (sm(t, )0+ S5 €)25)’
o
+00
(8.2) Sunlty &) = [ sulty 5, 1) AH;.
[

COe théoréme sera démontré plus loin (voir n° 4). Pour le moment
nous en allong déduire une conséquence.
En vertu de 1.2, il résulte du théoréme 3.1 que la fonction

(8.3)  2(t) = Bu(t, )we+Sully e)oy  oU  —oo<i < Foo,

prend pour tout zyeD{A) et #,eD(A/2) ses valeurs dans D(4) et qu'elle
est une solution du probléme (0.1) une fois continfiment différentiable
au sens de la norme || ||, et deux fois continfiment différentiable an sens
de la norme || ||,. En outre

(34) @) = Sholt, )Bo+-Fuult, )@ o —o0 <t < oo,

Pour tout T # 0, la fonetion (3.3) est sur lintervalle ¢(T--%) =0
T'unique solution du probléme (0.1) qui soit deux fois différentiable au
sens de la norme || ||, (¥).

La solution du probléme (0.3) s’exprime par la formule

(3.8) (1) = exp(—1td)m, pour O << Foo,

+0o0
ol exp(—14) = f ¢~ 4B, est un semi-groupe fortement continu d’opé-
0

rations dans DPespace H,, l'opération génératrice de ce semi-groupe
étant —A.

(%) Siw (1) est la solution de (0.1) pour my = =, = 0, alors x,(t) = Enn(t) satisfait
n
a I'équation ex” + ap+Ap@y = 0 ol 4y = fldEl. Comme 2,/ (0) = x5 (0) = 0 ot A4,
d

est une opération hornée, on a Enz(f) = 2,(f) = 0 pour tout n = 1,2, ..., d’olt
#{t) = lim Epz(f) =0 (cf. [5], p. 272).
N0

EQUATIONS HYPERBOLIQUES 337

THEOREME 3.2. Quels que sotent ¢ >0 6t t > 0, on a

1 —
Ve |4V, si meD(AN2),
(36)  |ISon(t, e)7— exp(—td)all, <] ° ' P

3
EEHACUHO st zeD(4),
(3.7 1801(t; e)allo < ellzlle  pour weH,,

(88)  lI81(t, B)a—8y (2, &) Aw+ exp (—td) dal],

1 -
_ gVe 1 4%ll,  si 2eD(A),

gs 142z, si  zeD(A?),

Welldvall, s @eD(41),

3.9 8 —e '
(3.9) 18118, &)z — e ], g{SHAm”o st xeD(4).

Démonstration. Cesinégalités résultent immédiatement du lemme
2.1. Pour xeD(A2) par exemple, on a d’aprés (2.8)

[1800(t, &)z —exp(—td)alls = [ (solt, &, A)— e~ 2 d|| By}
0

TROU1 )\ , 1 .
<[ (3ver) diBsll = Tellarlg,
ce qui établit 1a premiére partie de la formule (3.6). Il en est pareillement

dans les autres cas.

En vertu de (3.6)-(3.9), les fonctions (3.3) et (3.5) satisfont, pour
e >0 et t >0, aux inégalités

1
E‘E A2, ]o si moeD(AL2) et m,eH,,

Hz () — 20 (D)]]o < ell@llo+
5 elldally i @eeD(4) eb @, <H,,

[l (8) — 3 (1) — 6™ (; -+ A,)| |

1 R

EI/E (1423wl |g+ [ A2 2w+ Amo)| o) 8i @oeD(A%2) et @y eD(A%),
3

G(HAzmoHo’*'g”A(w1+Amu)|!o) si @y D(A?) et z,eD(4);

le comportement asymptotique du type (0.2) est ainsi &tabli.
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4. Démonstration du théoréme 3.1. Nous l'appuierons sur trois
lemmes.

TEMME 4.1. Pour tout ¢ >0, A, est dans Vespace H,xH, une opé-
ration fermée et son domaine D(4,) y est dense.

Démonstration, A étant une opération autoadjointe dans

H,, D(AY?) est || |l,-dense dans H,. Puisque 1- A2 est une opération
bornée inversible qui transforme H; en H, et que (1-+A)D(4) =
— D(A'), on conclut que D(4) est || [|;-dense dans H,. Par conséquent,
le domaine D(4,) = D(4) « D(A'*) est un ensemble dense dans 1’espace
H,xH,. n , .

Va que ||of]; = |l=ll, pour weH, = D(4 ) et que opération 4,
en tant qu’autoadjointe, est fermée dans l'espace H,, les conditions

ToneD(4), @ eD(4AY) n=1,2,...,
zoe D(A'"), YoeD(4A'?),

|1 —21]lo = 0,

pour
2, eH,, yreHy,
[[@1n— Yollr ~ 0,

N — (1/e) A@on— (1 /&) @1a) — ¥allo — O

|| %on— @olls — 0,

entrainent que
zgeD(4), #,eD(AF), Y= et y = —(/e)Awy—(1]e)@,.

Par conséquent, Popération A, est fermée dans l'espace H, X H,.
TEMME 4.2. Les intégrales (3.2) sont des opérations bornées transfor-
mant Hy_; en Hy_; 6t

A180(t, 9)llx < max(l, "),
Sorlts )llo < max(Ye +e,(Ve —t)e™h,
oll8so(t, )l < max (V1fe,)/1/e 67),
o822 (t, 2)llo < max(L, ™)

pour ¢ >0 e —oo <1 < ~+o0.

Pour tout & >0 fivé la famille 8,(1), o —oo <t < +oo, dopéra-
tions bornées iramsforment Vespace H X H, en lui-méme, définies par
la formule

_ 8oo(ty &) o+-8o (¢, €) ey : ;_(a’o) H.xH
#2) S = (‘sm(t:e)mo'*'su(tyﬁ)ml pour @ @y X

est un groupe & wun paramétre ow
(4.3) 8,(t)D(4,) = D(4,)

Démonstration. Il résulte de (2.3) que 8 (t, &) ot ¢ = 0 et 1 sont
des opérations bornées transformant H, en lui-méme et que o||8;(t, &)llo <

pour —oo <t << oo,

icm
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<max(l, e, Bi @eH, et y= (1-+Axz, on a Sy(t, &)z = Su(t,e)
(14-Ar2)-ty = (14 A28, (8, e)y e H, b |[So(t, &)alli = [|8oo(t, £)Yllo<
<max (L, e*)|lyllo = max(1, e~)|joll;. Done Soolt, e)Hy < H, et
1llSoa (%, &)l < max (1, 7).

10 résulte de (2.4) et (2.6) que Sy (¢, &) eb A28, (¢, &) sont des opé-
rations bornées transformant H, en Iui-méme et que ||Sy(2, &)llo <
max (s —te~ ), A2 (2, &)l < ‘/;ma'x(lr =", Pott Sau(t, 8)H, c H,
et 180 (t, e)lls < max(Vete, (Ve—1t)et).

Il résulte de (2.5) que l|s5o(t, &, A)(1+VA) | < ¥1/emax (L, =%
Si zeH, et y = (1+4")2z, on a

+o0
18:0(t, e)alls = [ (810(t, &5 2)) %l | Bl

=] (i, HA-+HVD )2 a1 B 1}

< (1/e)max (1, eF)|ly|l; = (1/e)max (1, ¢7*)]la)]3,
done

H, = —D(‘Sw(t; 3)) et ofl8y(f o)l < Vﬁmaﬂ((l, ey,

Par conséquent, S;(t, &) sont des opérations bornées transformant
H,_;en H,_;et les théses (4.1) sont établies. La formule (4.2) définit done
des opérations bornées transformant 1'espace H; xH, en lui-méme. Les
propriétés des groupes de la famille d’opérations §,(t) résultent de celles
des matrices (2.2). Enfin, ’inclusion (4.3) est équivalente & 1’ensemble
des inclusions

Su(t, ) D(4) = D(4),
810(ty £)D(4) = D(A'?),

Su(r, &) D(4YF) D(4),

(4.4) 8.1(t, &) D(AP) < D(A)
ull, .

+o0
Comme D(A) = {#: seH,, [ 12d||Ea|j; < +oo}, il s’ensuit que si
0
zeD(A) et y = Syo(t, &)w, on a d’aprés (2.3)

+o0 o

[ a1 Byll} = [ (3sonlt, &, 1) 2| Easlly

[1] L]
+o0
<max(l, 6") [ 22d||Balf} < +oo,
0

done yeD(A), ce qui prouve la premiére des inclusions (4.4). Les autres
inclusions (4.4) s’établissent d’mne maniére analogue.

LeMME 4.3. Pour tout e >0 et tout zeD(4,), on a lim ¢1(8,(t)z—a) =
0

= A,z au sens de la norme dans H,X H,.
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Démonstration. Il s’agit de montrer que, quels que soient ¢ >0,
yeD(A) et @ < D(A') fixés, on a

lim Ht_l(soo(ta 6o)f’f'o—"f“"'u)nl =0,
150

lim [[t72801 (2, &)1 — @[}y = 0,

0

(4.5) .
im 162810 (%, &)@+ (L[e)A2ollo = O,
0
1311 (182811 (¢, ), — 1)+ (L/e) @yllo = 0.
0

Or on a pour & >0 et weD(A) fixés

(48)  11t{Boolt, e —all} = [|(L+A") S0 (t, ) — )}
40 . +00
= [ (@+V D)t saolty 2, D—1)J'dll Bawll® = [ fuW By,
0 0

oll y = (1+4'" x et, en vertu de (2.12) et (2.5),

(4.7) FA) = (Hs00(t, &, A)—1)(14+V2)7)2
1
= (t* [ s10(7, 8, AL 4VA) 1 dr)* < (1/e)max (1, e=*F).
0

En vertu de (4.7),les fonctions f;(2) sont, pour ¢ > —1, bornées dans
leur ensemble sur DPintervalle 0 <1< oo par la fonction égale
identiquement & (1/s)é*, qui est sommable sur cet intervalle par
rapport & la mesure {|E;y|li. Vu que 11231810(% g, ) = 84,(0,6,4) =0,

0

on a d’aprés (4.7) lim f;(A) = 0 pour tout 1¢<0, +o0). Il en résulte en
=0
vertu du théoréme de Lebesgue sur la convergence bornée que l'on a
+oco
Dégalité Lim [ £,(1)d]| Byl = 0. La premitre des égalités (4.5) est ainsi
-0 0

établie en vertu de (4.6). Les autres égalités (4.5) se démontrent d'une
maniére analogue. .

Les lemmes 4.1-4.3 étant démontrés, reprenons la démonstration
du théoréme 3.1.

D(A,) étant dense dans Hy;XH,, il résulte de (4.1) et du lemme
4.3 que le groupe S,(f) est fortement continu. Soit @, son opération
génératrice. Conformément au lemme 4.3, on a 4, = ¢,. En vertu de
(4.3), du lemme 4.1 et de 1.3, on & donc 4, = @,. Par conséquent, 4, est
une opération génératrice du groupe 8,(t) et on a exp(td,) = 8,(t),
@’ol1 la formule (3.1) en vertu de (4.2). :
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5. Equations du type 2" (f)+2'(1)+Ax(t) = f(£). Sous les hypo-
théses de 3 (voir p. 336) considérons les problémes

(8.1) s’ (1)4-a' () +4=(t) = f(1), 2(0) =42'(0) =0,
(5.2) @' (t)+Ax(l) =f@), 2(0)=0,
ol f(t) est nune fonction donnée ayant ses valeurs dans H,. Il résulte du

théoréme 3.1 en vertu de celui de Phillips (voir [6], théoréme 6.3, p. 219)
le suivant

TEEOREME 5.1. La fonction f(t) élant contindment différentiable pour
—o00 <t < 4oo au sens de la norme || |l,, la fonction

i
(63) @)= (U/e) [Sulr, )f(t—7)dr, —oo <t < oo,

prend, pour tout & > 0 fixé, ses valeurs dans le domainé D(A) et elle est une
solution du probléme (5.1) une fois contindment différentiable au sens de
la norme || ||, et deux fois contindment différentiable au sens de la norme
Il Ho- La fonetion

t
(5.4) @(t) = [exp(—td)f(t—r)dr, 0 <1< +oo,

prend ses valeurs dans D(A) et elle est une solution du probléme (5.2) une
fois contindiment différentiable au sens de la norme || ||o.

Démontrons, pour terminer, le suivant
TeEOREME 5.2. Sous les hypothéses du théoréme 5.1, on a

[
(5.5) la () —ao(8)]]o < (2¢ [ [If(2)|l3d)"
0
pour tout ¢ >0 et tout t =0, ef
(8.6) Lim [ (8) — @4 (1) -+ 6/ (0)]]y = 0
5—>+0

uniformément sur tout intervalle fini 0 <t < T.

Démonstration. Nous allons montrer d’abord que
+e0
(3.7) [ llexp(—id)a—(1/e)Sn(t, ) o|lidt < 2ello|[}
0
pour ¢ >0 et weH,.
En effet, posons pour ¢ >0 et 1 >0 fixés

u(t) = e~ —s40(2, &, A).
Alors #(0) = 0 et, d’aprés (2.12),
u(t)+(1/A)w' () = — sy (t, e, ),
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d’olr
d
(u(i))ﬂ-(l/%)a(u(t))2 = —u(t)su (2, &, ),
i

[ i
[ lu@Pde+en@of <(f w@Pd)® ([ (sl & dfd)”

done en vertu de (2.11),
40 +co 1
[ (6 —snlty e fde < [ (sult, &, D @ < 3¢
0 0
pour &£ >0 et 1 >0. Vu que s4(f, &, 0) = 1, c’est aussi vrai pour A =0
et vu que (1/e)so; (2, &, 4) = Spo(?, &, A) —841(¢, &, 4), on a par conséquent
400
[ *—@/e)sulty e, DPdt <2 pour &>0 et 1>0.
[}

On a done, en vertu du théoréme de Fubini

+00
[ llexp(—td)a— (1/e)Su(t, &)alltdt

400 o0
=0f {of (7%~ (1/e)sunt, &, 2)) it} d|| Byal}
+o0

<2 [ d||Byolf; = 2ellal]}.

0

Ceci établi, posons pour i >0 fixé z = z,(t)—x(t). Alors, d’aprés
(5.3), (b.4) et (5.7), on a

1 Wt

llalls = ([ (exp(—v4)— (1/6)Sur(z, &) f(t—7)dv, a)o = [ (f(t—1)
0 0

et

12
exp(—zd)o— (1/e) S (7, )olidr < ([ IIf(2)Il3dn)'" (2ellal)'?,
1]
dott (5.5).
On a d’aprés (5.3) et (5.4)

1
@' (1) = (L/e) Sur(t, &) (0)+ (1/z) [ Sox(r, )f (t—)dr,
11
@(t) = exp(—14)f(0)+ [exp(—74)f (t—7)dr.

On a aunssi d’aprés (3.2) et (2.12)
(1/2)80s(t, £)f(0) = Soo(t, &)f(0)— 8 (t, €)£(0).
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De méme que dans le cas de (5.5), il vient

i t
| [ lexp(—a) = (L/e)Bus(z, e)f (=) e}y < (2 [ IIF (2)li3dn) ™",
donc

(5.8) t lle’ () — 2 (&) + e~ F(O)llo
< (26 [ Il ()" + 1] (exp(—14) 800 (2, &) F(O)llo+

-+11 (Sn(t: 3)—9_”2)f(0)”0
pour tout &>0 et ¢t > 0. Comme o|lexp(—id)ly <1, ollSe(t; &)lle <1
et o181 (t, &)llo <1 pour ¢ >0 et t >0, D(A) étant dense dans H,,
les inégalités (3.8), (3.9) et (5.8) entrainent (5.6).

Les autres évaluations de @(f)—ay(E) et = (f)—w;(2)4 e "f(0)
résultent immédiatement de (3.6), (3.9), (5.3) et (5.4) sous les hypothéses
que f(f) et f'(t) prennent ses valeurs dans les domaines D(4) et D(4'*)
(cf. les évaluations correspondantes dans [8]-[10]).
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