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SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES
RESOLUBLES PAR DES METHODES ELEMENTAIRES

PAR
K. TATARKIEWICZ (VARSOVIE)

... Questions of formal integration do not at
present attract the atiention of scolars. One even
hears disparaging remarks about ‘mastery of
quadrature’ ... I can not help but feel that
the source of this is the same as in the fable
of the fox and the grapes...”

B. M. Kojalovitoh*

§ 1. Ce travail est consacré & la généralisation d'une méthode é16-
mentaire connue de résolution des équations différentielles ne comte-
nant pas explicitement la variable indépendante. Elle conduit 3 ’inté-
gration d’un assez grand nombre d’équations différentielles ordinaires
d’ordre supérieur par quadratures ou méme par les fonetions élémen-
taires.

L’interprétation géométrique de la méthode sera donnée au § 7 et
quelques généralisations possibles aux systémes d’équations seront
esquissées au § 8 (%).

Il est vrai que les méthodes qui vont étre considérées peuvent ne
pas étre efficaces si on les applique & n’importe quelle équation ne conte-
nant pas explicitement la variable indépendante. Ici — comme d’ailleurs
dans toute la théorie des solutions élémentaires — le succés d’une méthode
est impossible & prévoir a priori. Cela tient probablement au fait que
certaines fonctions ne sont appelées élémentaires que par des raisons
historiques et que la classe de ces fonetions n’est fermée ni par rapport
4 Pintégration, ni par rapport & Iinversion de fonetion.

* B. M. Hosunosud, O npofizeme unmeepuposanus dupeperyuanvroce ypadte-

‘wus ydy—ydes = R(x)do, Coormux mocamennsit mamarx JI. A. T'pase, Mockna 1940,

p. 79-87. [Cité d’aprés Mathematical Reviews 2 (1941), p. 197.]

(1) Communication présentée & la Société Polonaise de Mathématique, Section
de Lublin (séance du 6. X.1960). Les caleuls complets (d’ailleurs fort simples) et
quelques autres exemples paraftront dans Prace Matematyczne (en polonais).
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§ 2. Considérons I’équation d’ordre » ne contenant pas explicitement
la variable indépendante

_ dy (l”y)
ey | = 0.
(2.1) F(y’dm’ "

Soit y = y(z) une de ses solutions. Admettons qu’elle a une fonction
inverse ®=y_,(y). Une méthode connue de résolution de Péquation
(2.1) est bagée sur Pemploi de la substitution

(2.2) W) =y [y-);

on obtient ainsi 1’éguation d’ordre »—1

dp d'p [dp]* )
2.3 r - — —1,...]=0.
(2.3) (?/,P;deyﬁ dyz +p dy )
En particulier, on peut résoudre ainsi par quadratures 1’éguation
(A) vy =y ().

§ 3. L’application de cette méthode exige l'existence de la fonection
x = 19y_,(y), inverse de la solution y = y(x). Cependant nous n’étudierons
pas ici les conditions qu’il faudrait imposer & la fonction de n-+1 variables
F =F(y,Y1,...,Y,) pour assurer l'existence de la fonction inverse
Y_1, car de telles conditions ne le font que localement; de plus, les équations
de la forme (2.1) peuvent avoir des solutions singulidres, tandis que I’im-
portance des méthodes élémentaires consiste en ce qu'elles donnent ou
doivent domnner toutes les solutions, et cela non localement.

§ 4. On peut généraliser la méthode du § 2 en employant la substitu-
tion

(4.1) ay) =y (y_.(y)
ot y® = d¥y/da”® et & >1. On a done
¥ () = Uy
¥ (@) = ¢ @) lympiy¥’ (@),
9"+ (z) = 4" (Ply—ve) [y’ ()T + 4 Nly=wny’ (@),
L’équation (2.1) devient par cette substitution
Gy, 9, ..., y(k_l)y 454 5.0y q(n 'k))

=P,y 9", ¢, vq, ¢y +qv",...) = 0.
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Si la fonction ¢ est indépendante de #',...,y%Y, on parvient &
Péquation d’ordre n—*k
d ar*
q q) 0.

B
¥ (./ q, 1(1]/' 9(1?/,1_7.

Cette méthode permet, entre autres, de réduire Péquation d’ordre »

(B) ¥ = yfl, y™ )
4 une équation d’ordre 1. Dans le cas particulier ot
©) ¥ =yfw,

on obtient méme les solutions par quadratures. I1 en est de méme pour
P’équation

(D) v = ey by

dont des cas particuliers sont les équations

(B) Yy +ayy "+ f )y =0

(résolue par Wieghard [7]; voir aussi Kamke [3], p. 630) et
(¥) Yy —ay'y Yy =0

(résolue pour e = 1 par Kamke [2], p. 602, et [3], p. 629).
Par la méme méthode, I’équation d’ordre k-2

-+
(@) Yyt — gty gy (y, y(n)"!/u’ )

se laisse réduire 4 I’équation du second ordre

2

&g ( dq)
W_g f’/sq’dy

(ou bien on a y'(z) =0). Si

(4.2)

(H) g(y, 2, 6) = a(y)2+b@)w+f(¥),

Péquation (4.2) est linéaire. En particulier, lorsque n =1 ou 2 et
(x) g(?hz!“) =f(y)7

(&) g(y, 2, u) = az+putf(y)

respectivement (oll « et § sont des constantes) ou bien si

(X) 9(y,2, %) =b(Hy)+ay)z,

on obtient les golutions par quadratures.
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§5. La méthode admet des modifications et des variantes. Par
exemple, ’équation

(L) Py +yy” =,

oll a est une constante, peut &tre réduite par une substitution inverse
4 (2.2) et, & Vaide de la formule (2.3), & Péquation

&z

— = 0

ag !
elle peut done étre résolue par quadratures et en particulier, lorsque
a = 0, ¢’est-d-dire lorsqu’elle revient &

(M) y:‘/” — ___ylﬁ,

elle se laisse résoudre méme & laide de fonetions élémentaires.
L’application de la substitution (2.2) & I'éguation (L) conduit & 1'équa-

tion du premier ordre dépendant explicitement de la variable indépen-

dante

() 2yy' = a—a*yt.

Sa solution est barale pour a« = 0. Pour a # 0, on revient par
la substitution (2.2) & '"équation (L). On peut ainsi trouver les solutions
élémentaires de ().

Avant d’appliguer les substitutions (2.2) ou (4.1) & une équation
d’exemple d’ordre n, on peut employer la substitution

M (@) = y (2).

Bien qu’elle conduise & une équation d’ordre w-k, celle-ci peut

étre plus facile & résoudre que P’équation primitive. Citons & fitre
d’exemple les équations suivantes:

(0) ¥ = yf ")
(une étape intermédiaire en est I’équation (B)) et le cas plug particulier
(P) Y™ = dyy,

qui comprend pour % =3 I’équation de Blagius (voir [1]) et étudide
par plusieurs auteurs (voir par exemple Salié [5]). Malheuresement,
ce n'est vraisemblablement que dans le cag banal de n = 2 que cefte
méthode conduit & des résolutions élémentaires.

Un cas particulier de ’équation (G) est I’étape intermédiaire de la
résolution de I’équation

(n+1)
Q) gy =y oty (y(n)’ : y )
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Dans le cas particulier ol

(R) g(v, u) = f(v),

on obtient en posant 2 =y et g = 2™+ Péquation
dq
22 =@,

résoluble par quadratures. On n’a en effet qu’s résoudre Péquation
(5.1) 2™ = g(z)

et on obtient la solution cherchée & I'aide de la formule y(z) = 2’(x).
Le cas particulier de (R) ol f(v) == 0, c’est-d-dire 1’équation

(8) gyt = gy,

V) K :

se résout par des fonctions élémentaires ef lorsque »n = 1, ¢’est-a-dire que
(T) W =9y )

Péquation (5.1) se résout par quadratures.
Un autre cas particulier de 1’équation (Q), & savoir P’équation

(U) gyt = gy by L ayty

ol @, b sont des constantes, conduit par les mémes substitutions & I’équation
(5.2) ¢ —aq'—bg=0.
Pour n =1, Péquation (U) devient

(V) vy =y by - ayty”

et alors tous les caleuls nécessaires s’exécutent facilement.
De méme Péquation

(W) yzym — ‘l?/“ﬁlly o 3@/,2+y1g(y)
se résout par quadratures et son cas particulier
(X) ;l/zzl['" — 4yllyly_‘_‘3yli_|_ 2“}/’?]4,

oll a est une constante (qui peut d’ailleurs étre nulle), se résout par les
fonctions élémentaires. Les calculs sont particuliérement simples lorsque
a = 0, c¢’est-a-dire dans le cas de I’équation

(Y) vy =4y y'y—3y".
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§6. Le champ d’applications des substitutions plus générales que
(4.1), & savoir des substitutions de la forme

)] =y, ¥, 4", ")]znﬂ_l(?/)

est trds vaste. Citons-en & titre d’exemple Péquation

u).

(7) Wy =y —
La substitution
7(y) =¥ (@)Y (@) ]a=y_ 0
dont on tire
¥ ([y(@)y (@) = [y @) F+y' (@)9" (@)
(ot 7' = dr/dy) donne

y' =0,
ou -bien

dr _r

@y

L’équation (Z) se résout donc par quadratures.

§ 7. Quelle est Pinterprétation géométrique des cas dans lesquels on
peut appliquer la méthode envisagée? Considérons P’équation

(@.1) gt (v, )

elle équivaut au systéme d’équations

d dz
(1.2) 2z =1,

auquel vient correspondre I’équation des caractéristiques

(7.3) & EJ‘(y, 2).

dy 2
Cest la méme équation (aux notations prés) qui 'obtient (ef. (2.1)
et (2.3) pour » =2) de (7.1) par la substitution (2.2). En considérant
les solutions de (7.2) dans I'espace des points (x, y, 2), les solutions de
(7.1) en sont les projections sur le plan Ozy et les solutions de (7.3) le sont
sur le plan Oyz. L'équation (7.3) est d’ordre 1 grice au fait que la famille

des solutions de (7.1) étant & deux paramétres, sa projection sur le plan -

Oyz n’est qu’une famille 4 un paramaétre.
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D’une fagon analogue, ’équation (2.1) ou plus exactement ’équation
explicite

¥ =f, vy Y

équivaut & un systéme de » éguations dordre 1 avee les variables dépen-
dantes ¥, 21, .-, #5_1- Lies solutions en forment une famille 4 » paramétres.
En la projetant sur un sous-espace formé par % axes, on obtient une
famille & £—1 paramétres et on peut alors parvenir par la substitution
(4.1) & une équation d’ordre £—1, par exemple toutes les fois que les
sous-familles de la famille des solutions du systéme de # équations
forment des cylindres de la forme COXZER, ; ol ( est une courbe.

En ce qui concerne les équations ne contenant pas explicitement
la. variable indépendante, une telle projection sur lespace R, ; & n—1
dimensions est notoirement possible toujours, grice & quoi la méthode
du §2 conduisant & D’équation d’ordre »—1 est toujours applicable.
Cette conclusion résulte d’ailleurs aussi des formules du § 2. Kvidemment,
déja la méthode du § 4 n’est pas toujours applicable.

L’interprétation de la possibilité d’appliquer la méthode du § 6
est évidente.

§ 8. Une généralisation aux systémes d’équations différentielles est
presque immédiate. Considérons par exemple un systéme de n-+1 équa-
tions (ot » > 1) d’ordre 1 dont les seconds membres ne contiennent pas
la variable indépendante ¢ (systémes dynamiques):

dz dy; R
(8.1) %‘zg(ﬁfyl’“"yn)? "ift"—‘fi(wryli"'iyn)) t=1,2,...,n.

Soit # = @(t), ¥ = ¥:1(t), ..., Yo = Yn(f) une solution du systéme
(8.1). Admettons V’existence de la fonction ¢ = x_; (%), inverse de z = x(1)
et posons

pil@) = yilw_1(@)), T=1,2,...,n
Alors

o' (8)p; (2 (1) = y:(¥).

On a ainsi la réduction bien connue du systéme (8.1) de n—1 équa.-
tions du premier ordre au systéme

%zfi(mypla ---ypn)
da g(z, p1, --':py)’

n’en contenant que n équations.
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Considérons maintenant un systéme de n--1 équations du second
ordre

&’z do dy dy
52) Etizd(ﬁ’y”""y’”ﬂ’d—tl’m’ﬁtﬁ’
) dy de dy dy, ,
EF=hi<w,yl,...,yn,a;-,—df,...,#), i=1,2,...,n.

Soit @ = x(t), y1 = 1 (), ..., ¥n = Yn(t) une de ses solutions. Ad-
mettons comme auparavant l'existence de la fonetion ¢ = »_, (@) inverse
de z = g(t) et posons

q(2) = &' (v_; (2)),
pi(m):ﬁ'/i(x—l(w))ﬂ t=1,2,...,m.

11 vient

@ (@_y(2) = ¢(n)q (@),
Yi (w_y()) = q(@)pi(2),
yi (o1 (@) = q(@)p! (2)+ g ()¢ () ps(),

Le systeme (8.2) d’équations d’ordre 2n+- 2 se réduit ainsi au systéme
d’équations d’ordre 2n-}-1

t=1,2,...,n.

dg 1 g o

4

@'p; dg &
Qo "‘pi@ +hi(w’.'p17 '~'>pn7quq D

dp, . ;
Fm—*,...,q-d—wn), ’021,2,...,"'/-

On peut généraliser facilement cette méthode aux systdmes d’équa-
tions d’ordre supérienr aussi bien en employant les substitutions qui
correspondent & celles de la variante du § 2, qu'en faisant usage des sub-
stitutions qui correspondent & celles du § 4 ou du §6. Les caleuls néces-
saires sont faciles.

§9. Bien que le systéme de notation de Menger (voir par exemple
son manuel [4]) ne me semble pas encore suffisamment développé
(voir mon article [6]) pour lintroduire avec succds dans toutes les
branches de I'Analyse, il se préte fort bien & étre employé dans le
présent travail. Le lecteur qui connait ce systéme de notation et qui
voudra bien y transerire toutes les formules des paragraphes précédents
Dourra constater 1'économie qu’il comporte et se rendre compte de
certaines difficultés logiques qu’il permet d’éviter. ‘
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