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Verallgemeinerte vollkommene Folgenrdume *
von

ACPIETS(H (Berlin)

1. Vollkommene Folgenrdume (). Ein Folgenraum 2 ist eine Menge
von komplexen Zahlenfolgen E,L, die beziglich der Addition _Eh+7},,, =

& 1/1,‘ und der Multiplikation 1, = Af, einen komplexen linearen

Raum. bildet. Jedem Folgenraum 2 ordnet man die Gesamtheit 1* aller

Folgen o, zu, fiir die mit beliebigem & e stets 'lu, & < + oo gilt. 1* ist
1

ebenfalls ein Folgenrawm. Wiederholt man diesen ProzeB, so ergibt sich
A**, und es gilt 2 C 2*. at man sogar 2 = 1™, 5o heiBt der Folgenraum 2
rollkommen .

Ist 2 ein vollkommener Folgenranm, so wird durech den Ansatz
PR oo .
ayy & = Yy, auf A*x 2 eine Bilinearform definiert, die 2 und i*
1

zueinander in Dualitit setzt. Daraus ergibt sich die Moglichkeit zwr
Einfihrung von lokalkonvexen Topologien auf A und 2* (vgl. 6).

2. Problemstellung. Wir wollen verallgemeinerte Folgenriume be-

trachten, die aus Folgen Ja,, mit z, ¢ B bestehen. Dabei goll ¥ ein folgen-
vollsténdiger und separierter komplexer lokalkonvexer Raum gein.

3. Definition von A(¥) und A[F]. Im folgenden sei A ein belie-
biger vollkommener Folgenraum.

a) A(H) soll aus allen Folgen r,, mit a, < B bestehen, fir die mit ek’
stets \'::‘n,,‘,“disl gilt.

b) A[H] soll aus allen Folgen ;n,,' mit ay, e /4 bestehen, fiir die mit &;,:Z*

oo
stets > apay, in B konvergiert.
T .
* Bericht itber einige Ergebnisse aus Verallyemeinerte vollkommene Folgenrdune,
Schriftenreihe der Ingtitute tiir Mathematik bei der Dt. Akad. Wiss. 12 (1962), 8. 100.
() Eine Einfiihrung in die Theorie der vollkommenen Folgenriume gibt
(s, Kothe in Math, Nachr. 4 (1951), S. 70-80. ) :
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4. Darstellung von A(F) und A[E]. Man kann zeigen, daB die

Folgen aus A(H) oder A[F] zur Darstellung von gewmsen stetigen linearen

Abbildungen dienen kénnen.
a) Jeder Folge :(;hell(E) wird durch den Ausatz

o0

X(a) = Y gz, mit

1

el

eine stetige lineare Abbildung X von [A}] in B zugemdnet Dabei ist

[43] derjenige Unterraum von Z;, der aus allen Folgen ah besteht, die in
der b-Topologie Grenzwert ihrer Abschnitte sind. Umgekehrt entspricht
jeder Abbildung X ¢L([4;], B), wenn man

0 fir h 1,

@ =X Tﬁ mit 1) =
i (El (7')) nr e (1) 1 fiir o= i

setat, die Folge x; < A(H). Man kann also A(E) mit L([4}], ¥) identitizieren.
b) Jeder Folge Aabﬁ,:el[E] wird durch den Ansatz

o«
a,, ‘?_7 ap®y  mit oy eA*

eine stetige linearq:Abbildung X von 1} in F zugeordnet. Umgekehrt
entgpricht jeder Abbildung X <L (A}, B), wenn man 2 = X (eh(f)) setzt,
die Folge a;lel[F] Man kann also A[E] mit L(4;, B) identifizieren.

5. Beziehungen zwischen A(B) und A[E]. a) Bs bestcht stets dio

Relation A[E]C A(E).
b) Fir beliebiges B gilt dann und nur dann stets A[E] = A(H),
wenn in 1 alle besehrinkten Teilmengen sogar relativ s- kompakt gind.
¢) Fir behe‘mges A gilt dann und nur dann stets ALE] = , wenn

in E jede Reihe 2:6,, konvergiert, fiir die mit belicbigem a<B’ die (-
gleichung 21(40,,,, ay| < +oo gilt.

6. Lokalkonvexe Topologien auf i(E). Ist M eine beliebige be-
schrinkte Teilmenge aus A* und U eine Nullumgebung von E, so ist
(M, U) = {on: aneA(B) mit Ony ayeM®  fir  acU%

eine absolutkonvexe und absorbierende Teilmenge von A(H). Gewissen

Systemen m von beschrinkten Teilmengen aus A* entgpricht dann eine

icm

mierbare Folgen) und o
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lokalkonvexe Topologie von A(H), die sich ergibt, wenn man die Mengen
(M, U) als Nullomgebungen verwendet. Dabei soll M alle Mengen aus m
und U alle Nullumgebungen von E durchlaufen.

Beispiele:

$(4*) = {8: endliche Teilmenge von A%},

b(l* = {B: Dbeschrinkte Teilmenge von A%},
7c( = {K: relativ s-kompakte Teilmenge vou i*},
§(2*) = {G: relativ k-kompakte Teilmenge von A*},

e(l*) = {0: relativ b-kompakte und normale Teilmenge von A%}

‘7. Folgenvollstindigkeit. A(¥) und A[E] sind fir jede m-Topologie
mit m 2 §(A*) folgenvollstéindig.

8. Beschriinkte Teilmengen von A(#). Hine Teilmenge B von A(H)
igt fiir eine m-Topologie mit m I s(4*) dann und nur dann beschrinkt,

wenn B, = {(wh,v_(;>: o?heB} fiic alle ae®' eine beschrinkte Teilmenge
von 2 ist. Da diese Charakterisierung nicht von m abhingt, ergeben sich
stets die gleichen beschrinkten Teilmengen.

9. Kompakte Teilmengen von A(E). Bine Teilmenge K von A(F)
igt fiir eine m-Topologie mit m D ¢(1*) dann und nur dann kompaks,
wenn folgende Aussagen gelten:

a) Die Mengen K; = {a;: m:eK} gind kompakte Meilmengen von ¥.
b) Wenn die verallgemeinerte IFolge {E}?’} aus . K komponenten-

weise gegen die Folge };;: konvergiert, so liegt ?;,', in K und es gilt

o
m—lm al!l = x.
. "

10. Abschnittskonvergenz in A(E). Wenn man mit [A(E),,] die

Gesamtheit aller Folgen bb:el(E) bezeichnet, die in der m-Topologie
Grenzwert ihrer Abschnitte sind, so ergeben sich die folgenden Aussagen:
[A(B)] = A(H), [A(B)] = [A(B)] = A[B], [A(B)l~ L7, B) und
[A(B),] ~ L(2%, B).

11. Beispiele. Fiir die vollkommenen Folgenrviume o' (absolut sum-
(beschrinkte Folgen) ergibt sich:

o
o (1) = fan: 3 [<mn, 5] <

1

+oo fir aeh),

0o
| g . . .
o [H] = {wh: § @y, it unbedingt summlerbar},

1

o"(B) = o” [B] = {tn: die Menge der o ist Deschuinkt}.
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