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STUDIA MATHEMATICA, T. XXIIL (1963)

Zur Fredholmschen Theorie in lokalkonvexen Riumen
von

A. PIETSCH (Berlin)

Sind ¥ und € zwei (komplexe und separierte) lokalkonvexe Riu-
me (1), so wollen wir sagen, dafl die Endomorphismen 7' e L(E) und T < L{E)
verwandt sind, wenn es Abbildungen PeL(E,C)(2) und QL(C, B)
gibt, so daB T = QP und T = PQ gilt.

Zwischen verwandten Endomorphismen bestehen viele wichtige Be-
ziehungen. Insbesondere kann die- Gleichung z— ATz =y als gelost
angesehen werden, wenn alle Losungen der Gleichung r—A%p = Py
bekannt sind. Allein dieser Umstand zeigt, daBl sich héufig wesent-
liche Vereinfachungen erzielen lassen, wenn man an Stelle der zu unter-
suchenden Endomorphismen eines beliebigen lokalkonvexen Raumes
verwandte Endomorphismen in einem Banach- oder sogar Hilbertraum
betrachtet, die sich leichter behandeln lassen. Im folgenden soll dieses
Verfahren zu Untersuchungen iiber die Fredholmsche Theorie in lokal-
konvexen R#umen herangezogen werden.

Wihrend die determinantenfreien Aussagen der Fredholmschen
Integralgleichungstheorie [4] schon vor lingerer Zeit in den klassischen
Arbeifen von Riesz [14] und Schaunder [18] fiir kompakte (=vollstetige)
Endomorphismen eines Banachraumes bewiesen wurden, konnte man
die eigentliche Fredholmsche Determinantentheorie erst viel spiter
auf Endomorphismen eines Banachraumes iibertragen. Von Grothendieck
[6] und Ruston [15] wurde eine solche Theorie fiir nukleare Endomorphis-
men entwickelt. Wesentlich einfacher ist eine Methode von Lezariski
[12], der fiir integrale (= quasinukleare) Endomorphismen Determi-
nantensysteme konstruieren konnte. Im -Anschlufl daran wurde schlieB-
lich von Sikorski [21] eine Determinantentheorie fiir Hilbert-Schmids-
Endomorphismen aufgebaut, zu der man die ersten Ansitze bereits bei
Smithies |23] findet.

() Eine Einfithrung in die Theorie der lokalkonvexen Riume findet man in [9].
(®) L(BE, €) ist die Gesamtheit der stetigen linearen Abbildungen von E in €.
Wir setzen L(E) = L(B, E).
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162 A. Pietsehl

In der vorliegenden Arbeit zeigen wir, daB sich fir zwel verwandte
Endomorphismen 7' und T die fundamentalen Aussagen der Fredholm-
schen Theoxie von T auf T' tibertragen. Insbesondere kann man aus jedem
Determinantensystem von 3—2< ein Determinantensystem von I— AT
gewinnen.

Als erste Folgerung aus diesen Untersuchungen erbilt man die sehon
von Leray [11] und Altman [1] bewiesene Tatsache, daf sich die in Ba-
nachrinmen entwickelte Theorie der kompakten Endomorphismen auf
entsprechende Endomorphismen eines beliebigen lokalkonvexen Raumes

ausdehnen 1i8t. AuBerdem zeigt sich, daf alle Ergebnisse der Fredholm-

schen Theorie, die nur fiir Endomorphismen eines Banachraumes bewie-
sen wurden, auch fiir die beschrinkten Endomorphismen eines folgen-
vollstédndigen lokalkonvexen Raumes gelten.

Im AnschluB an Untersuchungen iiber nukleare und integrale En-
domorphismen erhalten wir schlielich die wichtige Aussage, dal jeder
halbintegrale Endomorphismus eines folgenvollsténdigen lokalkonvexen
Raumes mit einem Hilbert:Schmidt-Endomorphismus eines Funktionen-
raumes L7 (X) verwandt ist. Man kann deshalb unter Verwendung der
EBrgebnisse von Sikorski auch fiir alle halbintegralen Endomorphismen
effektiv Determinantensysteme konstrujeren.

Da alle nuklearen und integralen Endomorphismen halbintegral
sind, konnen wir abschlieBend feststellen, daf man sich bei den bighe-
rigen Verallgemeinerungen der Fredholmschen Determinantentheorie
stets nur mit solecnen Endomorphismen beschiftigt hat, die sich sehr
wenig von den Hilbert-Schmidt-Endomorphismen eines Funktionen-
raumes L (X) unterscheiden, denn fiir jeden halbintegralen Endomorphis-
mus T eines folgenvollsténdigen lokalkonvexen Raumes ist die Gleichung

&— AT =y

zu einer Integralgleichung der Form.
f(&—2 [v(&, m¥(n) du, = o(&)
X

mit einem quadratisch integrablen Kern dquivalent.

1. Einfache Beziehungen zwischen verwandten Endomorphismen

In diesem Abschnitt betrachten wir stets zwei verwandte Endo-
morphismen T = OP und € = PO mit PeL(E,C) und QL(E, ).
Dann gil '

] TeroREM 1. Fiir swei verwondte Endomorphismen T und T werden
die linearen Mamnigfaltigheiten
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Ny —iTl={xeE:e—2Tr =y}, Np[S—I%]={teC:r—1%r = Py}
dureh die Zuordnung '
t=Pzx fir 2eN,[I—-2T], @ =2iQr+y fiir 1eNp [3—iZ]

etneindeutiy aufeinander abgebildet.
Beweis. Unsere Behauptung folgt unmittelbar aus den Beziehungen
(3—2X)Pr =Py und = = AQPr+y fir
sowie

zeN,[I—AT]
(2T (20 +y) =y wnd t = P(AQr+y) fir reNp,[I—1T].

Aus Theorem 1 ergibt sich insbesondere, da8 die Gleichung x— 1Tz = y
als gelost betrachtet werden kann, wenn man simtliche Losungen der
Gleichung t— A%t = Py kennt.

Sorz 1. Fiir zwei verwandte Bndomorphismen T und E werden die
Nullrduwme

NUI—AT)"] = {weB : (I—iT)'z = o},
N[S—AR)"] = {£cC: (3—13)r = o}

Jir n=1,2,... durch die Zuordnung

=Pz fir zeN[(I—AT)"]
und

v=19 ) (Z’)(—zz)’fﬁlg fiir  reN[(S3—1%)"]

k=1
eineindeutiy aufeinander abgebildet.
Beweis. Unsere Behauptung folgt unmittelbar aus den Beziehungen

(S—AS)"Ps =0 mnd 2 — ADZ(;G’)(was)k—le fir 2N [(I—AT)"]
=1

sowie

(I—ATym0 2 (’7:) (—AZP-l — o
k=1 .

und
g:iJDDZ(Z)(AAS)"“lg fir e N[(3—iT)"].
k=1

Als einfache Folgerung ans Satz 1 erhiift man
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Sarz 2. Zwei verwandte Endomorphismen T und T besitzen die glei-
chen Higenwerte.
Andererseits gilt
Sarz 3. Zwei verwandte Endomorphismen T wnd T besitzen die glei-
che Resolventenmeng-.
Beweis. Wenn die komplexe Zahl A zur Resolventenmenge von I
gehort, existiert ein Endomorphismus R(1)eL(€) mib
(S—AZ)R(2) = R(A)(S—1%) = 3.
Da dann fiir R() = I+ 1QR(A) P L(E) die Beziehung
I—-ATYR(A) =R(A)(I—AT) =1
besteht, liegt 1 auch in der Resolventenmenge von 7.
AbschlieBend bemerken wir, da wegen 7' = P'LQ' und ' = QP
auch die Adjungierten verwandt sind. Folglich gelten alle bisher be-
wiesenen Aussagen auch fiir die Endomorphismen 7" und €’. Dabei

kann man auf dem topologischen Dual B’ von F eine der iiblichen lokal-
konvexen Topologien verwenden.

2, Die determinantenfreie Theorie

Ein Endomorphismus TeL(E) wird als B-Bndomorphismus bezeich-
net, wenn er folgende Eigenschaften besitzt:
1) Zu jeder komplexen Zahl A gibt es einen Endomorphismus
R(A)eL(E) mit
(I—-ATYR(A)(I—AT) = (I—AT)
(vgl. [13] und [19]).

2y UN[(I—AT)"] bzw. UN f(I '— 2T"Y*] ist stets ein endlichdimen-
n=1 =l

sionaler Unterraumr von # bzw. B'.

3) Die Eigenwerte von 7' besitzen keinen endlichen Hiufungspunks.

Wie man leicht erkennt, sind die R-Endomorphismen gerade so
definiert, daf fiir sie alle wesentlichen Aussagen der determinanten-
freien Rieszschen Theorie der kompakten Endomorphismen  gelten.

Es ergibt sich

THEOREM 2. Jeder mit einem R-Endomorphismus verwandte Endo-
morphismus ist selbst ein R-Bndomorphismus.

Beweis. Wir betrachten zwei verwandse Endomorphismen T = QP
wd € = PO mit PeL(¥, ) und QeL(C, E) und nehmen an, daB T
ein R-Endomorphismus ist: Wenn dann R(4) ein Endomorphismus
von € mit

B—-1Y)R(D)(F—-1T) = (3—27)
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ist, erhdlt man fiir B(A) = I+ AQR(A)PeL(B) die Beziehung
(I—ATYR(A)(I—AT) = (I—AT).

Weil P wegen Satz 1 den Unterraum (J N [(I—AT)"] eineindeuntig
n=1

aut {JN[(S—AF)"] abbildet, muB {JN[(I—AT)*] endlichdimensional
=1 ni=1
sein. Das gleiche ergibt sich nach der am Ende des vorigen Abschnitts
gemachten Bemerkung auch fiir { N [(I'—AT')"].
=1

Schlieflich folgt aus Satz 2, daB sich die Eigenwerte von T nicht
im Endlichen hiufen konnen.

3. Die Determinantentheorie

Im weiteren ist A,(E) der lineare Raum aller Multilinearformen

Uy s U .
A,,( T ") mit ..., % e B und ay, ..., 2, H,
Tyyeeny @y

die folgende Eigenschaften besitzen:

1) Zu %y, ..., ty_1€B und #y,...,%, B gibt es einen Endomor-
phismus 8,,_,eL(E) mit

Uy Wyyeney Up_y

<u7 Sn_lm> = An( ) fiir wel und zek.

By Byyeney By

2) Fir n >2 ist 4, in den Variablengruppen #,, ..., %, und
yy ...y &, Schiefsymmetrisch.

Insbesondere ist A,(F) die Menge der komplexen Zahlen.
Fir zwei Multilinearformen B,eA4,(E) und Ose A (B) sefzt man

Br/\os(u“ T ur+8) =

Lyy ees k) -’17,+S
= y sgnasgnf B, (ual’ o u"") Cs (ua"“’ Y ua"“) .
a,EeT,s) By oens B, Bppygs ooos Bpp gl
Dabei ist (r,s) die Gesamtheit aller Permutationen « — {1y ovy s}
der natiirlichen Zahlen {1,...,7+s} mit

a<a<..<aq und
Es gilt B ACyed, . (H).

Ap1 < Oy < oo < Gpyg.
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166 . A. Pietsch
Zur Abkiirzung schreiben wir -

L TR ) T fiir

Sy, ’ .7‘,,'>

Cthyy By o {Uyy T
A, =1, An( )

n=1,2,..
Bt (U y X1 o e e

Ist T ein beliebiger Endomorphismus von B, so gehoren die Mul-

tilinearformen )
T ul,...,un) B yA ( Ugyeeny Up
- n - ',
"\oy, ey 2 L Ty, ..., T,

refi,n]-

fir 4 =0,1,... und » =1, 2,... su A,(H). Dabei ist [¢, n] die Gesamt-
heit aller n-tupel v = {»4, .. ,vn} von nicht negativen ganzen Zahlen
mit y;4-... TFir n =0 setzt man 75 =1 uwnd T4 =0 falls
4 >0.

Ein Endomorphismus TeL(B) wird als F-Endomorphismus be-
zeichnet, wenn es eine ganze Funktion

szln lm

m=0

+ vy = 1.

Dy(4) =

gibt, so daBl folgende Aussagen gelten:

m
ZT:}D},""" gind die Potenzreihen

i=0
oo
Upy ooy U
l): ED,’{‘( e ")A’”
= Lyyoony n

Dn(u“ vy Up,
@, e B sowie alle komplexen Zahlen 1 kon-

1) Mit D =

Lyyeeey By

fir w,, ...
vergent.

2) Die Multilinearformen D, (1) gehoren zu A, (H).

3) Zu jeder komplexen Zahl A gibt es eine nicht negative ganze Zahl p
mit D,() 0.

By zeigt sich, daB die Multilinearformen .D,(A) mit » = 0,1, ...
ein Defterminantensystem des Endomorphismus I—AT im Sinne von
Sikorski [19] bilden. Folglich gelten die bekannten Auflésungsformeln
fiir die Gleichungen #—AT% =y und w—AL"% = v.

Setzt man
Tﬁ(ul’m’%) =T,i,( Upy ooy U ),
Byyieny By Ty, ..., To,

,u,,eE"und Bryoony

80 ergibt sich
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Sarz 4. Bin Endomorphismus T eL(E) ist dann und nur dann ein
F-Endomorphismus, wenn es eine ganze Funktion

l—) (73 ~m

|
M 2

Dy(2) =

3
]
o

gibt, so daf folgende Aussagen gelten:
m

1) Mit DY = ZT,’;Z_):)”'? sind die Potenzreihen

iz
=
D (u,, ...,'u,ll) —Z"ZE’""(%“'”’MH)}»"'
n - k()
Dyy eny T Byy ey By

m=0
Jiir g, oo,
gent.

2) Die Multilinearformen D,(2) gehoren zu A,(B).

3) Zu jeder komplexen Zahl ) gibl es eine wicht negative ganze Zahl
p mit Dy(2) #0

Beweis. Nach Definition hat man

s [Uyy oy U Upy ooy U
T: 1) ) n) _ «’—171,( 13 s Upn )
. ’(ml,...,mﬂ Z Ty, ..., T,

veli,n]

Upe B und x,, ..., v, B sowie alle komplexen Zahlen 1 konver-

Wir zerlegen nun [7,n] in die disjunkten Teilmengen f[7, n] mit
pe(r,n—r) und r =0, ..., n, die aus allen n-tupeln » = {»,, ..., »,} mit
Ta yeeny¥5, >0 und v, | =... =, = 0 bestehen. Dann erhilt man die
Beziehung

a

1‘:’,(u1""”"“”):§’ 2 Zﬂn( Uy oeny Uy )

Byyeeny & L Txi, ..., Tw, |
EE A =0 pe(ra—r) reBLm] Ty, oy Tay

Wenn die rechts auftretenden Determinanten nach dem Laplace-
schen Entwicklungssatz zerlegt werden, ergibt sich

Ugy ey %
it ) -
Byy eeny By

Z D) senasgnp D) 4 (T,af:,”"
refi[in]

=0 ,ﬁe(rn )

<3 Ua, A Uy, 900y Ya,

T"ﬁ" Nt .
E] T3, Lpppryr -+0y Tpy,
Folglich erhdlt man wegen

Ti_r('uup 'uu,,) - 4 ( Uage oy Uy, )
T P P R W i
Ly -y Tp, 1 Wy oo 1 "Ly,

rep[i ]
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die Identitit

; o Uy oony U
(1) T:" ('Ml’ 7uﬂ.) — ZT:’-—r/\An_r( 13 H n).
Dyyeeny iy Ld DByyerny By
Dabei gilt Ti* =0 fir r >1.
Wenn zu dem Endomorphismas T eifie ganze Funktion

Dy(3) = D Dy
m=0 :
mit den angegebenen Eigenschaften existiert, so setzen wir
Dy=Dp fir m=0,1,...

Dann besteht wegen (1) die Beziehung

(2) Dm (uu ) § Dm— A A4 ('“’17 L] u:t)
n NP
D1y evey Dy vy Bn
mit Df*" = 0 fiir r >m, und es ergibt sich mit p >n
Y4 » p—r
@) ZDm(ul’m’un)l’"—ZZVZDZZZ/\A (ul,...,un)
n = r Nt .
~ Dy ey By, L L Ty eeey By
Folglich ist die Potenzreihe ’
Uy, Uyg veny U
D. ( 1y ) Dm( 12 ] 'n)
- ol

By, ..
fir 4y, ..., U, e B’ und o4, ..., 2,<F sowie alle komplexen Zahlen 1 kon-
vergent, und es gilt die Identitit (vgl. [20], Theorem 1)

ka3
B — Usy eny Uy
i) = 2B a ).

Deshalb gehoren die Multilinearformen D,(1) zu A,(H).
Schlieflich folgt aus (4) und der Beziehung

Ugy ouey Uy

@ D, (

Dyyevey T

Uy oeey Uy Uy veny Uy
) D"(wl,...,mn Z) =lnD"(Tw1,...iTaow, 1)’
daB fiir eine feste komplexe Zahl 1 die Aussagen
(6) D,(2) =0 fir n<p und Dy(A) #0
und
(7 » Do) =0 fir =n<p und Dy(1) #0

dquivalent sind. Folglich ist T' ein F-Endomorphismus.
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Hat man andererseits einen F-Endomorphismus 7, und besitzt
die ganze Funktion
= S’D},"l’”
m=0 N

die geforderten Eigenschaften, so setzen wir
D'=D" fir m=0,1,...
Dann gilt
e [y - - Ugyeaey Uy
Dﬂt Dm
” (931’ ceey mn) (T“'u Twn)’
und es ergibt sich, dafl die Potenzreihe

Dn(u17 eey Un ﬂ.) 21‘)1,25;:1(1‘:17 seey :n)ﬂm
m 1y ey P

LS TRERPR A por

£lT Uy, ..ry Upe B und o4, ..., 2,¢E sowie alle komplexen Zahlen A kon-
vergent ist. Wegen

= (Y1 cery Un Uy eevy Un

. ~ v, )

”(ml,...,m,, ) Ty, ..., Ty,
hat man D, ()4, (F). AbschlieBend folgt aus der Aquivalenz der Aussa-
gen (6) und (7), daf die ganze Funktion D,(1) alle geforderten Bedingun-
gen erfiillt. Damit ist unsere Behauptung bewiesen.
Nach diesen Vorbereitungen erhalten wir

THEOREM 3. Jeder mit einem F-Endomorphismus verwandie Endo-
wmorphismus ist selbst ein F-Bndomorphismus.

Beweis. Wir betrachten zwei verwandte Endomorphismen T = QP
und ¥ = PQ mit PeL(E, €) und QeL(C, E) und nehmen an, da8 €
ein F-Endomorphismus ist. Dann existiert eine ganze Funktion

5: A
m=0

mit den in der Definition der F-Endomorphismen angegebenen Rigen-
schaffen. Wenn wir nun

D =F fiir
setzen, ergibt sich wegen (3)

Uyyenns -u.n) _ (D Uy, .

Byyenny By Py, ..

Qo A) =

m=20,1,...
TZ( .,D'u,n)
., Px,

(®) Es gilt <Q'u, TPxd> = <u, T'Ta).
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die Beziehung

B TR 2 D Q'
m | 12 Y mn LERAS] o
-Dn ( ) = @n ( .

Lyy ooy Ty, Pz, ..., Pz,

Folglich konvergiert die Potenzreihe

=)

= [Ugy evey U 21_ Ugy ooy Uy

Dn( 1y H n.}') — Zn D;z( 1) H n) lm
.y Py Xy, ..

Ty, .. .y Xn
Uyy ..oy Upe B und oy, ...
Aus der Beziehung

Hir

Ugy ooey Uy

) ln@n ("' Uy oovy 'DI“'IL

(1 D( :
) " Px,, ..., Pz,

:
folgt, daB die Multilinearformen D, (1) zu A4, (F) gehoren.
SchlieBlich sind wegen (1), ’

Lyy-eey T

n
@) D, (ul, . ,u,,‘l) _ 25 () A 4 '('11-1, coay u,,)
&y, Lot T\ By, ey
3) ' @1'1 (ul, e u,,] 7.) — D (P’ul, ey Py, /1)
. Tiyens Ba "\Qr,, ..., 05,17 )"
un

o ) - Y e

die Aunssagen

(ul,...
1y e

n<pund Dy(l) #0

, u.,,,)
’ g‘n

D,(2) =0 fir

und
fir

D,(1) =0 n<p und Dy(2) # 0

dquivalent. Nun
ist.

ergibt sich aus Satz 4, daB 7 ein F-Endomorphismus

4. Kompakte Endomorphismen

Ein Endomorphismus T eL(E) heilit kompakt (= vollstetig), wenn es
eine Nullumgebung U gibt, die durch 7' in eine kompakte Teilmenge
- von E abgebildet wird.

SATz 5. Jeder kompakie Endomorphismus eines lokalkonvexen Raumes

it mil einem kompakten Emdomorphismus eines Banachraumes verwandi.

, B,eF sowie alle komplexen Zahlen J.

icm

¥

Zur Fredholmschen Theorie 171

Beweis. Ist T ein kompakter Endomorphismus von #, so bestimmen
wir eine absolutkonvexe Nullumgebung U, die durch T in eine kompakte
Teilmenge K von E abgebildet wird. Dann ist B = T(U) CK eine abso-
lutkonvexe und kompakte Teilmenge von F. Nun betrachten wir den
Banachraum

Ep = UnB mit der Norm x|

n=1

=inf{e > 0:1¢oB}.

Dann wird durch 7' eine Abbildung PeL(H, Eg) mit Px = Tz induziert,
und die identische Abbildung Q von Ep in F ist kompakt. Folglich ist
T — QP mit dem kompakten Endomorphismus € = PQ des Banachrau-
mes Ey verwandt.

Auf Grund von Theorem 2 und Satz 5 lassen sich die klassischen
Ergebnisse von Riesz und Schauder auf kompakte Endomorphismen
eines lokalkonvexen Raumes iibertragen (vgl. [1]). Es gilt

THEOREM 4. Jeder kompakic Endomorphismus eines lokalkonvexen
Raumes ist ein R-Endomorphismus.

5. Beschriinkte Endomorphismen

Ein Endomorphismus 7' <L () heibt beschrinkt, wenn es eine Nullum-
gebung U gibt, die durch T in eine beschrinkte Teilmenge von X abge-
bildet wird.

SATZ 6. Jeder beschrinkie Endomorphismus eines folgenvollstindigen
lokalkonvexen Raumes ist mit einem (beschrinkien) Endomorphismus eines
Banachraumes verwandt.

Beweis. Ist T ein beschrinkter Endomorphismus von F, 50 bestim-
men wir eine Nullumgebung U mit 7(U)C B. Dabei soll B eine abso-
lutkonvexe, abgeschlossene und beschriinkte Teilmenge von F sein.
Nun betrachten wir den Banachraum

By = UnB mit der Norm |jo]| =

n=1
Dann wird durch T eine Abbildung P <L(E, Eg) mit Pz = Tz induziert,
und die identische Abbildung Q von By in F ist stetig (= beschriinkt).
Folglich ist T = QP mit dem Endomorphismus £ = P des Banachrau-
mes Ep verwandt.
Da Ruston zeigen konnte (4), daf in Banachriumen die R-Endomor-
phismen mit den F-Endomorphismen zusammenfallen, erhdlt man aus
Theorem 2 und Theorem 3 in Verbindung mit Satz 6 unmittelbar

inf{o > 0:2epB}.

(%) Diese Untersuchungen sind unter Verwendung der Theorie der topologischen
Tensorprodukte durchgefithrt; sie lassen sich jedoch miihelos in die wesentlich ein-
fachere Sprache der Multilinearformen fibersetzen.
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TaEOREM 5. In einem folgenvollstindigen lokalkonvewen Rawm fallen
die beschrinkten R-Endomorphismen mit den beschrinkten F-Endomorphis-
Men ZUSAMmMen.

Durch Verallgemeinerung der Rustonschen Methoden kann man
zeigen, daB in einem beliebigen lokalkonvexen Raum jeder F-Endomor-
phismus ein R-Endomorphismus ist (°), wahrend die Umkehrung dieser
Aussage ohne zusiitzliche Voraussetzungen wahrscheinlich nicht richtig
zu sein braucht. Auferdem 140t sich beweisen, da8 fiir jeden F-Endo-
morphismus 7' die Vielfachheit der Nullstellen von D,(A) mit der Dimen-

o
sion der linearen Réume (JN[(I—AT)"] iibereinstimmt. SchlieBlich er-

N=1
wihnen wir, daB Dy(4) durch jede andere ganze Funktion ersetzt werden
darf, die die gleichen Nullstellen besitzt und die sich demnach von D,(1)
nur um einen Faktor der Form ¢*® unterscheidet.

6. Nukleare Endomorphismen

Bin Endomorphismus 7' eL(B) heiBt nuklear, wenn er sich in der
Form

To = ity 2>, it Dl < +oo, upeT® (%) wnd oyeB
k=1 E=1 :

darstellen 148t. Dabei muB U eine Nullumgebung und B eine absolut-
konvexe, abgeschlossene wnd beschriinkte Teilmenge von E sein, fiir
die By = | JnB mit der Norm |jz]| = inf{p >0: zeoB} ein Banachraum

n=1
ist.
Es ergibt sich
Sarz 7. Jeder nukleare Endomorphismus eéines lokalkonvexen Rawmes
ist mit einem Endomorphismus T eines Folgenraumes 17 (1 <p < +o0)
verwandi, der sich mit einer unendlichen Matriv {wis}s fibr die Jvy) < |vi|7j)
mit {r}el’ und {7;}el® (1/p+1jg =1) gilt, in der Form

_ L) = {2 Ty ff}
darstellen Tift. =

Be‘weis. .Wir betrachten einen nuklearen Endomorphismus 7 e L(E)
und bringen ihn auf die oben angegebene Form. Wegen jjz| <1 und

(=3
1 . bl
jg’lll,-"‘fjl < +oo konvergiert dann die unendliche Reihe D@, fir
f=1
(°) Wegen der Koustruktion der veraﬂgemeinerten Invergen (quasi-inverse)

mit (I—AT)BA)I—AT) = (I—AT) vgl. [19].
(®) Es gilb |Cur, 2d] < 1 fir 2 T.
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alle {&}el” in dem Banachraum Fg und somit auch in ¥. Folglich kann
man

Po = {47, )} wnd  D{5} = YAl
i=1

setzen. Dann gilt 7 = QP und der Endomorphismus £ = PQL(lF)
besitzt die Gestalt

T} = { D AP, apy &)
F=1
Damit ist unsere Behauptung bewiesen, denn fiir =; = AP/ (ug, 27>
ergibt sich mit ¢ = sup{[<u;, #;>|} die Abschitzung

byl < |7 |41

Aus Theorem 1 und Satz 7 folgt, dall fiir einen nuklearen Endomor-
phismus 7T eL(E) die Gleichung

o—ATx =y mit o,yeF

zu einem unendlichen Gleichungssystem der Form

Ei—lZ'zﬁ Ej = M mib {613}7 {”Ii}dp
=

dquivalent ist.
Setzt man p = co, so ergibt sich fiir die unendliche Matrix {z;}

die Bedingung

Dsuplay| < +oo.

j=1 *

Fiir solche Matrizen wurde aber bereits um 1900 durch v. Xoeh [8] eine
Determinantentheorie entwickelt. Dabei zeigte sich, dafl man genauso
wie im Falle von endlichvielen Unbekannten zw Auflosung des Glei-
chungssystems die Cramersche Regel benutzen kann (vgl. [22], Theo-
rem 28).

7. Integrale Endomorphismen

Im folgeriden verwenden wir auf dem bidualen Raum E’’ von B
die aus den gleichstetigen Teilmengen von E' erzeugte natiirliche lokal-
konvexe Topologie, so dall # als Unterraum von #'* aufgefafit werden
kann.

Ist X ein kompakter Hausdorffraum mit einem positiven Radon-
schen Mafl g, so wollen wir fir 1 <9 < ¢ < +oco die identische Abbil-
dung von LI(X) in IE(X) mit 3} bezeichnen.
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Ein Endomorphismus T « L (B) heillt integral, wenn es einen kompakten
Hausderffraum X mit einem positiven Radonschen MaB u gibt, so daf
sich T auf die folgende Art als Produkt von drei stetigen linearen Abbil-
dungen darstellen 14Bt:

Su 3

2 LX) ———— B

4
; J— > I2(X)

Auf Grund dieser Zerlegung ergibt sich

SATZ 8. Fiir jeden integralen Endomorphismus T eines lokalkonvexen
Raumes ist T'' it einem Endomorphismus < eines Funkitonenraumes
IX) (L € p < +oo) verwandt, der sich mit einem mefbaren und beschrink-
ten Kern ©(&, n) in der Form

(&) = [w(&, pitmdu, fir

X

feLi(X)

darstellen 1apt.

Beweis. Wenn R die identische Abbildung von LX) in LL(X)”
ist, so gilt wegen LY(X) = L, (X)
' Ly =83, wd (3L)" = KILK'.
Demnach hat man 7" = B"RKFLK'4"’, und es besteht wegen B = B"'K
die Identitit 7" = BILK4". .

Weil ¥, = R'A"B eine stetige lineare Abbildung von L,(X) in
L7 (X) ist, gibt es eine meBbare und beschréinkte Funktion z(&, %) mit

(*) Tof(8) = [w(&, Mi(ndu, fir FeLl(X)

X
(vgl. [5], Chap. I, Cor. 4 auf 8. 61).

Setzt man P = R4, O = BF, und € = LI 3L, so gilt 7" =
= QP und T = PQ. Folglich ist 7" mit dem Endomorphismus € ver-
wandt, der sich wegen (%) in der angegebenen Form darstellen 148t.

Als EBrginzung zu Satz § formulieren wir '

Sarz 9. Jeder integrale Endomorphismus T eines folgenvollstindigen
lokalkonvexen Raumes ist mit T verwandt.

Beweis. Wir betrachten einen integralen Endomorphismus 7' e L(E),
der auf die angegebenen Art zerlegt worden ist. Weil $ = (B3} 1(H)
ein abgeschlossener Unterraum von Lf;(X) ist, gibt es einen stetigen
Projektor Py von L;(X) autf 9. Wegen BIII% 4r = Ta B gehort 32 As
fir alle zeH zu 9. Folglich gilt PySL4 = 32,4 und T = BIPS%A4.
Da L;(X) reflexiv ist, hat man Py = Py und B (3" = B3IL. Also
begtieht die ldentitit, T = BI}Py(3%)’4"”. Da aber nach Konstruk-
tion von $ die Beziehung B3P [L:(X)] C E gilt, hat man T (E") C B.
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Wegen 7" (E"”)C E wird durch 7" eine stetige lineare Abbildung
0 von B” in F mit Q2 = T"¢" induziert. Wenn man auBerdem die
identische Abbildung von F in E'* mit P bezeichnet, gilt 7 = QP und
T'" = PQ. Folglich sind die Endomorphismen 7 und 7" verwandt.

Aus Theorem 1, Satz 8 und Satz 9 folgt, daB fir einen integralen
Endomorphismus 7T’ eines folgenvollsténdigen lokalkonvexen Raumes E
die Gleichung .
mit

r— e =y T,yel

zu einer Integralgleichung der Form
(&)= A[e(&, Mi(n)dp,= g(&§ mit |, geI’(X)
X

und einem mefbaren, beschrinkten Kern (£, ) dquivalent ist.

8. Halbintegrale Endomorphismen

Ein Endomorphismus T eines Hilbertraumes wird als Hilbert-Schmidi-
Endomorphismus bezeichnet, wenn fiir ein beliebiges vollstéindiges Or-
thonormalsystem {f,: weQ} die Ungleichung

DRI < +oo
we

besteht. Ein bekanntes Kriterium besagt, dal ein Endomorphismus &
eines Funktionenraumes L7 (X) dann und nur dann ein Hilbert-Schmidt-
Endomorphismus ist, wenn er sich mit einem quadratisch integrablen
Kern r(¢, ) in der Form

If(g) = [rw, () ap,

X
darstellen EiBt.

Fiir unsere weiteren Betrachtungen bendtigen wir eine von Grothen-
dieck stammende Aussage, fiir die wir hier einen einfachen Beweis ange-
ben. Es gilt der folgende )

HirrssaTz. Pir jede stetige lineare Abbildung < wvon Li(l’ ) in
L2(X) ist 33K ein Hilbert-Schmidi-Endomorphismus von L%(X).

Beweis. Ist {f,: @2} ein beliebiges vollstindiges Orthonormal-
system von L (X), so setzen wir g, = ¥f,. Dann gibt es zu jeder en-
dlichen Teilmenge & = {w,, ..., »,} von £ wegen

7

veai supf 3w, 6): £ 5] < 11| Y )
i=1

= |
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eine u-Nullmenge N (9), 50 daf’ fiir die abzihlbare Menge alle n-tupel
{a1, ..., a,} von rationalen komplexen Zahlen die Ungleichung

n
PRGN

=1
besteht. Da sich jedé komplexe Zahl durch rationale komplexe Zahlen

approximieren 1i6t, gilt die angegebene Abschitzung sogar fiir alle
n-tupel von komplexen Zahlen. Folglich hat man

2|gm1 (BF <

und durch Integration ergibt sich

BRI lalf" tix £eXN\(2)

P i E<XN\(D),

Z 160, du < [Py
i=1 X

Weil @ eine beliebige endliche Teilmenge von © war, erhalten wir

abschlieBend die Ungleichung
DISLERE < IZF Il < + oo
Q

Folglich ist 2% ein Hilbert-Schmidt-Endomorphismus.

Ein Endomorphismus TeL(FE) heiBt halbintegral (), wenn es einen
kompakten Hausdorffraum X mit einem positiven Radonschen Mafl u
gibt, so daB sich T auf eine der beiden folgenden Arten als Produkt von
drei stetigen linearen Abbildungen darstellen la8t:

2
0

B

(r) E - L(X) - LX) ————> B,
A . 3, 3
(1)) B (X)) ———— LX)~ B,

Man erkennt sofort, dafB jeder integrale Endomorphismus auch halb-
integral ist.

Sarz 10. Jeder halbintegrale BEndomorphismus eines folgenvollstindsi-
gen lokalkonvexen Roumes ist mit einem Hilbert-Schmidi-Endomorphismus
eines Funkitonenraumes LL(X) verwandi,

(7} Jeder halbintegrale Endomorphismus ist semi-integral im Sinme von Gro-
thendieck. Vgl. [5], Chap. I, Lemma 17 und Korollar.
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Beweis. Wir betrachten einen halbintegralen Endomorphismus
T e L(E), der sich anf die angegebene Art (r) zerlegen 148t. Weil $ = B-1(E)
ein abgeschlossener Unterraum von L. (X) ist, gibt es dann einen stetigen
Projektor Py von ILZ(X) auf . Wegen BS%, Az = Tre B gehort 32 Ax
fiir alle zeB zu 9. Folglich gilt P34 = 34

Wemn wir P = 32,4 und "2 = BYP; setzen, ergibt sich 7 = QP.
Demnach ist 7 mit dem Hilbert-Schmidt-Endomorphismus < = PO
= FABP; verwandt. N

Wir betrachten nun einen halbintegralen Endomorphismus 7' L (E),
der sich auf die angegebene Art (1) zerlegen liBt. Weil $ = (BIL)~YE)
ein abgeschlossener Unterraum von I3 (X) ist, gibb es dann einen stetigen
Projektor Pg von ILL(X) auf $. Wegen B3 dw = TaeE gehort Az
fir alle z<B zu $. Folglich gilt Pgd = 4.

Wenn wir P =4 und Q = BFPy setzen, ergibt sich 7 = QP.
Demmnach ist 7' mit dem Endomorphismus T = PQ = ABFRP, ver-
wandt. Da aber 328’4’ = (ABJ;)’ nach unserem Hilfssatz ein Hilbert-
Schmidt-Endomorphismus ist, gilt das gleiche auch fir ABJ; und <.
Damit ist unsere Behauptung bewiesen.

Aus Theorem 1 und Satz 1 folgt, da8 fiir jeden halbintegralen Endo-
morphismus 7 eines folgenvollstindigen lokalkonvexen Raumes H
die Gleichung

—iTx =y mit o,yek
zu einer Integralgleichung der Form
f(&—2[z(&, Nitnde, mit §, geL2{X)
X

und einem quadratisch integrablen Kern (&, ;) dquivalent ist. Diese
Integralgleichungen wurden aber von Hilbert und Schmidt eingehend
untersucht, und Carleman konnte auch die Fredholmsche Determinanten-
theorie, die urspriinglich nur fiir Integralgleichungen mit stetigen Ker-
nen galt, durch eine geringe Modifikation auf diese Integralgleichungen
iibertragen. Schlielich wurde von Sikorski eine Determinantentheorie
fiir Hilbert-Schmidt-Endomorphisten eines abstrakten Hilbertraumes
entwickelt, die nach den von uns bewiesenen Aussagen automatisch eine
Determinantentheorie fiir alle halbintegralen Endomorphismen liefert.
Somit gilt

THEOREM 6. Jeder halbintegrale Endomorphismus eines folgenvoll-
stindigen lokalkonvesen Raumes ist ein F-Endomorphismus.

SchlieBlich ergibt sich aus der Schurschen Abschitzung

y % l’ < ff{'” (& ) Audpu,,
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in der die Bigenwerte 1; entsprechend ihrer algebraischen Vielfachheit
gezihlt werden, eine analoge Aussage fir halbintegrale Endomorphismen,

THEOREM 7. Fir jeden halbintegralen Bndomorphismus eines  fol-
genwollstindigen lokalkonvexen Raumes besitzt Do(1) mit einer ganzen
Funktion F () die Darstellung

A
DO(A) = 8F()') n (l—— T) GAM"".
. 3
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