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STUDIA MATHEMATICA, T. XXII. (1963)

Séries de Fourier aléatoirement bornées, continues, uniformément
convergentes

par

P. BILLARD (Montpellier)

Les principaux résultats de ce travail ont été indiqués dans [1].
I’0bjet principal de notre étude est constitué par les fonetions périodi-
ques réelles aléatoires F(x) définies par leurs séries de Fourier

(1) Za,,cos(nw+qﬁ,,)
N=1
ou leurs séries de Fourier permutées

(1" ) Za,,nncos(mnw+@mn)

N=1
étant entendu gqu'une permutation arbitraire est fixée une fois pour
toutes. '

Les amplitudes a, sont supposées réelles et fixées, les phases D,
gont des variables aléatoires réelles et centrées, indépendantes en bloe,
équiréparties modulo 2n. wef sera le champ de probabilité.

Notre attention est attirée par les propriétés

P,. appartenance de F(z) & L%,

P,. continuité de F(x),

P,. convergence uniforme de (1),

P;. convergence uniforme de (1).

Visiblement P; presque stire pour chaque (1') o P, presque sire > P,
presque siire = P, presque siire.

Rappelons ce résultat eonnu que P, presque sfre = D Ap<oo en
. k=1

posant ok

+1
a3

n=gk+1

oo
et que si nous supposons que la suite 4, décroit, alors 3 A, < oo D By
k=1

presque stre (j =1,2,3) (ef. [2]).
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Le fait que ces conditions sont les mémes pour j = 1, 2,3 et que P;
apparait toujours avee la probabilité 0 ou 1 s'explique par le théoréme
suivant:

TaE0REME 1. §i P, est presque sire, Py est presque sire pour chaque (1),

(’est une conséquence visible des propositions A et B suivantes:

PROPOSITION A. Si P, est presque sire, P, est presque sire.

ProrosirioN B. S8i P, est presque siire, Py est presqué sdve pour
chaque (1').

Paralltlement & Détude de (1) mous nous intéresserons aux séries

2 =+ &, CO8 T
2) 2

(et & leurs permutées (2')) pour lesquelles nous obtiendrons les théorémes
suivants:

THEOREME 2. 87 P, est presque siire pour (2), Py est presque siire pour
chague (2'). )

THEOREME 2'. 8% P, est presque sire pour (2), chaque (2') a presque
sirement ses sommes partielles uniformément bornées.

Nous avons posé la question de savoir si P, presque sfire pour (2)
entraine que P, est presque stre pour (2) (ef. [1]). L’étude des consé-
quences du théoréme 2’ permet de répondre A cette question dans des
cas particuliers. Nous avons en effet des théordmes 2 et 2’ le

COoROLLAIRE. 81 P, (ou P,) est presque sdre pour (2), pour chagque
sutte réelle (2,) aves 0 < 24, <1 (n'=1,2,...) P, (ou P,) est presque sire
pour
(2") Z + 4,0, O8N,

Na==]
Oe corollaire donne une proposition voisine de la proposition A:
PROPOSITION A’. 8i P, est presque sire pour (2) et ses conjugudes (3)

21 +a,sinnz, alors P, est presque sire pour (2) et (3),

P

et aussi la

ProrosirioN C, 8i P, est presque silre pour (2) et ses conjuguées (3)

0

2 L aysinna, alors la série 2 ancos(no+®,) du type (1) obtenue & partir
N=1

N=1

de (2) vérifie P, presque sirement.

Exemples. a) Si (2) est telle que P, est presque sfire, p étant un
entier, il en est de méme de

)

2 - e, c08n (a:+ 1)
n=1 P
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et par suite des séries

0

. np +j .
Z + [anp—H‘Gos ( pp J)= cos (np 4 j)w— G 5 80 (WP;‘J)W sin (np “i‘j)m]

n=1

pour j =1,2,..,,p—1. Puisque

cos (npﬂ)g:ieosy_r_, gin P i)™ — 1sind®
» P P

et que
:. _7: .
sin y;}— #0 (j=1,2,...,p-1),

P, est presque sfire pour les sérios

)

D tmpsin(mp iz (j=1,2,...,p—1).

n=1

Done si P, est presque siire pour (2) et §'il existe un entier p ‘tel que
Gy, =0 (n=1,2,...) alors P, est presque siire pour

00

(3) Z +a,sinne. v

n=1

b) 8i P, est presque sire pour

o
(4) Zancos(nw—}—!lf,,,),
fores

ou les ¥, sont des variables aléatoires indépendantes en bloc ne prenant
que les valeurs 0, =/2, n, 3%/2 avec probabilité égale (4,1, 1, 1), alors P,
est aussi presque sire pour (4) et pour la série fancos(nw—l—ﬁn) de type (1)
obtenue & partir de (4). .

¢) 8i P; est presque siire pour la série de puissances i’ +¢, 6™
(¢n complexe), P, est aussi presque sfire pour cette série et 1)07:1:1'1 la série
Z’m e, "l (P, équiréparties).
" d) Une autre fagon d’exprimer le résultat ¢) est de dire que si la série

=]
4 0,2" représente presque sfirement une fonetion holomorphe bornée
n=1

dans le disque ouvert |2| < 1, elle est presque sirement uniformément

eonvergente dans le disque fermé |2| < 1.
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Démounstrations des résultats

Ces démonstrations s'appuient sur les lemmes suivants dont certaing
sont classiques:

LeMME 1. 8¢ (1) est telle que P,y (ou P,) est presque sdre, il existe pour
(') une suite &indices (ny) telle que les sommes partielles de rang ny, de 19
sotent presque sirement wniformément bormées (ow wuniformément comver-
gentes) (méme résuliat pour (2) et (2')).

LevMwe 2. 8¢ (1) est telle que P, (ou P,) est presque siire, pour toute

00
suite d'indices (ny) la série Za,,,kcos(nkw—{—dink) vérifie presque shrement P,
k=1
(ou P,) (méme résultat pour (2)).

Levwe 3. 8% f est une fonction périodique réelle bornée telle quil emiste
des bandes [nymyl, ng < my, Megafme 224 >1 (6 =1,2,...) en dehors
desquelles les coefficients de Fourier de f sont nuls, alors la suite des sommes
partielles de rang my. de la série de Fourier de f est uniformément bornée.

LevuE 4. 8i (c,) est une suite réelle telle que D0, =oo, la série g‘i Cp
N==1 N=l

a presque sirement ses sommes partielles non bornées.

Lemme 5. 87 (1) (ou (2)) w'est pas presque sirement la série de Fourier
d"fm,e fonetion continue, il existe un couple (2, ) de nombres positifs, tels
que, quel que soit Ventier N, 4l exmiste un ,,bloc”

my my
Uy = 2 a4, 08 (po—+D,) (ou: 2 iapcospw)
L p=npn41 P=npr-1

avee N < ny < my tel que
Prob {S'l;.p [Unymy (@) =6} = 7.

LevME 6. 81 Iy, I,, ..., I, sont des intervalles ouverts que nous plagons
av hasard sur le cerole trigonométrique, ®,, B,, ..., D, dlant les absoisses de
lqms oentres, il est presque sdr qu'il ewiste un point du cercle appartenant
& une infinité denire euw, ot méme, il est presque sir que Vensemble des

poinis du cercle apparienant & une infinité dentre eux soit de deuwiéme
catégorie.

D(-‘_:mon-str.ations des lemmes. Lemme 1. Il suffit de considérer
une suite d'indices (n;) telle que

sup  my, <2

inf  m,
PSSy

Moot g <Ny
puis de rétablir 'ordre natirel dans leg bloes ny, < n <

g Ny GPTES avVOIr
décomposé la série en deux (¢ef. [3); p. 220) ka y
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Lemme 2 (of. [3], p. 220).
Lemme 3 (¢f. [3], p. 79).
Lemme 4 (¢f. [3], p. 205, remarque d).
Lemme b, 'l est inexact, prenant successivement &, 7 = 1/2"
(v =1,2,...) nous pouvons former une suite croissante d’indices {N,}

telle que
_ 1 1
Probg\sup | Unwws,, (@) 2 ¢ < &5
z 2 2
Il s'onsuit que la suite {N,} est une suite d’indices de convergence
uniforme presque sire de (1) ce qui.est contradictoire.

Lemme 6. Nous considérons par exemple les systémes d’'intervalles
(8:) Iy Iy, Iy Tops
(SZ) IZ’ I4) I7 ’ III’

Si nous fixons un intervalle I du cercle trigonométrique, de longueur
9ma (0 < a < 1) la probabilité pour qu'un intervalle déterminé de (S,)
n’ait pas de point dang I est < 1—a. Nous voyons ainsi que Vouvert

0, = U I,
. Ins(Sy)

a presque sirement des points dans I. Prenant les intervalles I d’extré-
mités rationnelles, nous voyons que O, est presque siirement partout
dense. Ainsi il est presque sfir que tous les Oy soient partout denses, d’olt
le lemme.

. Démonstration de la proposition A. Supposons que (1) soit
presque sirement la série de Fourier d'une fonetion bornée, mais non
presque sirement la série do Fourier d'une fonetion continue. D’apres
le lemme 5, nous voyons la possibilité de former une suite de bloes Uy
= Uy M < My Mgy g 22 (b =1,2,...) tels que

Probyg{sup | Us(w)| =&} 29  pour tout k.
@
Les événements sup|U,(x)| > étant indépendants, il est presque
€T

sfir qu'une infinité d’entre eux se réalisent. Considérons la série

ZOOV Ula
k=1

qui est presque stirement la série de Fourier d’une fonction bornée (lem-
me 2). Dans chaque bloe U, remplagons z par z—¥. pa}.ns le champ
[B]1x [¥] ol [¥] est le champ des suites (¥, ¥, ...) défini comme [D],

(2///)
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il est presque sfir que (2'") est la série de Fourier d’une fonetion bornge.
Nous pouvons 2insi nous fixer une suite de nombres (¢,) (et non plus de
variables aléatoires) telle que

a) Pour une suite d’indices %;, k;,; >% (j =1,2,...) nous avons
des intervalles ouverts I &y tels que si wel & TOUS avons

I)ka. e
Uyl =| 3 apeos(patn)| >
zum,kj-fnl

b) Il est presque siir dans [¥] que (2"') (oltles &, sont fixdes égales
4 @,) est la gérie de Fourier d’une fonetion bornée.

Cela étant, remplagons maintenant ¥ par ¥4 g, ol g, ne prend
que les valeurs 0 ou = avee probabilité égale, les variables aléatoires Lk
étant indépendantes en bloc et indépendantes des V.

Dans le ehamp [P]x[y] ot [x] est le champ des suites (yy, y,, )
il est presque str que (2') est la série de Fourier d*une fonction bornée.
Utilisant alors le lemme 6, nous pouvons nous fixer une suite de nombres
(V) telle que

a’) Un point # du cercle appartient & une infinité I, des intervalles
I;, translatés de P :

b’) Presque stirement (dans [x]) (2") est la série de Fourier d'une
fonction bornée.

8i nous supposons, ce qui est une restriction que nous leverons damns
un instant, que (1) a tous ses coefficients d’indice pair nuls, les séries

que nous obtenons sont les séries ' L U,. Or si nous nous plagons au
k=1

point , les lemmes 3 et 4 se contredisent. Pour lever la restriction faite,
il suffit (lemme 2) d’examiner le cas ot tous les coefficients de (1) d’indice
impair sont nuls. Nous remplagons alors les D, par &,,+ /2, multiplions
par —i, ajoutons & (1) et multiplions par .

X N o
Démonstration du théoréme 2 dans Uordre naturel de (2) 3 a,c08 (na+w,),
Them)
@ e prenant que les valeurs 0 et w avec probabilité égale (%, %)
Le champ de probabilité est le champ Q = ﬁQn, £, étant le champ

. N1
&4 deux éléments 0 et =, w2 est une suite (W1 gy ovvy @y ..) O @y = 0

ou m. (n;) désigne une suite d’indices de convergence uniforme presque
glire de

@ Zancos(m+ ).
n=1

Faisons 'hypothése (H) que (2) n’est pas presque stirement uniformé-
ment convergente et montrong que nous aboutissons 4 une contradiction.

icm
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11 existe un nombre positif ¢ tel que I’événement probabilisable
BECQ, F={oec?|yhlim[supls,,(z, )] >
N0 T

goit de probabilité positive en posant

n

D @008 (jo+ o)
Ja=mp+1

En effet, sinon pour chaque ¢ > 0, Pévénement probabilisable

snkn(mi (U) = (17’ > ’"’k)'

{weQ|Hk aveo ﬁﬁsup]snk,,(w, w)| <&}
N—rc0 &

et par suite 1’événement

{weQ| im supls,. (s, »)| <26}
nM—300 &
(n<m)

est de probabilité égale & 1. Prenons alors une suite ¢ de nombres positifs
décroissants avee lime = 0 et D'événement ecommun aux événements,

J—o0

{coe.Q‘ il_II]j BUp |8 (@, ©)] < 2¢i};
N0 &
{n<m)
nous obtenons un événement de probabilité égale & 1. De la il est presque
sr que (2) converge uniformément contrairement a (H).

Posons
he(w) = BUD |Symy, (@5 )y
¥
@5
Au{w) est une variable aléatoire sur 2 et lim Ax(w) = 0 presque strement.

Fixons nous alors % arbitrairement grand tel que l’événement

- &
B = {o] iuplanny 2 o)) < 1

(& >K)
vérifie Prob (') > 1—4Prob(B) (théoréme d’Egoroff), puis fo?n.lons un
événement O qui est une union d’événements élémentaires disjoints (un
événement élémentaire est un événement {weQ|w; g, ..., 0, sont fixés,
Opy1y Oy g2y .-+ libres}) tel que ECO aveec Prob(0) < !Prob(E). Pour
chaque w'eE, nous pouvons trouver z,, et m, > tels que

lsnkmm:(mm” (l)')] >¢&

et cette inégalité se conserve lorsque m, et x, restant fixés o varie
dans D'événement &lémentaire dont les coordonnées fixées sont celles de
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o' jusqu'au rang m, inclus. Mais puisque m,, peut étre pris arbitraire-
ment grand, nous pouvons fzire en sorte que cet événement élémentaire
soit inclus dans O. Nous avons ainsi un famille & d’événements élémentaireg
inclus dans O et recouvrant F.

Disons qu'un élémentaire de F ost emtrémal si et seulement si il
nexiste aucun autre élémoentaire de # le contenant strictement. Tout
élémontaire de & est contenu dans un élémentaire extrémal de #. Puisque
d’autre part deux élémentaires sont ou bien disjoints, ou bien tels que
I'un d@’eux est inclus dans Pautre, les différents élémentaires extrémaux
de # sont deux & deux disjoints et recouvrent .

Nous avons ainsi une famille au plus dénombrable d’événements
élémentaires B, (i =1,2,... 0u ¢ =1,2,...,n) (les coordonnées libres
de H,, débutant & m;+ 1 inclus) avec des points correspondants x; tels
que
E"’HAEWH =0 8 ¢ #],

8w (@1 @)] > & 81 0eBy,, ECUJ ByCoO.
1

Observons maintenant qu'il existe nécessairement un indice 7 tel que
Prob (B ~ By,) = 1Prob(H,,).

Supposons en effe‘o le contraire, les H,, étant d1sJomts nous avons
Prob(UE,H ~AB)<}t Prob(UEm1 d’ott Prob(E ~ B') < {Prob(0) et

puisque Prob(E’) >1— %Prob (B), nous avons 4Prob(H) < 1Prob(0)
< $Prob(E) ce qui est impossible.
Plagons nous alors sur cet événement B, tel que

Prob(By, ~ B') > {Prob(B,y,),

puis fixons nous k' tel que m; < ny. Nous avons
& &
WﬁE B S l'gm,nk:(mn w)| = |Sn1cmi(mi) w)_snknkr(w’t; )| =e— “2'" = "2‘

puisque du fait que wely,, nous avons

I'gnkmi(wi! CD)‘ >e

et que, du fait que weE nous avons

&
['gnknk:(miy o) < sgplsnkuk:(wr w)| < 9

- 2 s
Done well p, ~ B > Sy (@5, ®) > €2/4 maiy alors
ﬂk'
PR
Prob(E,,.i). 2 ajcos’jm; = fsfni,,,k,(mi, o) do
T=mi+1 B

g? &
> b (B~ B) > S| Pron ()|

icm°®
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d’ol .
Ngr 2

Z & cos’jz; > hal

J=m;+1 16

puisque Prob(#,,) > 0. Or ceci est impossible si % a 6t fixé assez grand
(m; > ng). L’hypothése (H) est done & rejeter.

8i nous voulons maintenant obtenir le résultat pour

(2%

« 00
Z Oy, COB (M, @ -+ Oy, )
fn=1
observons que P, presque sfir pour (2’) entraine que P, est presque sir
pour
(2") D i, 008 (1, 2+ 0,)
=1
car la correspondance (w,, wg, ..., by, ...) e Q2 — (Omy s Oy -
qui est bijective conserve les proba.blhtés

Le raisonnement fait se répéte mot pour mot, seule la suite d’indice
de convergence uniforme presque gfire est changée. Ainsi le théoréme 2
est établi dans toute sa généralité.
DPémonstration du théoréme 1. I1 suﬁlt de démontrer la pro-

p‘osmon B. Supposons done que (1’) soit presque stirement la série de
Fourier d'une fonetion continue. Nous congidérons

el

y Wmyyy o-

(1) Z U, COB (M &+ Dy, +F)
n=1
ol les variables aléatoires ¥, sont indépendantes en bloc, indépendantes
des &, et ne prennent que les valeurs 0 et = avee probabilité égale (1, 3).
Pour chaque suite (¥7,,) fixée, P, est presque sfre (dans [$]) pour (17).
Done pour (1), P, est presque sire dans le champ produit [®]x [¥],
et par suite, pour presque toute suite (&,) fixée, P, est presque siire (dans
[¥]) pour (1”). D’aprés le théordme 2, il en résulte que pour presque
toute suite (&,) fixée, P; est presque sfire (dans [¥]) pour (1”) et, par
suite, pour (1”), P; est presque sire dans [@]X[¥].
Nous pouvons done nous fixer une suite numérique (y,) telle que P,
soit presque sfre (dans [®]) pour la série

2 O, CO8 (M + P, + ) .
Ne=l

De 14, P; est presque sfire pour (1').
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Démonstration du théoréme 2'. Nous la ferons d’abord dang
Pordre naturel. Nous supposons done que P, est presque sir pour

00
2 a, 08 (nr+ w,).

=1
Nous désignons par (n;) une suite d’indices telle que les sominey
partielles de rang n; de (2) sont presque slrement uniformément borndes.
Faisons 'hypothése (H') qu’il n'est pas presque siire que (2) a ges
sommes partielles uniformément bornées et montrons que nous aboutis-
sons &4 une contradiction. En effet d’aprés (H'), Iévénement

ECQ, E:{a)e.Q|Vk—1i_l'?l[S'llpt8nk,,(m,w)‘]=°°}
Rerc X

(2)

est de probabilité positive.
Fixons nous arbitrairement l'entier k. L’'expression

M(w) = EJ:ukI'J lsvrrknkr(m7 )|
(k)
est finie presque sfirement. Choisissons alors M. > 0 arbitrairement grand,
tel que 'événement
B ={weQ SUD (S, (2, )] < M}
(ka’v’>kk)

véritie Prob(E') >1—4Prob(¥). Formons un événement O qui est
une union d’événements élémentaires disjoints tel que

ECO avee Prob(0) < {Prob(E).
Pour chaque o’'<F nous pouvons trouver z, et m, > n; tels que
l'gnkmw:(mw'; )| >2M

et cette inégalité se conserve lorsque m, et x, restant fixés, «w varie
dans P'événement élémentaire dont les coordonnées fixées sont celles de o'
jusqu’au rang m,,, inelus. Mais puisque m,, peut &tre pris arbitrairement
grand, nous pouvons faire en sorte que cet événement élémentaire soit
inclus dans 0.

Comme précédemment, dans la démonstration du théoréme 2, nous
voyons la possibilité de former une famille au plus dénombrable de ces
événements élémentaires

B, (i=1,2,...0ui= 1L,2,...,n)
(les coordonmées libres de B, débutant & m,--1 inclus) avec des points
correspondants ; tels que

Bu B,

et HC|J B, CO.

=050 £G, |8y, 0)] >2H 8 weBy,
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Comme précédemment il existe un indice i tel que

Prob(B' A Ey,) > +Prob(By,).

Plagons nous sur cet événement élémentaire E,, et fixons nous %'
tel que m; < ny . Nous avons

w‘Em1 ~nE Ismink'(mﬂ w)| = |snkmi(mi7 w)“snknk'(miz )| Z2M—M = M
ear

(UEEm; > lsnkmﬁ' (@, w)] >2M

et

wel' o ‘snkn;c'(wia ©)] <sup | By (%, )| < M,

(K oky .
done
weBp ~ B D shy, (0,0) > M2,
De 14
ng
Prob(Emi)[ D djeos? (jml-)] = [ S (@1,0) A0
J =g 41

i
2 M*Prob(E,, ~ B’} > M?[}Prob (Bmy)]
et, puisque Prob(E,) >0,
Ny M2
2 aj o8’ (jwy) = — ,
J=mi+1 4
ce qui est impossible si M >0 a été fixé suffisamment grand.
Si nous voulons le résultat pour

(2)

oo
2 G, CO (M, T+ 0y, )
N=1

observons que P, presque sir pour (2) entraine P, presque sfr pour

[=+]
@) D, G, 08 (M, 3+ 0, )
N=1
car la corréspondanee (w;, wy, ..., w,,
conserve les probabilités.

Le raisonnement fait se répete mot pour mot, seule la suite d’indices
(nz) pour laguelle les sommes partielles de rang n; de (2') sont presque
slirement uniformément bornées, est changée. Le théoréme 2 est complé-
tement établi.

Jef

...)e!)——>(wml,nwm¢, cevy Oy e
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Démonstration du corollaire. Observons tout d’abord que ce
résultat est trivial dans le cas des séries (1) ¢ar si nous supposons par
exemple que P, est presque sfir pour (1), si nous nous fixons arbitraire-
ment une suite réelle (1,) avee 0 <4, <1 (n=1,2,...), nous pouvony
toujours trouver des angles g, tels que 1, =cosp, (R =1,2,..), de
sorte que

S’ A @, 008 (R0 - D)

n=1

g’éerit
> 4, 11008 (10 + Bt @) +- €08 (10 +- P — )]

Pour éviter des confusiong dans les notations, nous éerirons (2) sous
la forme

)

2 &y, 0y, COBND
f=1

Démonstration de la proposition. P, presque sdre pour

(2) ol g, = 4 1.

=<} . 00
(2) Zenancosnmi P, presque sive pour (2) Zs,,,lnancosnm.
N=1 LES
Si nous considérons un bloe
m
2 Ephy G CO8PEL (M < M)
P=n+1
de (%), nous choisissons I'une queleonque (v, vy, ..., ¥n_,) des permuta-
tions de la suite (n+4-1,n+42,...,m) de sorte que les 4 (n < i <)
deviennent une suite monotone .déeroigsante: A, >4, =... =4, .

Ceci fait, nous considérons les sommes
k

2 Eyp B,y COBYLEL
P=1

(@) =

(k

1,2,...,m—n).
LeMME. Pour tout couple (¢, 1) de nombres positifs, il ewiste un entier
naturel N tel que pour tout bloc

n

D ephya,008p2

D=n+t1

avee N <n<m

nous ayons

Prob{ sup [s},(2)| > e} < 1.
1<k2m—'n

icm

Séries de Fourier 321

Démonstration. Supposons en effet le contraire. Alors il existe
un couple (&, 5) de nombres positifs tels que, quel que soit ¥, nous ayons
un bloe

m
Z eplpt, CO8PT  avee N <n < m
V=41
tel que pour une permutation convenable (v, vy, ..., 7, ,) de (n-1,
n+2,...,m) avee A, >4, >... > 1,  nous ayons

Prob{ sup 85, (@)] =&} = 1.
I<k<<m—n
Nous voyons ainsi la possibilité de former une suite de blocs
mj

&p Ap G COS DX
D=n;+1

(g <y, myy >my, § =1,2,...)

tels que, pour des permutations eonvenables (v, 1, ..., "an—n,) des bandes
(41, m4-2, ..., m;) satisfaisant WZh=.. > Af, . TNOUS ayons
j=nf

Prob{ sup ISfal'v;;(W)I =&l =1
1<k<’rﬁj—n]-
Les événements entre parenthéses étant indépendants, il est presque
slir qu'une infinité d’entre eux ge réalisent, et par suite, il est presque
sfir que la série

00 771»]‘—71]

Z { 2 eﬂia%eosﬂm}

j=1 k=1

80it non uniformément convergente. Or cette série est une permutée de
la série

oo mj
2{ 2 e",ancos'nm}
=1 nzni+1

qui est presque sfirement la série de Fourier d’une fonction continue
(lemme 2). Nous avons donc une contradiction avec le théoréme 2, ce
qui établit le lemme.

Démonstration de la proposition annoncée. Du lemme
qui précéde, nous dédumisons lexistence dune suite croissante d’indices
(M) (1=1,2,...) telle que si (3,4}, ..., 7k, , ~,) est une permutation

geo (SN,+1, Nip+2,..., Nyy,) vérifiant /1,} > A,zl == Z”}Vm—Nt nous
von

Prob I sup

5t (@) > ) <

& — .
= AT Y
1<k<N+1-Ny

Studia Mathematica XXII . 21
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Aingi il est presque siir que seulement un nombre fini (dépendant
du hasard) des événements entre parenthéses se réalisent. Quand 1 (dé-
pendant du hasard) est assez grand pour que I’événement ne ge produise
plus, nous avons

Nip1-Np
gid1arcosvly
= %k 'k
NH—1—1N1—1 )
= Al— Szz(m)—{—lz 81 (@
‘ 1;2='1 (”zc ) "N~ 1"NHl-NI
Ny =Np—-1 . 1 1
<[ Z Ap—h A1 ] su 8% 1 (@)1 < Az = < =
<[ X a0 g < <g
1<k N1~ N
et comme
Npp1-Np Nyt
Ql 1 \ |
| Z epldiay cosvkm’ = ‘ D s:?blnaqlcosnm'
=1 kR R neNp+1

nous voyons que la suite d’indices (N;) est une suite d’indices de con-
vergence uniforme presque stire de la gérie
- N
@) 2 £ A, (0, COR N,
n=1
done P, est presque stire pour (2), ce qui achdve la démonstration.
Démonstration de la proposi’oion P, presque stdre pour
Zenancos'nmjl)l presque stre pour (2) Zeﬂ n O CORNL.
n=1
Remarques préliminaires. Obsgervons que si une série Za,, COSNE
a tous ses coefficients nuls en dehors de eeux d’un bloec ™!
N
a,cosne (N < N')
N=N41
et si nous considérons la différence oy —sy. entre 1 moyenne de Fejér
.de rang N > N' et la somme de rang N’ de la série, la valeur absolue
de cette différence est majorée (indépendamment de ) par une expres-
sion qui est lindaire par rapport aux |a,| et dont les coefficients, dépen-
dant de N, tendent vers zéro lorsque N'' tend vers l'infini. Done, dés
que N" est assez grand, nous avons |oype— 8x| < 1 umiformément en z.
Démonstration de la proposition annoncée. Choisissons une
suite ‘d’indices (my) croissant assez ra.pldement pour que, quel que Soib
k et A, sous ensemble de la bande (1, 2, ..y M) NOUS ayons

“’Ak,nkﬂ— Z En A @ COSNT | < 1
'IL!AIC

icm
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quel que soit # et quel que soit 1a suite (e,), 04y, étant la moyenne de
Fejér de rang n,,, de eyl ay008nz. Considérons alors les deux séries
ne

Ap
5] Ngj-1
2" Z ' D ek a,,,,eosmc},
J=1 m=ng;+1
_ d ni-te
(2" { s,,lna,lcosm&},

F=1 M=mngj 41
et faisons ’hypothese (H'') que (2) n’est pas presque sfirement la série
de Fourier d’une fonction bornée. Il en résulte qu’il en est nécessairement
de méme de I'une au moins de deux séries (2') et (2''). Supposons que
ce soit le cas pour (2') ce qui est sans importance.
Eerivons pour simplifier que (2°) sous la forme
o0

_2 n A Uy COBNT

N=1

@)

ol a, = 0 sauf s'il existe ) tel que ny <
Posons aussi m; = fay,, My = My, (j = 1,2,
pour m; < n < mj.

Soit  la probabilité avee laquelle (2') est la série de Fourier d'une
fonetion non bornée. Nous avons 4 > 0.

Quels que soient M > 0 et l’entier j que nous nous fixons, nous avons .

n2,+1 auquel eas a, = a,.
..), de sorte que a, =0

Prob {S‘llp Ism:;mj )| > M} =9
]'\J) !
en posant
Smgmys () = g &n Ay @7, COB R,
n="my+1
puisque si
: Prob {sup [8mjmy (#)] > M} < q

(J'\-i)
nous en déduisons, par Vutilisation de la suite d’indices (my), que la pro-
babilité pour laquelle (2°) est la série de Fourier d’une fonetion non bornée
est << . Donnons nous alors une suite croissante M; de nombres positifs
(M, >1) telle que
m M; = oo

k->00

et, supposant que les indices j, < j, < ... < j; aient été choisis, définis-

sons jr.q, de fagon que

Prob{

Bllp [smjkmj (.’L')| > -Mk} > 7]/2'

(7k<7<7k+1)
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Les événements entre parenthéses étant indépendants, il est presque
sr quune infinité d’entre eux se réalisent. Or précisément lorsque noug
avons un indiee j avee j; < j < ji,1 tel que

Sgp ['S'mj]/n](m)' > Mlc-
Nous avons aussi

Sup oy (@) > Mp—1
@

ol Oy g est la moyenne de Fejér de rang m; do
Mpp1
£y A, Oy, COS NP
41

et il résulte d’aprés les propriétés connues du noyau de TFejér, que
5213 ism./kmykﬂ(w)l > My—1

wisque 8up (S, m,
(p q zp[ 7”77{:7"7]6-}-1

(@) < Mp—12> sup|am].km;.(m)| < M,—1). Done il
x
est presque sir qu’une infinité des événements

5w [ny g, (@) > Mp—1}  (h=1,2,..)

se réalizent.
Or soit o, 45, ..
1oy, Gelle que

'3 s
o3 Vg g une permutation de My -1, my -2, ..

M2k
"1™ ™,

et soit toujours
1

* — ’ . _
_81@,?(:0) = gevzavﬁeosu,,m (F=1,2,...,my  —my).

 Quand nous avons

’ © S [y g, (@) > My~ 1
nous avons nécessairement aussi
' *
sup ls,,;c,g(w)l > Mp—1,

x,
o (SI<my g =gy
car demns le cas contraire, la transformation d’Abel donnerait

’ S&P l‘gwykwk+1(93)\ < Mk-—- 1.

icm°®
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Nous voyons donc que la série

g1 ™My

2{ 2 e,;ca",kcosv?w}
P =

a presque sfirement ses sommes partielles mon uniformément bornées.
Or cette série est une permutée de la série

M1
£y, 0y, €O m:}
k nzm:;k+1 '

qui est presque stirement la gérie de Fourier d’une fonetion bornée (ler-
me 2). Nous avons donc une contradiction avec le théoréme 2'. L’hypo-
thése (H'') est done & rejeter.

Démonstration de la proposition A’. Supposons que P, soit
presque sfire pour

(2) 2 @y, 008 (naz - F,)

et . n=1

(3) 2 a,sin(ne+¥,) (¥,= 0 ou =).
=1

8i nous supposons que (2) n'est pas presque siirement la série de
Fourier d’une fonction continue, nous savons qu’il existe un couple (g, %)
de nombres positifs, et des blocs

my
Ulc = Unknk = 2 0y COB (nm+ 'I/n)7 Ny << My, nk-}-l/'m’k > 2
N=Mp+1
h=1,2,..)
tels que
Probpy, {sup |U(@)| > e} > 7.
]
La série
(2111) Z Uk
k=1

est presque slirement la gérie de Fourier d'une fonction bornée (lemme 2).
Dans chaque bloc Uj de (27'), remplagons 2 par z— Dy, les &, étant des
variables aléatoires, indépendantes en bloe, indépendantes de ¥,, équi-
réparties modulo 2n. Eerivant cos(ne—nd,+¥,) = (cosndy)cos(nax-+¥,)
-+ (sinn®;)sin (ne + ¥,,) nous voyons, grace au. corollaire, que pour chaque
guite (@) tixée, (2'') est presque siirement (dans [¥]) la série de Fourier
d’une fonetion bornée. Done (2') est presque slrement la série de Fourier
d’une fonction bornée dans le champ [@]X[¥].


GUEST


326 P. Billard

Nous pouvons ainsi nous fixer une suite numérique (¥,) telle que
a) Pour une infinité dindice & (§j=1,2,...; ks < k1), nous

avons des intervalles ouverts I,c} tels que ‘

mk1 e
ancos(m—i—‘ﬁn)! >5~ 8i $51107~
nasnhj-}'l
b) La série )
my
2{ Z‘ ancos(nw——n@,a~|“lf,n)}
& nE=ngtl

est presque slirement (dans [P]) la série de Fourier d’une fonetion bornée.

D’aprés le lemme 6, il est presque gir (dans [D]) qu’il existe un point z
appartenant & une infinité I,% des intervalleg I,cf tranglatés de (ﬁ,ﬂj. Or’
remplagant @), par @,+ yr ol y ne prend que les valeurs 0 et =, nous
voyons immédiatement que la série

Z{ Z 40,6081 (& — Dy — ) + ]}

k n=npd-l
egt presque stirement la série de Fourier d’une fonction bornée (dans
[@1x[x]). Done nous pouvons nous fixer une suite numérique (¢,) telle que
a’) Un point » appartient a une infinité I H, des intervalley Iy, trans-
latés de gy, .

my

b") 2{ Z‘ 4,008 (1@ — Ny — g+ )} o8t presque strement (dans
n=mnp+1

[x]) la sérle de Fourier d'une fonction bornde.

Or, préeisément, si nous faisons la restrietion que (2) a tous ses coef-
ficients d’indice pair nuls, nous avons une contradiction exactement
comme dans la démonstration de la proposition A. De plus, la restric-
tion faite se ldve exactement comme dans la démonstration de la pro-
position A.

Démonstration de la proposition 0. 8i P, est prosque sire
pour

D, tasin (na 4 Y1)

Timal

2 0y, COS ('n'w + y’n)

n=1

et (¥, =0 ou 7)

considérons la série

Z @, €08 (0 + D, -+ W)
M=l
ol les &, sont définies comme dans la démongtration de la proposition A’
Eerivant cos(na+0,+¥,) = (co8®D, ) cos (nw+¥,,) — (mn(b )sin (na--F,)
Dous voyons que pour chaque suite (&,) fixée, la série Z 00y, €08 (54D -+ Fp)

M=l

icm
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vérifie presque sirement P, (dans [¥]). Nous en déduisons alors Ia
possibilité de nous fixer une suite numérique (¥,) telle que P, soif;
presque sfire pour la série

o«
2 0, C08 (N + Dy, + )

N=1

done P, est presque sfire pour la série

2 @y, €08 (nz D)

=1

Etudes des examples cités

a) En dehors des cas triviaux examinés, nous ne savons pas montrer
[o2] o0

que P, presque giire pour 3 4-a,co8nw =P, presque stire pour > +a,sinna.
n=1 n=1

b) Si P, est presque sfire pour

(4) Zw: a,, 608 (nz—+ ¥,,)

n=1

ol les ¥, ne prennent que les valeurs 0, /2, =, 37/2 avec probabilité
égale, changeant ¥, en ¥, — /2 nous voyons que P, est presque siire pour

) Za,nsin(nwflr w,).

n=1
Dans (4), remplagant ¥, par ¥, -+, ol y, ne prend que les valeurs 0
et © avec probabilité égale, nous voyons que P, est presque siire pour
oo
(4') Z @y, €08 (1T + ¥+ 1) -

n=1

De méme P, est presque siire pour

Dy sin (10+¥,+ 7).

N=1

(59

11 wagit ici du champ produit [¥]X[x]. Aingi, pour presque toute
suite ¥, fixée, P, est presque stire (dans [x]) pour (4') et ( ') et par suite P,.
Donc P, est presque siire dans [¥]x[x] pour (4') et (5') et par suite,
nous pouvons nous fixer une suite numérique (x,) telle que P, soit presque
stire (dans [¥]) pour

2 @, 608 (1% - Wy, + 2,,)

=1

et finalement, P, est presque siire pour (4).
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Egalement, quand nous nous fixons une suite numérique ¥, telle
que P, soit presque sfire pour

Dlaneos(no+ ¥t z) €6 D a,5in(no ¥t g,)
N=1

n=1

en développant et séparant nous voyons que P, est presque sfire pour

oo o0 :
2 @,,608%,, 608 (nw+ ¥n), 2 a, Sin¥, 8in (na - y,,) ,
N=1 Me=l

] oo
2 @, 008, sin(nas+ x,), 2 @, 8InW,, o8 (1 + x5, -

M= M=l

Done P, est presque sfire pour

Za,,cors?’ncos(nm-{—din) et Zansinyfnsin(m-i—@n),
n=1

n=1
done pour,
Z:aﬂcos(m—{-(bn—}-?’n)
N==
et finalement pour
D, nC08 (n3+,),
n=1

les @, étant définies comme dans la démonstration de la proposition A’.

¢) Il suffit de séparer partie réelle et imaginaire.
Enfin d) n’est qu'une retraduction de ¢).

Quelques généralisations aux séries de Fourier de deux variables

Congidérons
(6) Z O, m €08 (N + Y + D, 1),
n,m
(7) D) F i, no0s (nz+my).
n,m

La proposition A pour (6) se démontre exactement comme dans lo
cas de (1), par considération des blocs

UNM =
N<n,mgM

et par la généralisation immédiate du lemme 6 dans le sens suivant.
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Si nous plagons au hasard des rectangles I, (@, < & < by, ¢, <y < d,)
gur la tore & deux dimensions, (®,, ¥,) étant les coordonnées de leurs
centres, il est presque sfr (au sens de [P]x[¥]) qu’il existe un point
appartenant & une infinité d’entre eux. Nous pouvons de méme obtenir
que P, presque sfire pour (7) entraine que les sommes

IS’ N =
n,mEN

gont presque slirement uniformément convergentes.

11 suffit de prouver l'existence d'une suite d’indices N, telle que les
sommes Sy, soient presque sirement uniformément convergentes. Or
il suffit pour cela de décomposer (7) en les deux séries

(7 Z Unyiavagns
7
7 a )
(1) D Uiy vy
7

car, considérant par example pour (7') 'expression

ONgjra ™ SN21+1

(0xyy, ¢tant la moyenne de Fejér de rang Ny,,), sa valeur absolue se
majore par une exprossion linéaire par rapport aux |a, .| dont les coeffi-
cients ne dépendent que de N, ., et Ny, et si Ny, est fixé, ces
coefficients tendent vors 0 lorsque Ny, ,-+oo. Il est done possible de
choisir une suite {N,} croissant assez vite pour que, uniformément en
z ety

1

|UN2j+2_Ssz+1I < of

(et avee un résultat analogue pour (7')), et cela indépendamment du
hasard. Nous voyons alors que la suite {N;} est une suite d’indices de
convergence uniforme presque sire de (7).
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