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where s = lge,/lga. By [4], 3.4, (3.1h)

= 1
+ )y — =M.
() (p(ﬁ’u)'q)(“)<5 for w>u

The last inequality shows that the inequalities limsupe(u)/u" < oo

U—+00
and liminfy(v)/v" > 0 are equivalent; hence o, = s,. This equality holds
>0
also when one of the values ¢, 8, is equal to oo,
By (++)
1ge, 1!
o< Jee _ lepln)
Iga lgd+lgu
whence liminflgg(u)/lgu > s,, and since o, > limsuplgy(w)/lgw, (*) holdg
U—>00 U—r00

for  u = u,,

with r = 8¢ = ¢,. From (+) and (++) it follows also that
1
lim E¥(®)

v->0 1g v

A funetion ¢(u) is called regularly increasing with index r, if ¢(u)
= "o (u), where o(lu)/o(u) —1 a8 u— oo, 1 >0 (cf. [1], [2]).

3.2, If the relation 3.1 (%) holds and if lgp(e") is a convew function
Jor large w, then ¢(u) is a regularly increasing function (for large w) with
index 7, = 7.

The function ug'(u)/p(u) iy defined for weB = (@, co)\ A4, where
the set 4 is of measure 0, and uep'(u)/p(u) - g as u — oo, ueB. Since

Fe()
[t
lgp(u)—lgp(a)  ; o)
lgu—lga f“dt )
PO
and the ratio of integrals on the right-hand side of the above equality

tends to g, the value ¢ is finite and g = ». Now it is sufficient to apply
& known criterion (cf. e.g. [2]).
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1. Introduction

Soit une équation intégrale singmliére:

At)a(t) + %2 fgg)?ds =m,(t) (s,tel),
L

olt L désigne un arc de Jordan, régulier et fermé, I'intégrale a le sens de
la ‘valeur principale de Oauchy, les fonetions complexes A (1), B(t), »(t),
@,(t) définies pour teL satisfont & la condition de Holder. Les méthodes
classiques de Carleman, Vécoua et Muskhelichvili (voir la monographie
[10]) utilisées dans I’étude de ces équations, ainsi que les considérations
plus abstraites de Halilov [6], Tcherski [4] sont fondées en prineipe
sur la propriété unique qu’une transformation intégrale singuliére
(pour les arcs fermés)
x(s)
t

1
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satisfait & lidentité 82 = I dans la classe des fonetions holderiennes.
On a en effet obtenu les résultats classiques sur les équations singulidres
par les méthodes algébriques présentées dans le travail de Vauteur [14].

De méme, si nous avons des équations contenant des puissances de
la transformation de Fourier T, on peut les résoudre moyennant ’identité
analogue: T* == I (voir [15], [16] et p. 365 du travail actuel).

Nous étudierons ici les équations linéaires avee opérations qui eon-
tiennent les puissances d'une opération algébrique 8. Une opération algé-
brique une opération additive et homogéne, définie sur 1’egpace X ling-
aire sur le corps des nombres complexes, qui vérifie une identité poly-
nomiale:

®

les coefficients constants complexes ne s'annulant pas en méme temps.
Si P'opération § satisfait & une identité polynomiale de degré N et ne
satisfait pas & une identité de degré inférieur &4 N, nous 1’appellerons
opération algébrique d’ordre N. Dans le cas particulier P(S) = I—82 on
appelle Popération § involution, dans le cas P(8) = I—8Y elle est dite
involution d'ordre N.

Comme nous Paxons vu, une transformation intégrale singulidre est
une involution, une transformation de Fourier est une involution d’ordre 4.

Enfin nous discuterens plus en détail ces transformations et auntres
exemples d’opérations algébriques.

Ajoutons que les involutions d’ordre N et les équations corres-
pondantes ont été étudiées par l'anteur [15] et [16], les équations avec
opérations algébriques sans racines multiples — dans le travail de
Pauteur [17].

Le présent travail contient des résultats nouveanx sur les opéra-
tions algébrigques avec racines multiples; en outre, il est une extension
et une généralisation des travaux [14], [18], [16] et [17] de l’auteur.
Par exemple, les théorémes du § X ont été démontrés d Paide des
notiéns d’espace de Banach, maintenant il suffira de considérer un
espace linéaire.

Les résultats précédents deviennent de faciles congéquences des
théorémes du travail actuel.

. La propriété (1) est fondamentale pour les opérationy congidérées:
grice & lui tous les résultats peuvent étre obtenus par les méthodes
simples de 1'algébre lindaire.

Nous ne mnous occuperons pas ici des propriétés métriques des in-
volutions et des involutions d’ordre ¥ qui ont été présentées dans les
traveux [14] et [15] car elles ne sont pas véritides par les opérations algé-

briques arbitraires et ne présentent pas d'intérét du point de vue des
équations considérées.

P(8) =peI+p1 8+ ... +pn8Y

=0,

icm°®
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II. Formule d’Hermite
Nous rappelons d’abord (sans la démontrer) d’aprés Gontcharov
[7] 1a formulé d’interpolation d’Hermite que voici:

ForMULE D'HERMITE. Il existe un polynéme unique W (t) de degré
N—1 qui admet en n points différents #; (1 =1,2,...,n) avec ses
dérivées de degré k (¢ =0,1,..., ;,—1) des valeurs données y;:

WOG) =9 (e=0,1,...,4—1;5=1,2,...,0),
nous supposons a;+ a,+...~+a, = N, et
|

N[ P G (u—t)e
o=l U Fe

2 y’“’{ 20)

k=0

(t—t)*
k!

(2)
ot 'on a posé'

()

}( a—1-k;t;)

n

P(t) = [ ] t—tn)m,

B
3 (i)™ df()
(4) {FO ey = Z m! @™ ety

m=0

TaforkME 1 (décomposition de l'unité). Awvec les hypothéses pré-
cédentes on a la représentation unique

1= ﬁjpf(t) )

(powr t; et a; fimés), 0% P'on a posé
(t—1:)*
- P(1)

(i=1,2,...,n),

®) nt) =a® ][] t—ta)™, @) = { }m_w

les polyndmes p;(t) étant lindairement indépendant.
Démonstration. Nous avons W(t) =1, done
WOU) =1, WH(t)=0 (k=1,2,...,—1;i=1,2,...
En remarquant que

y ).

n

PO _TTaluy
(t—1;)" ~Q(t )
maEi

nous obtenons moyennant la formule d’Hermite:

u~ti>%} ]
P -]’

n

1= Z[ﬁ (th,,,)“m{

i=1 "m=1
m#£i

d’oit résulte la formule proposée.
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Remarquons ensuite que si les racines #; sont simples, nous en obte.
nons la formule d’interpolation de Lagrange. En effet, nous avony dang

ce cag ¢, =1 (1=1,2,...,n) et
{5 b mm ([T [T

P(t)
d’olt résulte la formule suivante pour le polyndéme W (1):

n k3 t 1
W =3 | [
T ome1 AT m
mztd
En outre on a, dans ce casg,
n n
DY E=-Ett
o bl
Mgl

III. Décomposition d'un espace par une opération nlgébrique

Etant donnés espace linéaire X et Popération algébrique § d’ordre N,
définie sur V'espace X, nous avons

P(8) EPoI—i—_’l’ls+-..+pN8N =0

On peut supposer, sans limiter la généralité, que py = 1.

Le polynéme de la variable complexe P(i) est appelé polynéme oa-
ractéristique de 'opération algébrique § et les racines 15 .00y B Au poly-
néme caractéristique sont dltes racines caractéristiques de l’opératlon 8.
Alors nous avons

n

[[t—tn)m,

M=

(6) P@t) =

les nombres t,, ...
Kerivons

(")

) I étant différents et a, -+ ay-...-- a, = N.

Pi=p(8) @

olt les polyndmes p(f) sont définis par les
P; ont des propriétés

1,2,..,n),

formules (B). Les opérations
trés importantes: on a d’abord

n
=1

(8)

icm
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Cela résulte immédiatement du théoréme 1 sur la décomposition de
Punité. Les opérations P; sont les opérations de projection:

Py, osii=j,

PP, =
® b 0, siij

(i,§=1,2,...,m).

En effet, si ¢ 7 j, nous avons

P.P; = 4:(8)q,(8) ]7 8 —t,,I)m [] (8 —4I)%

m=1 k=1
MAL kxd

n

=a®)g®) [] (8—tu)mP(8) =

m=1
Mgt m£]

et, d’aprés la formule (8),

P,; = Piipj
j=1

Ensuite, nous avons

— Yo, = B}
i=1

(10) (S—tD)%P;, =0 (i

En effet,

(S —tI)% P S)(S—tl“»n

m;m

S—tI)m = q;(8)P(8) = 0.

THEOREME 2. L'espace’ X est la. somme simple des espaces

X, =P,X = {Pw; weX) (i=1,2,..,n)

Démonstration. D’aprés la propriété (8) on peut ;'eprésenter
tout élément weX sous la forme suivante: : -

n
- Sia
i1

Dlaprés les propriétés (8) et (9), cette représentation est wunigue.
Il en résulte I’identité

(11) o m=Pax (E=1,2,...,n).

(12) (S8—t,I)%z; = 0

pour z;eX; arbitraire.
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Si opération S admet des racines simples, on a o; =1 (i = 1, 2,...
..., n = N) et d’aprés lidentité (10)
(13) 8P, =4,P, (i=1,2,...,n),
d’olt

Sﬂ’/‘i=t¢$i ('i==1,2,...,n)

et nous obtenons le théoréme suivant:

TuorbME 2. § élant une opération additive et homogéne, définie
sur Pespace X, les conditions suivantes sont équivalentes:

(a) 8 est une opération algébrique @ordre N avec racines caractéristi-
ques simples.

(b) I existe N opérations P, additives et homogénes telles que

N N
P.,;Pk = 6ikpi, ZP,, =1 1] 8= Ztkplc

=1 F=sl
(i désignant le symbole de Kronecker).

(6) L'espace X est lo somme simple de N sous-espaces X, tels que
8z = tiw pour weX; (; étant des nombres complewes différents arbitraire-
ment fixés). ‘

La démonstration du théoréme est donnée dans le travail [a7].
En particulier les implications (a)—> (b) — (¢) résultent des considérations
précédentes et du théordme 2. Par exemple, si § est une involution, nous
obtenons

1 1

Pi=G(I+8),  Py=(I—8).
Si § est une involution d’ordre N, nous obtenons (par un caleul
simple)
N-1

Z g-mgk

k=0

ot e = 6™V désigne le racine de degré N de l'unité.

Py = (m=1,2,,..,N)

IV. Propriétés des polynémes d*une opération algébrique
Soit donpé un polynéme de l'opération algébrique § d’ovdre N:
M
(14) 48) = Y4,

A, (m=0,1,2,..., M) éant des o

pérations additives, homogenes et
transformant Despace X en lui-méme.

e ©
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On peut désigner
M
) k eem  ATA(D)
(15) AV = A(), A0 = m! D (4= 2 »
Jo=m
(m=1,2,..., M; i =1,2,...,0).
Nous démontrerons les propriétés suivantes du polyndéme A(S):
M 1
(16) AlS) = 3 A S— D" (=1,2,..,m),
£ ml .
y—1 ] )
1y AR®P; = ;—;111‘"")(%)(&—z,LI)"”P,, (t=1,2,...,m),
M0 m:
no oug—1 1
(18) 48 =M — A" () (8 —1,])" P
T=1 M=0 -
La propriété (16) 8'6¢tablit comme il suib:
M . M M M m . .
Ty - .
4 = Nasm = Vaurs—aneun] = > (et —un
st . Me=0 k=0
M==0 Wm0 . A
M

M M " . % 1 A(m) V(8 tl)m
m—k | o R — el . — 1 .
- §[§ A,,L(k)ti ](b—u) ) A
k=0 “m=k k=0

Pour la démonstration de la propriété (17) remarquons que, d’aprés
la formule (10), nous avons (§—#I)"P; = 0, done

M 1 4ol o " np
AP = Y AP = ) A S~ I
' M=

M=

La propriété (18) se déduit de la propriété (17) et (8) de la maniére
suivante:

. 0 no -l
d 1 14
X — A () (S— )" P;.
A(S) = A(8) éﬂ: gA(S)Pi—‘ E § AT ) (8 —&D)
i=1 i=1 i=1 Mm=0

Remarquons que, d’aprés les propriétés (17) et (18), il suffit ded 7con—
sidérer les polyndmes A (S) de degré M < N-—1, et dans le cas d’une
racine multiple ¢; il suffit d’ordre M < o;—1.
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Dang le cas t;, = 0, AP (0) = m! A, et nous avons
u,;o—-l
(19) AB)Pyy = D' 4,8"Py,

M=l

done la décomposition (17) est superflue.
Si les racines caractéristiques ¢; de 'opération & sont simples, nous
avons o; =1 (i =1,2,...,n = N) et
N
(20) A(8) = D' A(5)P;.

i=
I1 est évident que les comsidérations de ce paragraphe subsistent
pour les polyndémes & coefficients constants complexes a,,:

N-1
a(®) = 8"

M=)

V. Equations a coefficients constants. Cas d'une racine multiple

Soit un espace X; = P, X fixé arbitrairement (1 < i < 7). D’aprés
la propriété (12) nous avons

(8—tI)w; =0 (w;«X; est arbitraire),

done on peut considérer Popération § sur 'egpace X; comme une opé-
ration algébrique d’ordre a; avec une racine multiple ¢;.
Désignons

(1) Bu(w) = {yseXiz (S—4I)"y; = 0} (m=0,1,2, ... a).
On voit que By(t) = {0}, B, (t;) = X; et que Hyp(t;) C By, (t).

LeMve. Pour m = 0,1,..c, s—1 on a B,(t)+# By ().

Démonstration. Supposons quw’il exigte un indice me (0 =imy £
< a;—1) pour lequel on ait:

Emo(.ti) = E1n0»1a1(t17)

dfn}@ pour toutjn we X; la condition (§—t, 1) g, = 0 implique la con-
dition (§ '—tiI) 0, = 2 .lNous allons démontrer que pour tout m > m,
la condition (S—#,7)""'w, = 0 implique 1a condition (8=t 1) 2, = 0.

En effet, si
0 = (8t I)™ oy = (§— )"0+ [(§ — 4, T)™~"0gs,]
alors on a aussi, d’aprés notre supposition,

O = (8—t,Iy™[(8—t1y™ "] = (8 — t,1)"s.
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Il en résulte que
Ep(t) = By (t;)  pour tout  me <m < o

Mais d’aprés la dernidre égalité H, (1) = B, (%) = X;, d’ott résulte
my = a;, contrairement & 1’hypothése. Done il doit avoir

-Em(ti) # Em+1 (ti) (m = 0? 1,000 a;—1).

Soit donné un polynéme
aj—1

(22) a(8) = D 48"

M=0

4 coefficients congtants complexes.
TuiorbME 3. Tout élément y; ek, (1) (v étant fixé dans Vintervalle
0 <y <a;—1) est la solution de I'équation

(23) a(8)y; =0
sous la condition nécessaire et suffisanie
(24) a®(t) =0 powr Ek=0,1,...,9%n—1

(si »; = 0 Véquation (23) n’admet quw'une solution nulle).
Démonstration. Admettons les conditions (24). Si y;eB, (t),
alors, d’aprés la propriété (17),

up—1

1
o = amg, I\,
a(S)gs = a(8) Py = D) =™ (1) (S —4I)"Puy
m=0
aj—1 1 ;-1 1
m) ) — T am)y, 1T\ . T\ 1:=0
= D =S~ )"y —[Zm!“ () ($—4I) ](S tlyiy: =0,
Me=vy M=y}

done la condition (24) est suffisante. D’autre part, 8l y; eE,:i(.ti) est une so-
lution arbitraire de I'équation (23) qui satisfait & la condition (24), nous
a4vons

ug—1 vi—1
<71 , 1 o .
0= alS)y = D a™ ) (Sl "y = D) a" H (5= D"
m=0 : m=0

En transformant le derniére égalité & Iaide de Popération (8—t;1 yi
nous obtenons 1’égalité suivante:

vi—1

__1ﬂ a’(m)('ti) (;S' . tiI)v,;—l-}.'m,yi — 0 .
m!

m=0
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Mais y;e B, (t;), donc il en résulte 1'égalité suivante: .
a¥ () (S =4Iy, = 0

qui est satisfaite pour y;e B, (%) arbitraire. D’aprés le lemme préeédent
il existe des y; <, (f;) tels que (8—t,Iy" 'y, # 0, donc on doit avoir
() = 0.

De la méme maniére, en transformant D’égalité

vi—1 n~1

1, o 1, ,
ZO%T a"™ () (8 — ;1) ™y, = Z%T a™ () (8 — (I)"y; = 0
=

Wye=]
& Paide de Popération (8 —t;1)'"%, nous obtenons a (t;) = 0.

En général, en admettant que a®¥(1) =...=a®"@) =0 (0 <
<k <»—1) et en transformant Pégalité

n—1

Z Ly (S— 41"y, = 0
m! ¢ i) Y=

m=k
& Daide de Popération (§—¢,1)"", nous obtenons

w"“)(t,-) =0 pour k=0,1,...,%n—1,

done la condition (24) est aussi nécessaire.
TasoREME 4. Supposons satisfaite la condition (24):

a®() =0 si k=0,1,.,5—1 (0<wn<aq-—1);

alors la condition méoessaire powr que 1'équation
(25) a(8)a; = xy; (g X; est donné)
ait une solution, est la swivanie

(26) (S— ;1) igy, = 0

(81 v, = 0, la condition (26) est satisfaite pour tout moeX,!).

Démor}stra.tion. &'l exigte une solution u; de Péquation (25)
alors, d’aprés ’hypotheése (24), ‘

g1

— . kY — =g Ay —py 1 n
(8 WD) " = (8 —tD)"a($)m = (S—t21= YL a1 (8 — 11
st fe=ny
= 2 1 (k) Koy [
2 8-ty =,

done la condition (26) est nécessaire.

e _®
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TuBoREME 3. S¢ les conditions (24) et (26) sont vérifiées, Véquation
(25) admet une solution w; st ot seulement si - satisfait aux conditions:

! QY -
e ety = | D) () (St
i k=0

(m=0,1,...,¢,—1—n);

on & désigné par dii (1) le sous-déterminant obtenw en rayant lo (m+ 1y
colonne et la (k-4-1)° ligne dans le déterminant

(28) d,,(t;) = det[ae(t:)],
ol .
0 pour -k >m,
(29) Gl =1___ L jeembg) powr k<m
(vi+m—Fk)!

(kym =0,1,..., a,—1-—w).
Démonstration. En transformant 1’équation (25) par les opéra-
tions (§—;I)™ (m = 0,1, ..., ¢;—1—w;) nous obtenons le systéme
d’équations suivant:
aj-1
(30) N (540 = (St
. fro
l (sz,],...,ai——l-—v,-,).
Substituons maintenant )
= (S—tIy ", v = (8—uDwy  (I=0,1,..,a—¥—1).
On peut alors écrire le systéme (30) sous la forme guivante:
“12:11 1
Z %Ta(k) () Uty = U (m=0,1,..., a;—1—w)
fe=w;
ou sous la forme encore plus convenable:

aj—1—v

(D!

Tous les éléments du déterminant d,,(¢) du systéme (31) (déﬁn‘i
par les formules (28) et (29)) sur la diagonale principale sont égaux a

(31) a‘(ﬂﬁrl) () Umir = O (m=0, 1., ai'_l“‘vi)~

1 ..
—at (k) #0,
v;!

1

au-dessous d’elle ils sont égaux & zéro, done

1 a;—vp
d,,(t;) = [v—, at? (tvz)] #0.
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La solution du systéme (31) prend la forme

O 1—py

- dv,; (tl) %0

d’olt résultent les conditions (27).

Au contraire, §'il existe un @; qui satisfait aux conditions (27), alors
on peut faire la méme substitution et résoudre le systéme (32) par rapport
& v;. En effet, le déterminant de ce systéme est différent de zéro, comme
le déterminant de la transformation linéaire inverse d’une transformation
déterminée par le systéme (31) dont le déterminant est non nul. Done
le systéme (30) a une solution ; et en admettant m = 0, nous obtenons
que I’équation (25) admet la solution ;.

(32) Uy (_1)m+kd:r%k(ti)/vk (’Wl/ = O’ l? ey (l,;*—l*——-v,i)’

V1. Equations & coefficients constants, Cas général

Congidérons maintenant les équations & coefficients constants sur
tout ’espace X. Soit donné le polyndéme

N-—-1
a(8) = Zamsm

M=0
a coefficients constants, S étant une opération algébrique d’ordre N avec
le polynéme caractéristique P(t) = [T (t—4,)" (ay+ agt.. - a, = N).
. M=1

Nous obtenons
TEfOREME 6. Tout élément yeX, tel que Py B, () (v étant fimés

arbitrairement dans les intervalles 0 <v; < ay—1; § = 1,2,...,n) est la
solution de Péquation T
(33) a(8)y =0

sous la condition néoessaire et suffisante

(34) a® (t) =0 powr k=0,1,... 51 (i=1,2,..,n),

les ensembles H,,(t;) élant déterminés ‘
A m par les formules (21), (86 », =0
Végquation (33) n'admet qu'une solution nulle).f G- (56 ,

Démonstration. D’aprés le théordme 2, I'équati . i
. uation (33) est équi-
valente au systéme d’équations indépendantes’ : e (1111
(38) a(8)Pyy = 0 (t=1,2,...,n).

En remarquant que Py = y; ot en appliquant le théordme 3 & cha~

cune des équations (35) dans l'eg :
€ pace X, cor
la conclusion du théoréme Proposé. respendanty nous dbtenons

Opérations algébriques 349

THHOREME 7. Supposons remplie la condition (34). Alors la condition
néeessaire pour que 1'équation

(36) a(S)x = x,
ait une solution est la swivante:
(37) (8=t 1) "iP, =0 (i=1,2,...,m).

Démonstration. D’aprés le théoréme 2 Péquation (37) est é(iui-
valente au systéme d’équations indépendantes: ’

a(S)P.,;w:-P{,mo (i=1,2,.,.,n).

Nous pouvons, comme précédemment,. résoudre chaque équation
dans 'espace X, correspondant en substitnant x; = Pz et @y = P;m,
et en appliquant le théoréme 4. Il en résulte la conclusion du théoréme
Proposé.

THEOREME 8. Supposons satisfaites les conditions (34) et (37). Alors
Véquation (36) admet la solution m si et seulement si x satisfait auw conditions:

aj—1—v;

.1 Vi .
(38) (S——tl-lrf“"Piw:[aTﬁ;"(r)-] (-1 () (S — 6T Pasy
i k=0

(m=0,1,...,¢,—1—wn; i =1,2,...,0),

les sous-délerminants di,(t;) tant déterminds dans le théoréme 5.

Ta démonstration résulte du théordme 5 de méme que le théoréme
7 résulte du théoréme 4. )

COROLLATRE 1. 8i »; = 0 (i =1,2,...,n), Déquation (36) admet la

solution
'n.l 1 a,-—l . .
o= [g—[af—)]—; (140 (5 — 41

pour tout wyeX.
Démonstration. En mettant dans les conditions (38) m =0,
nous obtenons d’aprés notre hypothése:

aj—1

e 1‘___ — k : —_— T k .
(39) Pim—[——[a(ti)]ai;( 11 (8 — TP o

en outre la condition (37) est satisfaite pour tout z,eX. En appliquant
le théoréme 2 aux formules (39) nous obtenons la formule proposée.
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11 en régulte immédiatement,
v = 0, le

COROLLAIRE 2. Si a(l;) # 0, Dopération inverse de Dopération a(S)
existe et

en remarquant que a(#) %0, §

aj—1

(1) [a®) = ZW i [Z (—1)"d3k<t,-.)w—tJ)’“]P,.:.
COROLLAIRE 3. 8i #, #0 (i=1,2,.,.,n), Vopération inverse de
Dopération S ewiste el
n ag—~1
R 1
(41) 8= [ —e{m)(—l)t;m“lﬂm]ﬂ
2l ’

ol on o désigfné‘
aj—-1
eu(t) = )i,
Jo=0

(42)

Démongtration. Nous avons a(f) =1t, done a(t) =1, % 0, a¥(1)

=1, a" =0 (k=2,3,...; 4 =1,2,...,n). Par conséquent
dolty) =1 et do,n(t,-)=t7,‘l‘1"‘ (k=0,1,..,0—1; ¢=1,2,...,2).
D’aprés le ocorollaire précédent nous obtenons
ag—1
81 Z[r“nZ( 1)kgi=1-k( (811" IP
k=0
no_ ag—1
- SSren Sear(ense
i=1 “k=0 M= 0

n _ ai—1 a;—1

= 21 e ()ele

“M=0 k=m

n a1 ;-1 .
— k-rm M "
2 g‘:(Z( (e ))1 1g ]P

To=m
Remarquons enguite que

.

a1 ay— @

@’olr résulte la formule (41).
Considérons encore quelques cas particuliers. Si les racines caracté-

icm

sous l’hypothése que t;, =0 (i =1,2,...,n).
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ristiques de Dl'opération § sont simples, c’est-b-dire si o; =1 (i =1,
2,...,n) et sous l’hypothéqe a(t;) 0 pour i =1,2,...,n mnous

obtenons
n
- Sen
i=1

En effet, dans le dernier
cas, le déterminant do(4;) se compose d’un élément unique a(f;), done le
sous-déterminant d9 (%) = 1, en outre e;(f) =1 = 1.

En supposant que P(1) == 1—i2 = (1—1)(1+47) nous obtenons évi-
demment

[a(9]™" =

n

Yaw”

dm=1

[a(®]" =

I+8
o+ 0y ( +8)+ Qg—

o+ 4,87 = = [ (1—S>]

1
’[;:_)7"_‘*”;[%1-6&18]
siai—al =0 et §7' = 8.

Remarquons enfin que toutes les considérations des paragraphes
précédents restent évidemment en vigueur, si X est lespace linéaire
sur un corps de carzctéristique zéro et si les coefficients du polyndme
a(8) sont des opérations additives, homogeénes, transformant 'espace X
en lui-méme, commutatives avec I’opération S et entre elles. Dans ce
cas il faut supposer que les opérations at () (comelda.nt avee les nombres
a®(t,)) admettent les opérations inverses [a® (1)1~

VIL

Notions auxiliaires

Nous énoncerons maintenant les définitions et les propriétés des
opérations régulieres, des opérations de Fredholm et la définition bien
connue du commutateur.

Soit un espace linéaire X (sur le corps des nombres complexes).
Par & désignons Panneau de toutes les opérations additives et homo-
génes qui transforment l'espace X en lui-méme. On appelle idéal des
opérations un ensemble # C & qui vérifie les conditions suivantes: si T,
T'e f, AcZ, alors ’

a) aT+bT"c# (a et b sont des mombres complexes arbitraires),

b) ATe #, TAef.

Nous considérerons seulement les -idéaux propres, c’est-a-dire tels
que £ #*Z.

Lopération Te & est régulidre par rapport & Vidéal £, si Te #. Tout
court on peut dire ,,opération réguliére”.
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Les opérations algébriques (ainsi que leurs polyndmes) ne sont Pas,
en général, réguliéres.

11 est souvent trés utile de résoudre des équations avee une opéra-
tion non réguliére en les ramenant aux équations avec opérations régulis-
res. Dang ce but nous introduisons la notion de régularisatenr d’une opé-
ration non régulitre A. Soit une opération A (additive, homogine et
transformant ’egpace X en lui-méme). On appelle régularisateur gauche
(vesp. droit) de Vopération A par rapport & Pideal # une opération R(4)
(resp. R%(4)), si elle existe, telle que

RYA)A = I+T, (resp. AR (A) = I-+T,)

ou Ty, T sont régulitres par rapport 4 idéal 7.
Dang le cas ou

RY(4) = RY(A)

(si les opérations R?(4) et R*(4) existent), nous appellerons 1’opération
R°(A) régularisateur simple par rapport i idéal # et nous le désignons
par R(4).

On voit que le régularisateur par rapport &.1%idéal # n’est jamaig
régulier par rapport an méme idéal. Bien plus, le régularisateur n’est
jamais régulier par rapport & un autre idéal, Nous congidérons les idéaux
propres, done lidentité n’est pas réguliere et la somme I +T, ou T est
réguliére, n’est pas régulitre par rapport & ces idéaux.

On appelle régularisation une méthode qui sert & déterminer le ré-
gularisateur R(4) d'une opération 4. On cherche ce régularisateur dans
la méme classe d’opérations & laguelle appartient 'opération donnée A.
En particulier, nous chercherons le régularisaticur d’un polyndéme A(S)
de Popération algébrigue § sous forme d’un nouveau polynéme de la méme
opération algébrique.

Soit a*(x#) wune fonctionnelle additive et homogeéne, définie sur
l'espace X, qui prend des valeurs complexes. Désignong par X* 'espace
adjoint & T'espace X, c’est-d-dire ensemble de toutes les fonetionnolles
2*(»). On appelle XF C X* famille totale de fonctionnelles, si pour tout
@*e X3 la condition w*(z) implique z = 0.

Soit une opération A additive, homogéne et transformant Degpace
X en lui-méme. On appelle Popération A* définie sur Pespace X* opé-
ration adjointe & Vopération A, si pour tout zeX elle satistait 3 1’égalité
sunivante: .

(A*z¥) e = o*(4a)

I‘J’ensemble F* de toutes les opérations T* adjointes aux opérations
réguliéres par rapport & lidéal F est aussi un idéal. Bn effet, si T, T"¢ £,
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A%, nous avons T, T"*¢ #*, A*eX*, d’oi nous obtenons
al* + b1 = (aT-bT")* e £*,
AYT™* = (TA)*e g7, TP = (AT)* e

Done les opérations adjointes aux opérations #-régulidres sont #*-
-réguliéres. Remarquons ensuite que D’opération S* adjointe & une opé-
ration algébrique S est aussi algébrique en vertu de 1’égalité

N N
0 =IPET = [ Y pas"[" = > pm(s™

Nous donnerons maintenant la définition d’une opération de Fred-
holm. Soit une opération 7' additive, homogéne et transformant un espace
X en Ini-méme. On appelle T opération de Fredholm par rapport & une
Jamille totale X3 C X*, si Popération T™ transforme I’ensemble X3 en lui-
-méme et toutes les deux vérifient les trois conditions suivants:

(i) Le nombre des solutions linéairement indépendantes de Téquation
(I+T)x = 0 est fini.

(i) Les équations (I4+-T)z =0 et (I+T)y =0 (weX, yeX*) ont
le méme nombre de solutions linéairement indépendantes.

(iii) La condition néeéssaire et suffisante pour que l’équation
(I+T)z = @y (vesp. (I+T)'y =y,) (@oeX, Ype X*)
ait une solution est la suivante:
Yi(@o) = 0 (resp. yo(z:) = 0) (i =1,2,...,k),

y; désignant toutes les fonctionnelles linéairement indépendantes qui sont
les solutions de 1’équation (I4T)y =0 (resp. x; désignent toutes les
solutions linéairement indépendantes de I’équation (I+T)z = 0).

Par exemple, toute opération complétement continue dans une
espace de Banach est une opération de Fredholm par rapport 4 I’ensemble
de toutes les fonctionnelles linéaires qui forment une famille totale. De
méme, toute transformation intégrale avec un noyau 3 singularité faible
est une opération de Fredholm. Nous démontrerons plug tard que toute
opération algébrique, ainsi que ses polynémes, ne sont pas des opérations
de Fredholm, car le théoréme (ii) n’est pas vérifié par ces opérations.

Enguite, nous définissons le commutateur de deux opérations A et B
(additives, homogénes et transformant l’espace X en lui-méme) de la
fagon bien connue:

(42) [4,B] = AB—BA.

Studia Mathematica XXII. 23
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Comme on le sait, le commutateur admet les propriétés suivantes:

(43) [B, A] = —[4, B],

(44) [4+B,0] = [4,0]+[B, 0],

(45) . ‘ [AB, 0] = A[B, 0] +[4, C]B,

(46) [4, [B, 011 +[B, [C, A1+ [0, [4, B]] =0

(C est une opération additive, homogtne et transformant l'espace X
en lui-méme).
Soit donnée une opération

AB) = S 4,8

Mm=0

oL § est une opération algébrique d’ordre NV, les coefficients Ao, ..., dy_,
étant des opérations additives, homogénes et transformant I’espace X
en lui-méme, c'est-d-diré, Ag,..., Ay_;e%. Congidérons les commuta-
teurs [4,,8] (¢=1,2,...,n). Désignons par ¢, un idéal (contenu dans &)
qui contient tous les commutateurs [4,;, 8] (¢ =1,2,..., N—1). Nous
avons admis que les idéaux considérés sont propres, done £, # &, d’ou
il résulte que les commutateurs [A,, 8] ne peuvent pas &tre de la
forme ¢-I, ol a est un nombre complexe.

»

VIII. Régularisation, Cas d’une racine multiple
Soit un polyndéme

N-1
A®) = D AnS"
m=0
de Vopération algébrique § d’ordre N. Nous pouvons congidérer 'opé-
ration A4 (8) sur Pespace X; (1 <4 < étant fixé arbitrairement), comme
au § V. D’aprés la formule (12) Vopération § satisfait dans Despace X;
4 Pidentité

(B—t,I)%; = 0 (meX)),

done on peut traiter ce cas eomme celui d’une racine multiple. T1 résulte
de 1a formule (17) que
. wint

S 1
A®)2; = mA(m)(ii)(S“tiI)mfci-

m=0

icm°®
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Conformément aux considérations du paragraphe précedent, nous
chercherons le régularisateur de Dopération A(S) sous forme d'un
polynéme

aj—1

(47) _ B(8) = 2 B, 8™
m=0

Nous démontrerons d’abord le théoréme auxiliaire suivant:
THEOREME 9. Soient les deux opérations

B(8)+Tg, A(B)+T4 (T_AaTBejc)-

Leur superposition est aussi de la méme forMe, c’est-a-dire
(48) [B(8)+Tg][A(8)+T4] = C(8)+Tc,
ol

aj~1

(49) 0= D' cus™,
Me=0

1 aj~-1 1 ) 1 )
(1Y _f-m ) r4. (F—k) X
(50)  Op=(—1) ngw(j—m)!f‘ kZﬂ‘B (1) 499 1)

(m=0,1,...,a—1),

aj—1
1
— -____(k)_ _'k(m)v 1.\
(51) e k;()kzsz IS —41), AP ()] (S—tI)"+
+TpA(S)+B(8)T4+TsT1¢f,.

Démonstration. Nous avons

[B(8)+T5I[A(8)+T 4] = B(8)A(8)+B(8)T4+TpA(8)+TpT4,

ag—-1 -1 .
1 &, k 1 m m
B4 = D g BUW S ) S AT ) (S —4D)
ag—1
= N B A ) (St D)
k,m=0
aj—1

1
+ D) o BRWIS D), 4™ ] (8"

k,m=0
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Mais, pour tout =;eX;, (8—t:I)% 'a; = 0, donc dans cet espace

a;—~1

Z fx}ﬁ B (1) A™ () (8 — t,I)"™

k,m=0
aj—1 a;j—1-k

=2 2 7c—‘——B(")z)A(m)(t )(8—t,T)E+™

1 L i~k v
- ZWB”%)A‘ ) (t) (8 — 1T

— i
1 /i K ;
= X531 B ws-

!
=0 ]'k=o

Sl S 30 Sl al

En admettant les notations (49), (50), (51), nous obtenons la formule
proposée pour la superposition [B(8)+Tg][4(8)-+T4].

Enfin, il faut démontrer que Ty e #.. Nous admettons que [4,, 8] €7,
Tie FeyTpe Feo, done TpA8)+B(8S)T4+TsT4e ey, en  outre
[S—tI,4;] =[S, A} #. et, d’aprés la formule (45),

[(S—uD*, 4] = (S—tD)[(S—u)*", AJ+[8—t1, A (S~ 41}k e g,

pour k entier quelconque (par induction) et finalement
o~
L= tf, 470 = m: > (3)ems—urt, e,
Jmm

Il en résulte que Tge 9.

THEORRME 10. 8i Vopération [A(1;)]7 inverse de Vopération A (1)
existe alors Vopération A(S)+T4 (Tye #.) admet un régularisatenr gauche
par rapport & Vidéal £, dans Vespace X;:

a—1 _ ag—1 1 .
52) #a) = D B (e (3) w5
M= F=m *

ot les opérations BY(1;) sont définies par les formules réourrentes suivantes:

BO() = [A{t)],
(53) s

~ AW Y

k=0

'B(m)(ii) — ("]:") B(k)(ti)A(m—-k)(ti)

pour m=1,2,...,a,—1
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en outre

RI(A)[A(8)+T ] =1+T¢,
ol

a;—1
2 klm! B(k) [s— I)k’

Démonstration. D’aprés le théoréme précédent il suffit de déter-
miner les opérations coefficients de telle maniére que l'on ait: 0y = I,
0, =0,=...=0y ;=0 On peut évilemment supposer Ty = 0.
Nous obtenons O(t ) =1, 0™(%) = 0 pour m =1,2,..., q;—1. D’aprés
la formule (50) il en résulte le systéme d'équations (relativement aux
opérations B™) suivant:

Z (g)B‘kYti)A("‘*") (t) = doml  (m =0,1,..

k=0

AP (S~ I+ R A) T g ¢ 2. ;

o ag—1),

ol by, désigne le symbole de Kronecker. En résolvant 1’équation d’indice
m = 0 nous obtenons la premiére des formules (53). Si on a défini les
opérations BO(,), ..., B™ (), nous obtenons de la m-iéme équation
la deuxiéme des formules (53), pour m =1,2,..., ¢;—1. De méme que
dans la formule (51) nous obtenons la formule proposée pour ’opération
RI(A) = B(S).

On peut facilement obtenir un théoréme analogue pour le régula-
risateur droit. Dans ce but il suffit d’échanger les réles des opérations
A(8) et B(S).

TaEOREME 11. Les hypothéses duw théoréme 10 édtant admises, si en
outre les opérations coefficients Ayy Ay, ..., An_, sont commutatives entre
elles, alors Vopération A(S)+T4 admet un régularisateur simple par rap-
port & Vidéal £, et

a—1
1 .
(54)  Ruld) = (AW Y] (~1" L Dha(e) (54"

— 4w r%E [ Z‘ S et

ot on a désigné par Dmk( :) le sous-déterminant du déterminant

4Dt >]

M) 4 (m—k) (3. . '>
(55) det[Aly, (k)A ), o m>k

()], o (l) =

0, 8 m<k

(myk=0,1,..., g—1),
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obtenu en rayant la (m-1)° colonne et la (k1) ligne, en outre

(66)  B(A)[A(S)+T.] =I+T;, [A®)+T4IR(4) =TI+TY,
o
ai—~1 1
Ii= kZ me,(A)"“’ WIS —4I)", A @S — 4™ By (A) T g e £,,
(1)
ag—1
T = Z o AP @S — 41, By (A)™ ()] (8 — 4,I)" +T 4Ry (A) e 7,
k,m=0

(comme précédemment [R;(A)]"(t;) désigne Vopération oblenue de Popéra-
tion E;(A) en substituant au liew de Vopération 8 le parametre compleve
-t et en dérivant cette nouvelle opération m fois au point ;).
Démonstration. Considérons le systdme d’équations (64). Les
opérations Ao, 4,, ..., Ay_; sont commutatives entre elles, done on peut
résoudre ce systéme & l'aide de déterminants. Les éléments du détermi-
nant det A, (%) (défini par les formules (55)) sur la diagonale principale

sont égaux & Ab,.(t) = A(t;) et an-dessus d’elle ils sont égaux & zéro,
done

deti Al (t;) = [A(t;)]%,

d’out résulte la formule suivante pour la solution du systeme (53):

aj—~

1
B(m)(ti) — [_A (ti)]—ﬂi 2 (“l)k+mD2nk(ti) 607«: = [A (ti)]—ai(wl)ml):m(ti)
k=0

et
el 1 a1 1
B(3) ——-gmB‘""(mw—mm - [A(mr“i”go‘ (=17 2 Do) (S—41)"
-1 1 m
= AT mg; [(—1)"‘ml>iw<ti)§ (—1)¥ (’,’f)(ﬂ)w—ks’ﬂ]
aj—1 ai—1 1
= i " . - i M
= [4(t)] 2 [g (k)(-l) +k ;;FD’”"“"”'? lc] g
aj~1  aj—1
= Y% (Hl)m+k © V-
[-A (tt)] %g [mé‘; %_'m -Dmo(tq;)ti k] Sk,.

Tl en résulte 1a premisre

partie de la conclusion du théo: .
La seconde s’obtient en éch e, T

angeant les réles de A(8) et B(S).
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IX. Régularisation. Cas général

Nous avons démontré que dans l'espace X; opération A (S)-+
+T,4 (Tqef.) admet un régularisateur (respectivement gauche, droit ol
simple) par rapport & 1'idéal .. Nous allons maintenant déterminer
le régularisateur (rvespectivement gauche, droit ol simple) pour tout
I’espace X.

TutorEME 12. 8% les opérations [A ()] (4 =1,2,...,n) tnverses
des opérations A (L) ewistent, Uopération A(S)+T4 (Taef,) admet un ré-
gularisateur gauche (resp. droit) par rapport ¢ Uidéal #,:

(58) R(A)= D' R{A)P;  (B(4) = D RI(4)P)
ét
RIA)[AS)+T4] =I+T7, ([A(8)+TIRYA) =I+T%,
ol
n N-1
(59) 79 = TP+ 3 [An, PIS"+[14, P} efe;

(T = ) TPie f0);
i=1

les opérations R, T? sont définies dans le théoréme 10, les opérations R, T¢
s'obtiennent d*une fagon analogue en échangeant dams ce théoréme les roles
des opérations A(8) et B(R8).

Démonstration. D’aprés le théoréme 10, nous avons

RI(A)[A(8)+T 4]a; = (I+T9);,
[A(8)+T 1R} (A)m; = (I+T%)a

(@, X5 ©=1,2,...,m),

ot T¢, Tle#;. Mais @, = P, xeX, dol1, d’aprés le théoréme 2,
nous obtenons en ajoutant pour tout welX:

0w

D B A®) + TP = 3 (I+10) Py,

= =1

D AS)+TIR (A)Pw = Y (I+T;)Piw.
=1

i=1

Remarquons qu’on peut écrire

RIA)A(8)+T1P; = BYU(A) P [A(8)+T4]+RUAA(S) +T4, Pi
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et N-1

[A(8)+T4, P =2 [4n8™, P]+[T 4, Pi]

Mm=0
N—1

= > {4n[8", P +[4n, P S™} +[T4, Py

Mm=0

1

N—
= D[4, PAS"+[T4, Pl e Fo.

M=

On déduit les égalités suivantes:

D BUAPLAS)FTL) = 417, [A(S)+T4] 3 B(A)P, = I+1°

i=1 Fasl .
et 1a conelusion du théoréme proposs.

THEOREME 13. 8i les opérations Ag, Ay, ..., Ayx_, sont commutatives
entre elles et si les opérations [A (t;)]* (¢ =1,2,...,n) inverses des opéra-
tions A(t;) ewistent, alors Vopération A(S)+T4, ot Tyef,, admet un
régularisateur simple R(A) par rapport & Vidéal 7,

(60) R(4)= D R(4)P;

=1

les opérations R (A) sont définies par les formules (51), en outre

B(A)[A®)+T] =I4+T, [AS)+T4IR(4) =I+T",

o
n N-1
I =§{T£P1._I‘20 [AmyP¢]871L+[TA,Pi]}€fc,
(61)

13
T = Y T{Piefy;
=1

Tis Ty somt définies par les formules (59).

X La démonstration résulte du théordme 11 de méme que celle du thé-
oréme 12 résulte du théordme 10.

COROLLAIRE 1. Sous les hypothises du théoréme 13, 1
[4n; 8] =0 (m = 0,1,...,N-1)
Dopération inverse de Vopération A (8) ewiste et

[4(8)]* = R(4).
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Démonstration. Dans ce cas £, =0, il faut admettre 7', = 0
et toutes les opérations T';, T’ sont égales a zéro. Done nous avons, d’aprés
le théoréme 13,

R(A4YA(8)=1I, AR)R(4A)=1,

d’ott résulte la formule proposé.

Remarquons ensuite que pour la détermination d'un régularisateur
simple de lopération A (S)+T,, o 8 est une opération algébrique
avec racines simples, il ne faut plus admettre que les opérations-coeffi-
cients 4,, 4,,..., Ay_; sont commutatives entre elles. En effet, dans
ce cas nous avons seulement la premiére des formules (53) pour laquelle
cette supposition n’est pas nécessaire.

X. Théorémes généraux sur 'existence et le nombre des solutions des equations
avec opérations algébriques

Nous établirons maintenant trois théorémes analogues anx condi-
tions (i), (ii), (iii) dans la définition des opérations de Fredholm.

Admettons les hypothéses suivantes sur Vopération A (8)+T,:

1° les opérations [A4 (#;)]" existent (1 = 1,2, ...,n);

2° #. est un idéal propre des opérations de Fredholm par rapport
4 une famille totale Xg C X*;

30 T.A Efc.

(Comme précédemment, nous désignons par #, un idéal qui contient
tous les commutateurs [4,,8] (m =0,1,..., N—1),)

Alors nous avons:

THEOREME 14. Le nombre k des solutions linéairement indépendantes
de Péquation

[A(8)+T ]z =0

est find.

Démonstration. L'hypothése 1° étant admise, il existe d’aprés
le théoréme 12 un régularisateur gauche R’(4) de l'opération 4(8)+T4
par rapport & 1'idéal £, et R7(A)[A(S)+T4] = I+T', ot T’ est une
opération de Fredholm d’aprés les hypothéses 2° et 3° Done, du théo-
réme (i) nous déduisons que le nombre %, des solutions linéairement
indépendantes de I’équation

I+TYe =0

est fini. Mais, commme on le sait, %, >k, d’ou résulte la coneclusion du
théoréme proposé.
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THEOREME 15. La condition nécessaire et suffisante pour que Uéquation
(62) (A (8)+T 4l =
ait une solution est la suivante:
(63) Y (o) = 0,

0% Yy (m=1,2,..., k%) désignent toutes les solutions linéairement indé-
pendanies de Uéguation adjointe homogéne:

(64) [A(9)+T4T'y =0 (yeX*).

Démonstration. Par régularisation de 'égquation (62) nous obtenons
P’équation

(65) (I+T"a = R(A)w,.

D’aprés le théoréme (iii) elle admet une solution sous la condition
néeessaire et suffisante que

(66) 2[R (4)w,] = 0,

ot z est une solution arbitraire de L'équation (I-+1")*2 = 0, adjointe
& 'équation (65). Mais on a

(I+I)* = (R (A)[A(8)-FT (T} = [A(8)-+ T [R'(4)]*.
En posant y = [R"(A)]*z nous obtenons, d’aprés, la condition (66),
0 =3[R/ (4)my] = [R'(4)]"2(m) = (),

ol ¥ dt.ésigne une solution arbitraire de 1'équation (64). Il en résulte la
qonclusmn du théoréme, si nous désignons par &* le nombre des solutions
linéairement indépendantes de Péquation (64).

. 'PILEOREME 12. La différence » = k—%* du nombre k des solutions
linéairement indépendantes de 1équation

(67) [A8)+T4Ja =0

et du nombre k* des solutions linéairement indépendantes de 1'équation
adjointe

(68) LA(8)+T,T*y =0

ne dépend que de Vopération A(R).

Démonstration. Par régularisation nous obtenons les équations
smvantes

BANA®)+Ta0e =0, [AS)+TI Rz =0 (5 = [RY(A)]%).
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Mais [4(8)+T4J*[R7(A)]* = {B(4)[A(S)+TJ}* = (I+T")* done
nous obtenons les équations suivantes:

(69) I+T")a =0,
(70) (I+T)% = 0.

En désignant par k' (resp. k") le nombre des solutions linéairement
indépendantes de l'équation (69) (resp. (70)), nous obtenons, d’aprés le
théoréme (ii),

(T1) o=k,
Mais il est évident que

E=k+t+a

k”—k*—}—b (‘f’>03b>0)

et d'aprés 1’égalité (69) nous obtenons
#=k—k =b—a.

Les nombres a et b ne dépendent que du régularisateur R?(A)
qui a été construit au moyen des opérations S, 4., 4,,..., Ay, déter-
minant Popération A(S). Il en résulte la conclusion du théoreme 12.

On appelle le nombre x indice de Popération A4(8). Les opérations
de Fredholm ont évidemment un indice nul. Les polyndmes d’opérations
algébriques ont, en général, un indice différent de zéro.

Par exemple, une transformation intégrale singuliére (voir § 1) admet
un indice non nul.

Remarquons que pour les démonstrations des théorémes 14, 15, 16
Pexistence de régularisateur gauche est suffisante. L’existence d'un régu-
larisateur droit est nécessaire pour la démonstration des théorémes ana-
logues aux théorémes 14, 15 pour lopération adjointe [A(8)-+T,]*.

Nous avons considéré seulement les opérations A4 (8) avee la multipli-
cation par Topération algébrique & droite. On peut aussi considérer les
opérations *A(S) avec la multiplication & gauche, mais cela n’est pas
nécessaire. En effet, nous avons 1'égalité suivante:

N-1

N-1
= 3 8= 3 {AnS S, A} = AS)£T
Mm=0

m=0

ou. Te #,. Done *A(8)+Ts=A(8)+Ty, ot Ty=T+T4e f:;. De
plus, on voit que les indices des opérations A(S8) et *A(S) sont égaux.
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Xl. Exemples d’opérations algébriques

Nous donnerons maintenant différents exemples d’opérations algé-
briques. Nous nous bornerons & en faire mention, sans étudier plus en
détail les opérations algébriques considérées dans les travaux préeédents.

1. Toute transformation linéaire § dans un espace vectoriel de di-
mengion k est une opération algébrigque.

En effet, elle satisfait & lidentité polynomiale P(S) = 0, ou P(1)
désigne le polyndme caractéristique de la matrice de la transformation §.

2. L’opération additive et homogéne S, qui transforme 1’espace X
de dimension infinie en un espace de dimension finie, est une opération
algébrique.

En effet, 'espace S.X admet une dimension finie, done dans cet
espace opération § satisfait & lidentité P(S) = 0. Il en résulte que
Popération 8 satisfait dans I'espace X & 1identité SP(S) = 0, done elle
est algébrique.

3. Boit X D'espace des fonetions u(t) bornées sur Uaxe réel. Llopé-
ration

Sx(t) = w(—1)
est une involution. X, est l'ensemble de toutes les fonetions paires, X, —
Tensemble de toutes les fonctions impaires (voir [147).

4. Soit X DPespace des matrices carrées de rang m. La transposition
d’une matrice est une involution. X, est L'espace de toutes les matrices
symétriques, X, — 'espace de toutes les matrices antisymétriques (voir
[147).

5. Boit X D'espace des fonetions holderiennes (avee un exposant

fixéd 0 < 4 < 1) définies sur un are I de Jordan régulier et fermé. La
transformation intégrale singuliére

1., o (s
(72) 8z(f) = —lim ———( ) ds  (8,tel)

T esp 8—1

Lir,

(L, désignant I?a pa.rtifs de 'are L située & Vintérieur du ocercle |8 —1| < &)
est une m_volumon (voir [10]). X, est ’espace de toutes les valeurs limites
des fono;‘omns holomorphes & D’intérieur du domaine borné par lare L,
‘Xz’ — llfaspa.ee de toutes les valeurs limites des fonetions holomorphes
4 Vextérieur de ce domaine et hornées A linfini (voir [14]).

) W Pogorzelski [12] a généralisé cette propriété de la transformation
singuliére (72) pour une classe de fonctions discontinues sur une ligne
fermée de Jordan composée d’arcs réguliers.

) s
L’auteur & démontré [13] que la transformation singuliere (72),

pour une elzi.sse de fonetions définies sur wn are fermé a Pinfini, est aussi
une involution.
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6. Soit X l'espace de toutes les fonctions eontinues dans I'intervalle
[0, 00] et satisfaisant & D’inégalité

fm(t)t"—‘dt < oo,
[

La transformation intégrale de Hankel

oa

Sz = fw(t)ﬁ”lv(k_ly/z(St)dti

0

ot Vi(t) = Ji(t) /t’c et J,(t) est une fonction de Bessel de premier genre
de rang %, est une involution (voir [1], p. 75, et [14]).
7. Soit X = L2(E"). La transformation de Fourier

f z(8)¢*ds

" 1
= %2
@ )

est une involution d’ordre 4 (voir [1], [15], [16]). Nous avons démontré
[16] que les opérations de la forme

d 2k
(d—t) +M*F (k=0,1,..),
ol M désigne la multiplication par i, sont commutatives avee la trans-
formation de Fourier.

8. Dans le méme espace, les deux transformations

To=

1 1
ytde, Tg=——pz in(s, t)d:
(2] E{m(s)cos(s ) s = G E[w(s)sm(s )ds

satisfont aux équations
Ty—Tg =0, Ti—Tg¢=0.

Pour la transformation Ty, X, est 'espace de toutes les fonctions
impaires, X, — l’espace de toutes les fonctions de la forme 3(I—T¢)e,
X, — Yespace de toutes les fonetions de la forme }(I+4Tg)x, ou 2 sont
des fonctions paires. La décomposition analogue pour la transformation
Ty s#’obtient en échangeant les roles des fonctions paires et impaires
(voir [17]). Remarquons ensuite que les quatres sous-espaces de l’espace
X: les espaces X, et X, déterminés par la transformation Ty et les espa-
ces X, et X, déterminés par la transformation Tg, sont des composan-
tes de Vespace X déterminés par la transformation de Fourier.
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9. De nombreux opérateurs de la méeanique quantique sont deg
opérations algébriques. Par exemple, les projections de l'opérateur du
spin d’un électron sur les axes des coordonnées sont des involutions (voir
[51)- ‘

10. Soit X D'espace des fonetions réelles continues sur tout le plan,
qui ont la forme suivante:

M1

x(t, 8) = Zam(s)z"‘.

M0
L'opération § = 8/0t satisfait évidemment & lidentité 8™ = 0.

11. Soit X :V'espace des fonetions réelles, définies sur ’axe réel, de
la forme

a(t) = D Wi(n)e",

b; étant des nombres réels arbitraires, W;(f) — des polynémes arbitraires
de degré o;—1 respectivement. En admettant 8 = d/dt il est évident
que l'opération § satisfait dans lespace X A 1'identité suivante:

n
[[s=vD% = 0.
=1
On peut facilement constater que L’espace X, est 'espace de toutes
les fonctions de la forme W;(t)e", olt W,(t) est un polynéme arbitraire
de degré o;—1. '
12. Soit I’équation polyharmonique

(71) 4" = 0,

ol A dési'gne Popérateur de Laplace, u (%, 4) est une fonction définie dans
un domaine D. Toutes les solutions réelles (par exemple) de 1’équation
(71) ont d’aprés Véecoua [2] la forme gnivante: ‘

n—1 -1 K * k
(72) w(z, y) = 2k f..f(i:t) y
(2, 9) gck"' +Re’§ B / A ae(h)dt, .

ol #= s+, r =z, %0y 01y -y Gy SONG des constantes réelles arbi-
traires, Ak (#) sont des fonetions arbitraires, holomorphes dans le domaine D.

Désignons par X Vespace de toutes les fonctions de la forme (72)
Par les méthodes présentées dans ce travail on
tion de la forme

peut étudier toute équa-

n~1
Sonama o,

Mm=0
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(uge X étant donné, a,, des coefficients constants). Le probléme se
rameéne 4 la détermination des constantes ¢, et des fonctions y,(z) telles
que ces équations soient satisfaites. Ce probléme sera étudié plus en
détail dans un nouveau travail sur certaines équations partielles d’ordres
supérieurs [18].
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