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We introduce the new sequence of operators,
Balfit) = BIS =85 f f)d,

for which all the conditions of our theorems are satisfied. Thus putting
BY in place of B,, an additional term

kd 1 T
Sl [If@Nde, rep. Slentd] [1f(0de
will oceur in estimates (2.6), resp. (5.2) and (5.3).
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Uber unbedingte Konvergenz der Orthogonalreihen
mit strukturellen Bedingungen

yon

L. LEINDLER (Szeged)

In dieser Note beweisen wir solche Sitze, welche sich aus der auf
die beste Anniherungsgrad von f(z) beziiglichen Bedingung, bzw. aus
dem Stetigkeitsverhaltnis von f(z) ergeben und sich auf die Konvergenz
der Orthogonalreihen beziehen.

Bs sel {g,(x)} (n =1,2,...) ein beziiglich der Verteilung du(z)(*)
im Intervall (a,b) orthonormiertes Fuunkfionensystem. Bezeichne F,
die im Raum I} beste Anniherungsgrad von f(#) mit Linearformen

Dligr(a),

k=1

dann ist nach einem bekannten Satz von Gram [2] (s.z. Alexits [1],
S. 14)

={f(f(m)—20k¢k @) du( “’)}
mit

b
o = [f(2)px(a) dp ()

Sei P(x) eine fir z >0 definierte, positive, monoton wa.chsende
Funktion. Bezeichne RY ({rp,,,(w )}} die Klasse aller Funktionen f(z
fiir welche B, = O{L/®(n)).

Wir werden zuerst den folgenden Satz beweisen:

Sarz I, Ist

ﬂ!

1) 5 < 00,
k
k=1

(1) Derivierte u’(z) verschwindet hiochstens auf einer Nullmenge .
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114 L. Leindler

so konvergiert die Emtwicklung
(2) @) ~ Dongn(®)

n=1
bei jeder Anordnung ihrer Glieder in (a, b) fast dberall.
Aus dem Satz I ergibt sich unmittelbar die folgende
ForLeERUNG I. Geniigt D(») der Bedingung

o0
1 —dxr < oo

) f 2V & (2)

1

und f()eRY ({pa(@)}), dann folgt die Komvergenz in (a,b) fast iberall
der Entwicklung (2) bei jeder Anordnung threr Glieder. .

Mit der Anwendung bekannter Sitze ergeben sich aus der Folge-
rung I folgendes:

Satz IL. Ist {p,(x)} ein beliebiges, zur Verteilung du(x) gehorendes
Orthonormalpolynomsystem und f(x) eine stetige Punktion mit dem Ste-
tigkestsmodul
- -l
(4’) Cl)(f H > "’ '/m 7
so folgt aus der Bedingung (3) die Konvergenz in (a, b) fast iberall der Bni-
wicklung

0 b
(8) F@) ~ Dyapul@)  (vn = [f@)Pa(@)dp (@)
n=1 a

bei jeder Anordnung threr Glieder.
Dieser Satz ist eine Verschirfung eines Satzes von Uljanov [5](2).
Sarz ITI. Sei f(x) eime 2m-periodische, stetige Funktion. Qellen dis
Bedingungen (3) und (4), dann folgt die Konvergenz in (—m, =) faet
iberall der Emiwicklung
oo
flw) ~ 2 (@, COS T - by iDL NE)

Mam]
(a, = ff(m) cosnade,

bei jeder Anordnung ihrer Qlieder.

by, = fnf(w)sinmndw)

(3) Der Satz lautet folgenderweise: Ist
1

o(f, ) =0 | —1——ww | 8> +0,
log—a(loglog?)

dann konwvergiert die Reihe (B) bei jeder Anordnung ihrer Glieder.
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Beweis von Satz I. Zuerst beweisen wir, daB jede Orthogonalreibe

(6) Dug(@)
k=1
bei jeder Anordnung ihrer Glieder unter der Bedingung

had nt1
SV .3 dogt < o,
Py | k=41

wobei {»,} eine wachsende Indexfolge mit logwy,,, = O(logw,) ist, in
(¢, b) fast tiiberall konvergiert. Im Spezialfall », = 2% und w(z) ==z
hat Tandori [4] dieses schon frither bewiesen. Unser Beweis verlduft
analog zu seinem, aber werden wir der Vollstéindigkeit halber den Be-
weis kurz anfiihren.

Bezeichne my jenen Index, welcher bei einer vorgegebener Umord-

nung der Reihe (6) dem Index % entspricht. Wir haben zu zeigen, daB
die Reihe

(8)

(7

Zcmkq’mk(m)

k=1

unter der Bedingung (7) fast itberall konvergiert. Bezeichne m{™ die in die
Anordnung der Folge {m;} gestellten Indizes my, Hir welche », < m; <
< ¥ay1 besteht. Offenbar ist i =1, 2, ..., Ynp1— V. Nach dem bekannten
Lemma von Rademacher-Menchoff (s.z.B. [1], 8. 75) gibt es dann

eine Funktion &,(2) >0 derart, daB fiir jede j (j = 1,2, vp— )
i
| 2 entr Pt @)] < 84 (0)
i=1 v
und
13 ) 41 -1
Jo@du(@) = 0(10g*(nn—nn)) D) ek =0(1) > cilog’k
a k=vy+1 E=vp+1

sind. Dureh Anwendung der Cauchyschen Ungleichung ergibt sich auf
Grund von (7)

o b N o )

2, [on(@du(@) =0(1) 2]/ Ja@au@) =0@) DY/ 3 dlog'k< oo,

a=la n=17 a A=l k=vp+1

womit wir nach dem Satz von B. Levi die Konvergenz fast iiberall der

Reihe 3’ 6, (2) bewiesen haben. Um die Konvergenz der Reihe (8) zu be-
n=1

weisen, geniigh es zu zeigen, da$ fiir jede p und ¢ mit p — oo

49

D) Oy P ()

k=p
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tast iberall gegen Null strebt. Wahlen wir daher den Index_ D 80 grof3,
daB my, > vy fir alle Indizes & >p seien, wobei N eine.beheblg groBe
vorgegebene ganze Zahl ist, so folgt auf Grund der Obigen

+q

lk;; Gm]cq’mk(éﬂ){<g6n(m) = 0,(1)

in (a,b) fast iiberall. Damit haben wir die erste Behauptung bewiesen.

‘Wir behaupten, da die Beziehung (7) im Falle logv,.1 > Qlog‘vn
(g >1) aus der Bedingung (1) folgt. Mit. einfacher Rechnung ergibt sich
fir jede N .

N R — N

- g "1

N/ S gk =0) Yogny/ 3a =
i et

— K=vp41 k=g -1
N N ool 1
— o) Zlogv,,,E% - 0(1) 2 (2 ~7;) B, =
n=1 n=1 ‘k=vp
gl YN+1 B,

-on 3( 5

B
—_kk)z o) Z I
n=1 ‘k=vy+1 k=1

und folglich die Beziehung (7) besteht. '
Damit haben wir den Satz I vollstéindig bewiesen.

Beweis von Folgerung I Nach den Bedinguhngen gilt fir jede N

N o N 1
n 7

D E D s

n=2 n=2 " (’?’L)
wobei K eine positive Konstante ist. Daraus und aus der Bedingung
(3) folgt das Erfillisein der Bedingung (1) fir jede f(x)eRY ({pa(®)}),
so ergibt sich die Behauptung von Folgerung I durch Anwendung des
Satzes I.

Beweis von Satz IL Zum Beweis bendtigen wir den folgenden -

bekannten Satz von Jackson [3] (s. noch z. B. [1], 8. 268):

Sei {py, ()} das zur beliebigen Verteilung du(m) gehdrende Ovthonorm.al—
polynomsystem und g(x) eine in (a, b) stetige Funkiton mit dem Stetigkeits-
modul (g, 8). Bs gibt eine Folge {sn(g,®)} von Linearformen

n
80(95®) = D Wi (%),
fiir welche k=0

1
sup |g(z)—sa{g, @) = 0(0)(%;))
age<<h
gilt.
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Nach diesem Satz ist die Beziehung

1 \

Ei = O(wg(g,;—l—))
offenbar. Daraus und aus der Bedingung (4) folgt, daB f(a) <R ({p,(x)})
ist. Wir konnen die Folgerung I verwenden, woraus die Behauptung des

Satzes IT folgt.
Damit haben wir den Satz II bewiesen.

Beweis von Satz ITI. Der Beweis dieses Satzes verlauft analog
zu dem des Satzes II, nur soll man jetzt den folgenden Satz von Jackson
[3] (s. noch z. B. [1], S. 266) beniitzen:

Ist f(x) eine 2x-periodische, stetige Funktion mit dem Stetigheitsmo-
dul w(f, 6), so gibt es ein trigonometrisches Polynom T, (x) hochstens n-ter
Ordnung mit der Approzimationseigenschaft

max |f(r)— T ()] = O(w(f%—))

—r<E<T
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