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ACTA ARITHMETICA lm©

X(1964)

Uber die Darstellbarkeit quadratfreier Zahlen als Summe
einer Primzahl und des Quadrates einer quadratfreien Zahl
von

G. J. Rmgeer (Minchen)*

Wir bezeichnen mit kleinen lateinischen Buchstaben natiirliche
Zahlen, mit ¢ quadratfreie Zahlen, mit p Primzahlen, mit u die Moebmssche
I«‘unktmn, mit »(a, k) die Anzahl der Restklassen n (modk) mit »’ =

a(modk), mit A{*:...} die Anzahl der * mit den Bigenschaften ...
und mit 0 bzw. O(*) absolute positive bzw. nur von * abhingige posi-
tive Konstante. Die Konstanten in O( ) bzw. O,( ) is absolut bzw. hingt
héchstens von. * ab. ’

Kiirzlich hat Prachar (vgl. [2], S. 811) bewiesen, daB fiir quadrat-
freies ¢ und noch geeignet zu wihlendes D mit 1 < D < g+ gilb

Afa: a L, ulg+o’) 0}
][(1_ i Jvi" ))m+0 (D“'"—}—wD"‘l—i—q“ H logm)

mit D: = (g-+22)"* folgt
(1)  A{a: a <w,u(gt+a’) # 0}

= [] (- 2 Jorou@rra (uia) 20,

Ans (1) folgt sofort, daB es zu jedem 4 >0 ein O,(8) gibt derart, dafB in
(2) {g+a: a=1,2,.., [T (u(g) #0)

mindestens eine quadratfreie Zahl vorkomms (vgl. [2], Satz 2). Wegen
(1) gibt es auch noch Konstanten ¢, > 1 und C, mit

(3) Afa: o <, ulp+ad) #0, pprim} > 0w (@ (= = CVp).

‘Wir leiten zunichst aus (3) eine Verallgemeinerung eines bekannten
Qatzes von Romanov (vgl [1], Satz 103) ab:
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Sarz 1. Die Folge der quadraifreien Zahlen, die sich als Swmme einer

Primzohl und des Quadrates einer natiirlichen Zahl schreiben lassen, hat
positive Dichie.
Beweis. Mit
fn): = A{p,a: p+a =0

muf
(4) Af{n: n <o, f(n) > 0, wln) #0} > Cix (2> 0y
bewiesen werden. Nach der Schwarzschen Ungleichung ist
(N f(vn,)}‘ < Adns o<y fln) >0, win) £ 01 DT ).

MW NnTin

nn)z0 Hny#0

Einergeits ist (vgl. (1], 8. 66)

(6) _ D )

=
()0
Andergeits ist

(7) D fo)

n
#(n)=£0

Il

A{p,ar pta® <, wpp+a’) o+ 0}

N a2 ,n/‘.’;, wlp+a®y # 0}

e
o)

Y,

\ A y Bl
;\4 Afa: o V)2, p(pda®) 50!

o
(T
Dl N

("’sl/m/z wegen (3)

= 0. loge (0> ().

Aus (5), (6) und (7) folgt (4), was zu zeigen war.
Roth hat ohne Beweis folgencen Satz angegeben (vgl. [], Satz 2):
Es ist

8)  Afmim <y, m=l+a’, u(m) # 0, u(a) % 0}

GW/ "[( )II( 0'(”'/',7)”)) .
1 - 1 , L0 Moy
= o\ P Pl e )

Es ist nicht schwer, nach den Gedanken von Roth () einen Beweis fir

(8) zu geben und noch die Abhingigkeit des Restgliedes von 1 expli-
zit zu bestimmen:

() Vgl. [4], Beweis von Sats 1.
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SArz 2. Hs ist
Afzie <w, u(z) # 0, M(z+:2) ¢0}

S ]

»*

)) SO, (e g ey

Beweis. Es ist
4) Kw,l): = Az <w, plz) # 0, p(l+2) =0}
= by nix).

22y olacE
F=0,0(8) 0

Nach einem Satz von Estermann-Oppenheim-Ra.demacher (vgl. [2], 8. 311)

ist die Anzahl der Losungen z,2 von a*"'t/——/f“' =1, 2 <w bei festem
y hichstens 0, (Flogw); aus & > &,a’y—2 =1,z < wfolgt y < (I-+w”) &7
Daher ist

(10) Ko, ) =K (w,1) = 0, "1+ w?) ETlog ).

T

TG,y m): =

ist
(11 Ko 1y = N T, 15m)
w1
., " H(m)z0
Fiir e {l ist
-
V(e by om) == ulm) = p(m) S ul(s) _}1 1
W, -
(nd)e1 sy Zaln?
# Sl tezawii u{f) = 0,0 ) =1
= () N w($) N (e fey 7, =15 m)
ed

) Das folgt leicht ans den Summationsbedingungen der Definition von
VyoQuel Do)
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mit

(13) N(v; k,r;m):
0, (k' + 1),

[T

paps

= A{:t <o,(t,m) =1,u() #0, t* =ranodk))

Fir ein noech zu wihlendes & mit 0 < &, < £ ist mit

(14) Va(w,1; m) : = p(m) 2 w(§) N (wjm; s*, —1/m*; m)
(s,l‘j.—_l
s<Eoim
und
(18) Ky, )= > Vy(w, 1;m)
m2[l
#{(m)#0
ist wegen (12) und (13)
w 2es al o
Vi, 1y m)—Va(w, Ly m) = — L (7 D0, ()
sEyfm 8%51/'“‘
0, (w '+ £+*)

" und daher wegen (11) und (15)
(16) Ky(w, ) —Ey(w, 1) = O,(1"w& ™ - FE™).

Fiir m*l und (s,1) = 1 ist »(—I/m?, 8*) = »(—1, §%); ans (15), (14) und
(13) folgt daher

a7 Ky(w,?l)

L (I NP IR (S

m2(l (8,7)=1 s P
sgez/‘m

+0, (8 Y w).
Mit der sicherlich definierten GriBe

(18)  Ky(w,1):
- S T2 3 e [ 4)

m2(L (8,7)=1 D8

ST b ) -5

2

() Vel [4], (2), (3) und (4).

n 1’“1“ “1+O (mk‘l’/;) e> 0
ik ( p”) et ((/c,'m?') - ,1)(3)'

icm
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eilt wegen (17)

19) Ky, )—I(w, 1) = os(wZ-l- 2 2
m

mzﬂ 82 5aim

= 0,(wl' &) +0, (& *Vw).

) 0,8 Vi)

Mit
={I4+w)", & o
folgh aus (19), (16) und (10)
(20) E(w, ) —Ey(w, 1) = 0,(I°(1+w*)'*+¢) +0,{Tw***)
= O, (I (1FFe 4 w™P+2) 4 Pap¥* )
= O, (I"F+ - Prp?/++2)

— Oe(ll/5+2z+ w3/4+5;),

r=w

M und

wobei der letzte Ubergang durch Fallunterscheidung I'® = w
I'P < w'* erfolgh. Aus (9), (20) und (18) folgt die Behauptung.

Satz 2 umfaBt (8). Fiir w > Cy(e)1"*** iiberwiegt in Satz 2 das Haupt-
glied, und daher gilt:

SATZ 3. Zu jedem & >0 gibl es ein Cy(0) derart, daf die Folge

{472 2 < C(O)TF, u(e) +# 0}

mindestens eine quadratfreie Zahl enthdli.

Satz 3 verschirft die im Zusammenhang mit (2) gemachte Aussage
von Prachar. Mit Hilfe des Primzahlsatzes fiir die arithmetische Pro-
gression und der Brunschen Siebmethode habe ich frither Satz 3 sogar
mit ,z prim” statt ,u(z) = 0” bewiesen (*). Hine unmittelbare Folge
aus Satz 2 ist

SATZ 4. Bs gibt Konstanten Cyy = 1 und €y, derart, daf fiir w >
gilt

Gn] P

Af{z: 2 <w ,uv(p-}—z’i) #0, u(z) #0, pprim} > Chw.
Ersetzen wir im Beweis von Satz 1 die Funktion f(n) durch
F(n): = A{p,a:p+da =mn, ule) #0}

und benutzen wir statt (3) jetzt Satz 4, so folgt als Verschérfung des ein-
gangszitierten Satzes von Romanov und des Satzes 1 direkt der

Havprsarz. Die Folge der quadratfreien Zohlen, die sich als Summe
einer Primzahl und des Quadrotes einer quadratfreien Zahl schreiben lassen,
hat positive Dichie.

(4) Vgl. [3], Satz 5; offensichtlich muB man nur noch I # — I(mod4) voraus-
setzen.
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Man sieht sofort, dafl man die Primzahlen im Hauptsatz noch aul
eine prime Restklasse modk beschranken kann. Das Analogon zu (6)
bleibt bestehen, wihrend man im Analogon zu (7) unten einen TFaktor
1/ (k) erhiilt. Insgesamt haben wir

Samrz 5. Die Dichte der Folge derjenigen quadratfreien Zahlen, dic sich
als Swiine einer Primgahl aus einer festen primen Restklassc modl wnd
des Quadrates einer quadratfreien Zahl schreiben lassen, ist grifier als
s (k)% R

Fiir ein noch festzulegendes & mit 0 < & = ¥4 gilt nach den
Definitionen von K(w,1) und K;(w,!) im Beweis von Satz 2

3

(21) E(K(W,Z)_Jf,(w,z))ﬂ=Su(( N ,1)2) = 0, (& ) ().
i<v = KXz

Wegen
(=K = O((JC—K ) 4 (I, — I, 4 (K, — 1))
folgt fiir ein noch festzulegendes & mit 0 <C & <C & aus (21), (16) und (19)

(22) E(K(w,7)—7(3(71;,1))2 = 00, (WP ET L Wt ET R M)
Ise

Aus (18) folgt
, 6w o) f
Ky(1w0,1) > —y - En Chy = O (e)rl (e = 0).

s

(23)
Mit

Bw,v): = A{l:

v, N, l) = 0}
folgt aus (23)

(24) (€1 (&) e Bae, ) < 7_?
Mit
r=w g = w

ergibt sich aus (24) und (22) zuniichst
B(v,w) = O (v" et 1
und darais
Sarz 6. Fir jedes n >0 wund jedes & =0 gibl es ein C5(8)
derart, daf fiir mindestens (1— n)v natiirliche Zahlen | < v die Folge
(25) I {I+2" 2 < C5(8) 0%y 2, u(z) = 0}

mindestens eine guadratfreie Zahl enthdlt.

(%) Vgl [2], 314; in den dortigen Bezeichnungen heilit es 22N 14+,
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Beschrinkt man sich auf quadratfreie [ und 148t man die Neben-
bedingung u(2) # 0 weg, so kann man nach Prachar (vgl. [2], Satz 3)
in (25) sogar C;(8)0° durch O ersetzen.
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