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ACTA ARITHMETICA
X (1964)

Uber die Nichtlinearitit einer gewissen Gruppe
von

W. Fruce (Gottingen)

In [1] wurde bewiesen, daB jede beschrinkte, endliche Darstellung
der Gruppe G = {a,b,c,d} mit den Relationen

(1) b~lab =a*, e =10, aled =¢*, o 'da=d"

trivial ist. Wir wollen dieses Ergebnis verschiirfen und zeigen, daB jede
endliche Darstellung von G trivial ist; damit ist dann die Nichtlineari-
tét der Gruppe vollstéindig bewiesen. Als Korollar hat man folgenden

Sarz 1. Bs gibt Gruppen (3 1) mit endlich vielen Ereeugenden und Rela-
tionen, deren similiche endliche Darstellungen trivial sind (V).

Ein etwas schwiacherer Satz wurde in [1] (Satz 8) bewiesen. Der hier
bewiesene Satz stellt auch eine Verschirfung eines bekannten Theorems
von Fuchs-Rabinowitseh [2] dar, welches besagt, daf es Gruppen mit
endlich vielen Erzeugenden und Relationen gibt, welche nicht isomorph
einer Matrixgruppe sind. Zum Beweis bendtigen wir eine Verbesserung
von Lemma 3 aus [1] in folgender Form

LeMMA 1. Gibt es zu einer endlichen . invertierbaren Matriz U eine
invertierbare Matriz 'V, sodaf V™'UV = U' (mit |t| > 2, ganerat. Zahl)
gilt, so sind alle Eigenwerte von U Einheitswurzeln. Hat U wunendliche
Ordnung, dann hot V mindestens einen Eigenwert || # 1 (genauer: dann
hat V' mindestens zwei Bigenwerte Ay, Ay mit Ay = Ait).

Bevor wir dieses Lemma beweisen, zeigen wir wie daraus das behaup-
tete Trgebnis folgt. Sind niémlich @ = D(a), b, ¢, d die den Erzeugenden
a,b, ¢, d zugeordneten Matrizen bei einer beliebigen endlichen Darstel-
lung D von @, so folgt aus den Relationen (1) und dem ersten Teil des
Lemmas das Zwischenresultat

(1) Zusatz bei der Korrektur: Die Klasse der endlich-erzeugharen Gruppen,
welche keine nichttriviale endlich-dim. Darstellung besitzen, wird in meiner dem-
nichst erscheinenden Arbeit Gruppen ohme endlich-dimensionale Darstellungen ange-
geben.,
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HILFsSATZ. Bei jeder endlichen Darstellung von G haben die Matrizen
@,b,c,d als Higenwerte nur Einheilswwrzeln.

Hitte nun @ unendliche Ordnung, so folgt aus dem zweiten Teil des
TLemmas und der ersten der Relationen (1), daB 5 mindestens einen
Eigenwert || # 1 hitte, im Widerspruch zum Iilfssatz. Somit gibt es
eine natiirliche Zahl n, soda @" = 1 gilt und wie in [4] gezeigt, folgt
daraus aber @ =6 =¢ =d =1, d.h. die dargestellte Gruppe ist stets
gleich 1. w.z.b.w. Die Existenz einer nichttrivialen unendlichen Darstel-
lung von @ ist dadurch gesichert, dafl @ unendlich ist (regulire Darstel-
Iung!). ’

Der erste Teil des Lemmas ist in [1] bereits bewiesen worden. Zum
zweiten Teil bemerken wir, daf fiir ein geeignetes natiirliches » die Matrix
U* = U” als Bigenwerte nur 1 besitzt. Da U nunendliche Ordnung hat,
ist U* % B und es gilt wieder V7'U*V = U*. Mit U* an Stelle von
U beweisen wir nun die Behanptung fiir V. Weiters 146t der Ubergang
U —+87'US, V — 87'V8 die Relation VUV = U'invariant, also kinnen
wir uns U in Jordan’scher Normalform gegeben denken ([3], S. 140) d.h.
U = [Jy(a1), ..., Js(n)], mit den Eigenwerten «; = ... = a, =1, wobei
jedes Jordankéstchen J,(a,) einem RElementarteiler von. U entspricht.
Wegen U # F muB fiir mindestens ein ce{l,2,...,s} der Grad J,(a,)
=2 sein. Werden die Kistchen in U vertauschl, so bedoutet dies
nur einen Ubergang U -»P~'UP (Ahnlichkeit). Wir konnen folglich
annehmen, daf die maximalen Késtchen in U an der Spitze stehen. Fiir
J:(1,), 1 <o <, schreiben wir jetzt kiirzer I, und mit B bezeichnen
wir die Restmatrix von U, bestehend aus allen nichtmaximalen Kist-
chen. Es ist nun zweckm#fig, wenn auch nicht notwendig, einige Fille
zu unterscheiden:

1) U= [Inl, 2) U= [Im7 R],
3) Uz[Imy---yl'm]y 4) U:[Im, ~--7Im7R:]7

wobei I,, ein maximales Kistchen sein soll.

Fall 1. Es wird 7, eine obere Dreiecksmatrix mit den Diagonalele-
menten vy =y, ..., Uy ="y u=CGrad I, 2. Also ist das
Lemma richtig.

Im Falle 2 unterteilen wir V, gemiff U:

V., V
V2 - ( 1 12), a - (Im 0)
Vo Vi 0 R

und setzen wieder in die Relation ein. V,, wird die im Falle 1 angege-
bene Matrix V, und in ¥V, ist mindestens die letzte Zeile, in, V,, minde-
stens die erste Spalte = 0 (weil der Grad der I,, welche in & vorkommen
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mindestens um 1 Kkleiner ist als der Grad von I,!). Weiter sind die Teil-
matrizen von Vi, Vy (Einteilung entsprechend der von R) lauter obere
Dreiecksmatrizen. Daraus (und den Bigenschaften von V,,) ergibt sich,
dal die Rigenwerte von ¥, auch Eigenwerte von V, sind; die Behaup-
tung folgt aus Fall 1.

Fall 3. Sei n > 2 die Vielfachheit von I,, in U. Wir unterteilen V,
gemif U in Teillmatrizen: Vy, = (Vy), 1 <4, k < n. Jede der n* Matri-
zen Vy, hat dann notwendig die Gestalt von V, aus Fall 1! Die Determi-
nante von Vy—AE berechnen wir durch Entwickeln nach den ‘1,1’ —
Elementen aller Vi; es folgt (u = Grad I,, > 2).

Det(V;—AE) = Det (V" —AE)Det(VE —~ AE)...Det (V¥ — AE),

wobei V® aus ¥V® durch Erhohung aller Indizes um 1 hervorgeht und
genauso VO aus VO usw. VO gelbst.ist aber offenbar die Matrix aller
vie Vs mit 4, k =1 mod u, in natiirlicher Anordnung. Daher ist V® =
=1V®, ., V® = 7® und wegen u =2 die Behauptung bewiesen.

Der Fall 4 ist analog zuw 2! Man wihlt wieder die Unterteilung
V= (TI;: V:Z) und erhilt jetzt V), = V,. Wegen den Eigenschaften
von V, bzw. V, (siehe Fall 2) 148t sich Det(V,—1E) wie im Fall 3
berechnen und es folgt: die RBigenwerte von V3, sind Eigenwerte von V.
Damit ist Fall 4 auf 3 zuriickgefithrt und das Lemma in allen Féllen
bewiesen.

Den ersten Teil des Lemmas konnen wir wie folgt auch auf lineare
Operatoren eines Hilbert-Raumes itbertragen.

LzMMA 2. U sei ein unitdrer () Operator und es existiere ein (beidseitig)
invertierbarer Operator V, sodap VUV = Ut (|t| =2, ganerat.) gilt.
Hat dann U nur endlich viele verschiedene Eigenwerte, so sind diese Hin-
heitswurzeln und U hat endliche Ordnung (U° =1, s = natiirl.).

Dazu bemerkt man: Falls U unendlich viele verschiedene Eigenwerte
besitzt, so hat es auch unendliche Ordnung. Also: U hat d.u.n.d. endliche
Ordnung, falls es nur endlich viele verschiedene Rigenwerte hat.

Der Beweis lduft genauso wie im endlichen Fall! Das Spektrnm
o(U) ist ja invariant bei Ahnlichkeit und falls o(U) = {, ..., &}, 80
ist fiir jede ganzrath Zahl m o(U™) ={A", ..., An}. Die Behauptung
folgt wieder aus den unendlich vielen Relationen V-*UV* = v* (k=
=2,3,...), welche sich aus der gegebenen herleiten. )

Damit erhiilt man aber eine Aussage fiir beliebige nunitdre Darstellun-
gen der Gruppe G = {a,b,c,d} mit den Relationen (1). Nimlich

SArz 2. Bei jeder unitiren, nichitrivialen Darstellung D der Gruppe
G hat jeder der den Brzeugenden a,b,c,d zugeordneten Operatoren @,Db,

(%) d.b. beidsei ig
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,d unendlich viele verschiedene Figenwerte. Insbesondere bei der reguli-
ren Darstellung.

Hitte einer der Operatoren @ = D(a),’, ¢, d nur endlich viele ver.
schiedene Eigenwerte, so besagt Lemma 2, dal er endliche Ordnung hiitte
und damit (nach [4]) die dargestellle Gruppe = 1 wiire. Die reguliire
Darstellung D ist definiert durch D(g)p(g) = p(g~'g,) fiir alle Funk-
tionen ¢ im Hilbert-Raum L'(@).

Bine weitere, unmittelbare Folgerung ist

Sarz 3. Die Gruppe H = {a, b} mit der (¢inzigen) Relation b~‘ah =
=4a" (n =2, natirl.) besitel Teine treue unitive Darstellung D bei wel-
cher @ = D(a) nur endlich viele verschiedene Figenwerte hitte.

Wir wollen noch bemerken, daB es fiir das Theorem von Fuchs-Ra.-
binowitsche in Analogon bei den zusammenhingenden Lie-Gruppen gibt
(Beispiel von Birkhoff), wihrend es zu Satz 1 keines geben kann,
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