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which determines unique integers (a, 3,y), coprime with « = 1. Then
29)  {pQ(z, y)—9Qu, )}’ = (p2”— qu) {4’ + Bap+Op*— Opgy*}.
Thus a solution of (26) which satisfies (27) gives rise to a unique set of
coprime integers (ea, f,y) (¢« = 1) such that
(30) Ao+ Baf+C0B—0Opgy® = 0.

For special values of z and « it may happen that (30) is properly
solvable. But the solutions «, #, y must also be such that
(31) pr+vqu =0 (mod a),
(32) fu-+yqr=0 (mod a).

I, for appropriate & and u, equation (30) and the two congruences
(31) and (32) can be solved, we reach solutions of (26). This method is
often useful in proving the existence of infinitely many solutions of equa-
tions of the form (26).
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Sur quelques catégories d’équations diophantiennes
résolubles par des identités
par

T. NageLL (Uppsala)
Dédié au 751me anniversaive de L. J. Mordell

1. Courbes unicursales. Il est bien connu que la solution compléte
de Déquation diophantienne
1) Popyi—F =0
dans un corps quelconque ©Q est donnée par les formules

)s

les paramétres t, t,, t, parcourant tous les nombres du corps 2, indépen-
damment entre eux; voir p. ex. Nagell [1](2), p. 217. Ainsi la solution
compléte de (1) en 2 est donnée par une idendité.

Ce résultat n’est qu'un cas particulier de la proposition plus géné-
rale (voir p.ex. Nagell [1], p. 216):

Soit C(r,y,2) = 0 Uéquation dune conique en coordonnbes homoge-
nes i, y, z & coefficients appartenant au corps Q. Si celle-ci admet un point
(&,9,8), o &,%,C appartiennent & Q, toutes les solutions de Uéquation
C(x,y,z) =0 en nombres r,y,z appartenant & Q sont données par un
systéme de formules

5

(2 ©=1tH—1%G), y=2t, z=1tH+
!

r = t(at} 4 bt t, +cf3),
(3) ¥ =tati+ bt el),
2 = t(ayti+ Dot b+ e3),

I

ot a, b, e, ay, by, ¢, ay, by, ¢, sont des nombres de Q, et o les paramétres
t, 1y, 1y parcourent tous les nombres de £2, indépendamment entre eux. Ainst
la solution compléte en 2 est donnée par wne identité.

(1) Les numéros figurant entre crochets renvoient 3 la bibliographie placée
4 la fin de ce travail.
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D’aprés un résultat classique de Hurwitz, Hilbert [2] et Poincaré
[3] il existe un résultat analogue pour toutes les courbes unicursales.

Supposons ensuite que Q est un anneau. Dans ce cas la proposition
sur la conique C(z,y,2) =0 aura la forme réduite:

Il existe une représentation de la conique du type (3), out les coeffi-
cients appartiennent & lanneau Q. Lorsque les paramétres f,i, 1, par-
courent tous les nombres de £, on aura une infinité de solutions de 1’équa-
tion, O(z, ¥,2) = 0. Cependant, on n’a pas la certitude d’obtenir la solu-
tion compléte dans 2 de cette maniére. D’ailleurs, si 2 est lanneau des
nombres entiers rationnels les formules (2) donnent la solution compléte
de (1); voir Nagell [1], p. 226.

2. Quadriques. Remarques générales. Le résultat précédent sur les
coniques peut &tre étendu aux quadriques; voir p. ex. Skolem [47], p. 30
et Conforto [5], p. 12. En effet, soit

(4) F(mnmzy-_--y-”nu)zo

Iéqnation d’une hypersurface du second degré en coordonndes (carté-
siennes) homogénes r,, 2,, ..., #,,, dans Pespace & » dimensions, Si les
coefficients de la quadrique appartiennent au corps £, et si celle-ci admet
un point (&, &, ..., &,,,) en @, 'éguation diophantienne (4) est satisfaite
identiquement par un systéme de formules

(5) 2 =Ui(hy tay ey )y

pour i=1,2,...,n4+1, ol les f; sont des formes quadratiques des
paramétres t,, t,, ..., 1, & coefficients appartenant 4 Q. Lorsque les para-
métres parcourent, indépendamment entre eux, tous les nombres de 2,
on aura la solution compléte de (4) en Q.
Ainsi, pour la quadrique

(6) a4y 0] = 1}
la solution compléte dans un corps quelconque £ est donnée par les for-
mules
o=t —1—14),
. &Ly = 2,1,
(‘) 1%2

ry = 2, 15,

Ty =1+ 1+E).
Ce résultat ne reste plus vrai si 2 est un anneau. En effet, soit 2 Ianneau
des nombres entiers (rationnels). Alors Péquation (6) a la solution T =3,
Xy =2, 2y = 6, 3, = 7. Or, cette solution ne peut pas étre obtenue par
les 'formules (7) vu que le nombre 7 n’est pas la somme de trois carrés
entiers. En fait, la solution compléte de (6) dans ’anneau des nombres
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entiers est donnée par le systéme

B =B,

Ly = t(2t112-—2t3t4),
2y = 1248+ 2, t,),
£y = HH+E+E+E),

lorsque t,1,, 1,14, parcourent tous les nombres entiers; la démon-
stration est due & Carmichael, ¢f. [6], p. 38; il en résulte que le nombre
des paramétres ne peut pas étre diminué dans ce cas.

Soit F(x,,&y,...,2,) un polyndéme des variables x,,x,,..., &, -
Si Péquation
(8) Fry, oyy oeeyy) =0

représente une hypersurface algébrique rationnelle, celle-ci est (par défi-
nition) satisfaite identiquement par un systéme de formules

(9) 2= filli by ooy )y

pour ¢=1,2,...,m, ol les f; sont des fonctions rationnelles des para-
meétres 1,1y, ..., L.

On peut toujours supposer que 1° le polynoéme F est homogéne et
2° que les f; sont des polyndémes homogénes du méme degré.

Supposons que les coefficients de F appartiennent au domaine £.
Ici, domaine signifie ou un corps ou un anneau. Alors on peut se demander:
Comment reconnaitre si I’hypersurface (8) est rationnelle ou non? Les-
quelles sont les conditions pour que les coefficients des f; appartiennent
3 0% Comment déterminer le systéme (9) tel qu'il donne la solution com-
pléte de ’équation diophantienne (8) dans 027

Cependant, & l'état actuel des sciences mathématiques ces proble-
mes présentent des difficultés insurmontables dans le cas général.

On connait un grand nombre d’équations diophantiennes résolubles
par des identités sans que la solution ainsi obtenue soit compléte; voir
p. ex. Dickson [7], t. II, pp. 533-713. Comparez aussi Segre [8] et [9].

Dans les deux numéros suivants nous allons montrer comment on
peut, d'une maniére extrémement simple, déterminer certains types
d’équations diophantiennes & trois inconnues dont la solution compléte
est donnée par une identité.

3. Solution compléte de quelques équations du type XV
= F(Y,Z). Désignons par 2 un corps quelconque, et soit F(y,z) une
forme du degré » > 2 en y et z & coefficients appartenant & 2. Nous
allons établir le résultat suivant:
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TukoREME 1. Soit m wun nombre naturel quelcongue. Léquation

(10) an—H — F(Y,Z)

est satisfaite identiguement par le systéme des formules
X = lﬂ( U: V);

(11) Y =U[w,

Z = V[F(U, V)"

Lorsque les paramétres U et V parcourent, indépendamment Dun de Vawtre,
tous les nombres de 2, on aura la solution complite de Véquation (10) en
nombres X, Y et Z de 2, sauf pour X = 0.

Démonstration. Il est évident que les formules (11) satisfont iden-
tiguement & (10). Inversement, si les nombres X, ¥V et Z de £ satisfont
4 (10), on aura

X =FYX ™ ZX™).
Emn y posant

U=YX™", V=zx™m"

on obtiendra évidemment les formules (11).
D’une fagon tout & fait analogue on établira le

TrorEME 2. Soit m un nombre naturel guelcongue. L’équation
(12) ™ = (Y, Z)
est satisfaite identiquement par le systéme des formules
X =[F(U, V)",
Y =U[FU,V)]"™,
Z =VI[F(U, V)™

(13)

Lorsque les paramétres U et V parcourent, indépendamment Dun de Dautre,
tous les nombres de Q, on aura la solution compléte de Péquation (12) en
nombres X, Y et Z de 2, sauf pour X =0.

Soit F(y, z) une forme du second degré dont les coefficients appar-
tiennent & 0. Supposons que la conique

(14) g = F<yy z)

admet un point appartenant & Q, et que la solution compléte de ’équation
(14) en 2 est donnée par les formules
(B8) ==WG&U,V), y=Wa(U,V), 2= Wa,(U, V),

oll G, et G, signifient des formes quadratiques des paramétres U et
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V en Q. D’aprés la proposition du numéro 1 les formules (15) satisfont
identiquement & (14).
Cela étant, nous pouvons ajouter aux résultats précédents le
THEOREME 3. Soit m un nombre naturel quelconque. Si Péguation (14)
est résoluble en nombres x,y et z de Q, qui ne sont pas tous = 0, Déquation

(16) XM — F(Y,Z)
est satisfaite identiquement par le systéme des formules
X =T, MW,

Y =6(U, V[T, MW,

7 = G(U, )G, M

n

Lorsque les paramétres U, V et W parcourent, indépendamment enire eutx,
tous les nombres de Q, on aura la solution compléte de Uéguation (16) en
nombres X, Y et Z de Q, sauf pouwr X = 0.

Démonstration. En vertu de la définition des formes @, ¢, et @,
il est évident que les formules (17) satisfont identiquement & (16). In-
versement, si les nombres X, ¥ et Z satisfont & (16) on aura

X2 — F(YI77'1+1,ZX""1+1).
En y posant

r=X, y=¥YX"' p=zx "

on tombera sur I’équation (14), dont la solution compléte est donnée
par les formules (15). Ainsi on aura pour X, Y et Z les expressions (17).
Cela démontre le théoréme 3.

Il serait facile de généraliser les résultats obtenus ci-dessus dans
plusieurs directions. Nous allons retourner sur cette question prochaine-
ment.

Dans les théorémes 1-3 Q est un corps. Supposons maintenant que
0 est un anneau.

Considérons équation (10). Alors il est évident que les formules
(11) nous donnerons une infinité de solutions en 2 de cette équation
lorsque U et ¥ parcourent tous les nombres de Q. Cependant, on n’a plus
la certitude d’obtenir la solution compléte-en 0.

Considérons ensuite I’équation (12). Tei on peut évidemment rempla-
cer le systéme (13) par le systéme

xr

i

[T, V)]:z;l’
y = U[F(T, V)",
2= V[F([T‘ ’[*)]mnfm-l.

I
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Par ces formules on aura une infinité de solutions de I'équation (12) en
Q, lorsque U et V parcourent tous les nombres de £

Remarque. Soit F(Y,,Y,,..., ¥,) une forme du degré = > 2
dans les » variables Y., Y,,..., ¥,, & coefficients appartenant & Q. Si
nous posons, comme plus haut, N = mn-+1, il est évident que le théoréme
1 peut étre généralisé de la maniére suivante:

La solution complete dans Q2 de Dégquation diophantienne
(107) X¥ = F(Y,, Y¥y,..., ¥}
est donnée par Didentité réalisée par les formules
(1)

X =F(uy,ugy ... %), ¥y =uF(uy,uy,. .,u)l",

pour i =1,2,...,7, lorsque les parameétres u,, Uy, ..., %, indépendamment
entre eux, parcourent tous les nombres de 2, excepté les solutions pour les-
quelles X = 0.

8i Phypersurface (10') est donnée sous la forme homogéne
XV = XY "P(Y,, Y., ..., X)),
les formules (11’) doivent &tre remplacées par
X =[F(uy, tyy .y )]0V ", X, =20V,
Yy =w[F(uy, thyy ooy )™y £=1,2,...,r.

Ains? le nombre des paramétres s'est augmenté dune wunité.
Le théoréme 2 peut &tre généralisé d’une fagon analogue.

4. Solution de quelques équations du type 4 X* +BY¥ 1-0zF — 0.
Désignons par 2 ou un anneau ou un corps, et soient a, b et ¢ des nombres
différents de zéro dans 2. Soient encore M, N et P des nombres naturels
=2, tels que (MN,P) =1. Nous allons ébudier Péquation

(18) ax 4+ by = coF.

On vérifie aisément que cette équation est satisfaite identiquement par
le systéme des formules

@ = u(au 4 bV )NV,
(19) ¥ = v(aw™ 4 bV

z = (au™+ bv"\‘)qc',

It

ou p, ¢, 7 et s sont des nombres entiers rationnels satisfaisant aux équa-
tiong

(20)
Il en résulte

MNp—Pg= —1 et MNs—Pr—=1.

icm®
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THBOREME 4. Soit Q un anneau. Si nous choisissons des valeurs posi-
tives pour les nombres p, q,r et s, les polynémes en w et v qui figurent dans
(19), appartiendront & Vanneau L. Ainsi, on aura une infinité de solu-
tions x, y et 2 de (18), lorsque les paramétres w et v parcourent tous les nomi-
bres de 2.

En général, on n’aura pas toutes les solutions de (18) par les formu-
les (19), méme si on suppose que £ est un corps.

Considérons ensuite les cas lorsque P a une des valeurs MNt4+1
ou MNt{—1, ¢ étant un nombre naturel. Nous allons établir le

TutorEME 5. Soit 2 un corps. 8i P = MNt+1, Véguation (18)
est satisfaite identiguement par le systéme des formules

& = ulauM 4 bV )Vl M,

Ny\JMt
)

Y = v(auM—}— b o m’

(21) ¢

2 = (au™ +bo)c .

Lorsque les paramétres u el v, indépendamment Uun de Uauire, parcourent
tous les mombres de Q, on aura la solution compléte de Déguation (18) en
nombres x,y et z de 2, sauf pour z = 0.

Démonstration. Vu que P = M Ni-+ 1 on peut satisfaire aux équa-
tions (20) en prenant p =1, ¢ =1 et r = —1, s = —t. Alors le systéme
(19) aura la forme (21). D’autre part, si les nombres x, y et z de Q satis-
font & (18) pour P = MXNt+1, on aura

aezr )M 4 by Y = e,
En y posant

Nt ~ Mi
1

U = X3~ T o= Yz

on obtiendra évidemment les formules (21).

D’une maniére analogue on établira le

THEOREME 6. Soit 2 wun corps. Si P = MNt—1, Déquation (18)
est satisfaite identiquement par le” systéme des formules

&
i

w(au 4 b)) Vi,
— v(aw 4 be¥) M,

2 = (a4 bo) e,

(22)

=
i

Lorsque les paramétres u et v, indépendamment Uun de Vautre, parcourent
tous les nombres de Q, on aura la solution compléte de Pégquation (18) en
nombres z,y et = de 2, sauf pour z=0.

Pour la démonstration on se sert du fait que les équations (20) ont
les solutions p = —f, ¢ = —1letr=1, s =1.
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5. Exemples numériques. Pour illustrer les théorémes 1 et 2 nous
prenons ’équation
m:\ — I,I/d _{‘“237

ol (¥,3)=1. La solution compléte (pour z + 0) est donnde par les
formules
2=+, y=u@@+0),  =o@4d),

ot »=1 et u=4(N—-1) si N=1(mod3) et ol »= —1 et
pn=—4H+1) si ¥N= —1(mod 3).
Congidérons ensuite 1’équation

= et

D’aprés le théoréme 3 la solution compléte de celle-ci (sauf pour » = 0)
est donnée par les formules

= @+ w, gy = (=o', 2= 2up(uiot)ud.
Le théoreme 4 peut &tre illustré par Péquation
(23) 41799 = &,
qui est satisfaite identiquement par les formules
o= 1790, y =of+1790"°, 2 = (u'4 1790%).

Celles-ci ne donnent pas la solution compléte de Péquation (23) lorsque
£ est le corps des nombres rationnels ordinaires. En effet, on vérifie aisé-
ment qu’on n’obtient pas la solution x = 2, y=1,2=23 de (23) par
ces formules.

D’aprés le théoréme 5 la solution compléte de Péquation

Pyt =74,

sauf pour z = 0, est donnée par les formules

z=u(+0), y=o@@+?l, z=iliq,
Considérons finalement 1’équation

oy =25,

D’a.pgés le tl}éoréme 6 celle-ci posséde la solution compléte (sauf pour

2=0) donnée par les formules

z=uWl+2*) ", y= oW+, g = (U o%)1,

Dans la théorie de la résoluti > i ingui
pansla th résolution de Péquation générale du cinquiéme degré,

T*+H® = 1728 p°
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joue un réle important; voir Weber [10], t. 2, p. 485 et Perron [11],
t.2, p. 233-240. Cette relation peut s’écrire

(27880 T4 (27230 HY = (3°- FY.

Remarque. Il est évident que tous les théorémes précédents sont
aussi valables lorsque 2 est un domaine abstrait commutatif.
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