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Né le 2 mai 1902 & Czestochowa, Kazimierz Zarankiewicz passa en
1919 son baccalauréat an gymnase de Bedzin et fit ses études des ma-
thématiques a I’Université de Varsovie, y obtint en 1923 le grade de docteur
en philosophie ayant soutenu sa theése du doctorat [4](}) et en 1929
venia legendi pour les mathématiques (liée au titre scientifique de ,,docent”,
qui correspond & peu prés & celui d’agrégé des universités francaises).

Depuis 1924 jusqu’a 1935, il était assistant des mathématiques
et, plus tard, chargé des cours de la mécanique rationnelle 3 1’Ecole Po-
lytechnique de Varsovie. Il passa I’année scolaire 1930-1931 & Vienne chez
K. Menger et & Berlin, ou il travaillait avec S. Bergman et, entre autres,
sous les auspices de R. von Mises. Rentré & Varsovie, il y fut chargé éga-
lement des cours des mathématiques et de la statistique mathématique
4 I'Ecole Supérieure d’Agriculture. En 1936, il fit une série semestrielle
des conférences & I’Université de Tomsk (U. R. S. S.) surtout sur les trans-
formations conformes, en particulier sur plusieurs problémes résolus
par lui-méme. En 1937, il fut nommé suppléant du professeur & la chaire
des mathématiques & la Faculté du génie civil de ’Ecole Polytechnigque
de Varsovie qui, au mois de mai de 1939, vota sa nomination au professorat
extraordinaire & la méme chaire. La procédure subséquente au Ministére
ayant été interrompue par la II™° guerre mondiale, cette nomination ne
fut signée qu’en 1946. Elle fut suivie bientot, & savoir en 1948, de celle
au professorat ordinaire. Quelques mois de la méme année le virent tra-
vailler aux Etats Unis d’Amérique ou il donna plusieurs lecons et confé-
rences & I'Université de Harvard et & six autres universités.

Au cours des cing années d’occupation allemande de la Pologne,
il enseignait &4 Varsovie les mathématiques dans des écoles d’enseignement

(*) Pour les numéros en crochets, voir Bibliographie des travaux de Kazimierz
Zarankiewicz, ce volume, p. 285-287.
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professionnel et, clandestinement, aux cercles souterrains des étudiants.
En 1944, aprés Pinsurrection de Varsovie, il fut déporté — avec des milliers
de polonais — aux camps des travaux forcés en Allemagne d’ou il ne
retourna qu’apreés la fin de la guerre. Aussitot rentré & Varsovie en ruines,
il y reprit ses cours &4 1'Ecole Polytechnique et les continua jusqu’a la
fin de ses jours.

Le professeur Zarankiewicz a bien mérité non seulement de la recherche
scientifique, mais aussi de la didactique, de la vulgarisation et de I'orga-
nisation de la science (cf. par exemple ses cours [38] et [40], de méme
que ses articles [34], [36], [39], [41] et [44]). Il prit entre ses mains, en
1949, la gestion des ,,Olympiades Mathématiques” organisées réguliére-
ment pour les écoliers de la Pologne (cf. [37]) et la garda jusqu’a 1957,
sans jamais abandonner sa part active de membre du Comité central de
ces ,,Olympiades”. Il appartenait jusqu’au méme an aun Comité de ré-
daction d’,,Applied Mechanics Reviews” et jusqu’a sa mort & celui du
périodique mensuel polonais , Matematyka”, destiné avant tout pour
les maitres des écoles. I1 présidait de 1948 & 1951 la Section de Varsovie
de la Société Polonaise de Mathématique.

Un domaine a part, dans son activité, fut celui d’astronautique
dont il s’intéressait vivement bien d’années avant que les possibilités
des voyages dans le cosmos ne se fussent dessinées comme réalisables
(voir par exemple son article [35] auquel succédérent apres la guerre ses
publications [42], [43] et son livre [45]). Il mena & bonne fin, en 1956,
la création de la Société Polonaise d’Astronautique. 11 fut élu premier
président de cette société et, depuis 1958, vice-président en méme
temps que membre d’honneur. En 1956, il présidait la délégation de
la Société Polonaise d’Astronautique au VII™® Congrés International
d’Astronautique tenu 4 Rome et qui admit la Pologne au nombre des
membres de la Fédération Internationale d’Astronautique. Depuis, le
professeur Zarankiewicz représentait la Pologne aux congrés annuels
consécutifs de cette fédération, qui 1’élut deux fois de suite (en 1957 et
1958) son vice-président. En 1958, il fut élu membre d’honneur de la
Société Allemande d’Astronautique.

T1 mourut subitement le 5 septembre 1959 & Londres en présidant
aux débats d’une séance pléniére du X™° Congrés de la Fédération In-
ternationale d’Astronautique. Ses funérailles eurent lieu & Varsovie.
Une des rues de cette ville porte son nom.

%

Kazimierz Zarankiewicz enrichit de ses travaux plusieurs théories
des mathématiques, entre autres, celles des graphes, des fonctions com-
plexes et des nombres, mais ses résultats les plus importants appartiennent
a la topologie.
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I. Topologie. Les recherches topologiques de Zarankiewicz concer-
naient surtout la division (et la division locale) des continus par les points
et des espaces par les continus. I1 montra dans 1’'un de ses premiers travaux
de recherches (voir [2]) que C étant un continu localement connexe (image
continue du segment de droite), ’ensemble z(C) de tous les points qui
divisent C est d’une structure spécifique: parmi les constituants (on appelle
constituant I'union de tous les sous-continus contenant un point donné)
de z(0), il y a tout au plus une infinité dénombrable qui ne se réduisent
pas & de seuls points et leurs fermetures sont des dendrites (continus
localement connexes & 1 dimension et sans courbes simples fermées) de
diamétre tendant a 0.

11 consacra ensuite sa thése du doctorat [4] & ’étude détaillée de ’en-
semble 7(C). I1 y introduisit, entre autres, la notion bien féconde de con-
tinu de convergence (limite d’une suite de continus disjoints deux & deux
et d’elle-méme) et y établit, indépendamment d’Urysohn (?), une caracté-
risation importante des continus héréditairement localement connexes
(¢’est-a-dire dont tous les sous-continus sont localement connexes): la
condition nécessaire et suffisante en est I’absence de continus de con-
vergence (théoréme 4). Il y caractérisa aussi les dendrites, & savoir par
le théoréme d’aprés lequel pour qu’un continu arbitraire C soit une den-
drite, il faut et il suffit que ’ensemble ¢'—z(C), méme en lui ajoutant une
infinité dénombrable de points, ne contienne que des continus se réduisant
4 des seuls points (théoréme 10). Il y donna enfin une caractérisation
remarquable des continus localement connexes en généralisant les ré-
sultats antérieurs de R. L. Moore et de R. L. Wilder, et les combinant
I'un & Pautre. Rappelons que F divise C entre les points p et ¢ veut dire
qu’il n’existe dans C—F aucun sous-ensemble connexe contenant ces
points, tandis que F coupe C entre eux veut dire qu’il n’existe dans ¢ —F
aucun continu les contenant; diviser et couper fout court signifie respecti-
vement l’existence de tels points p et ¢. Il en résulte, bien entendu, que
diviser entraine couper (entre les mémes points). Or la caractérisation
en question de la connexité locale d’un continu C consiste dans 1’équi-
valence, pour tout sous-ensemble fermé F de C, entre diviser et couper C
entre tout couple p,q de points (théoréme 5).

Notons & ce propos quun probléme non résolu et qui semble fort
difficile se rattache & la fine différence entre les notions de couper et
diviser entre deux poinis donnés d’une part et celles de couper et diviser
tout court de ’autre: on ignore jusqu’a présent si 1’équivalence, pour
tout ¥ < ¢ fermé, entre couper et diviser € par F sans spécifier entre
quels points, done tout court, est également une propriété caractéristique
des continus € localement connexes ou seulement une propriété nécessaire.

(2) P.S. Urysohn, Mémoire sur les multiplicités cantoriennes, II, Verhandelin-
gen der Koniglijke Akademie van Wettenschappen 13, Amsterdam 1928, p.1-172.
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L’étude de la fonction =(0O) fut reprise par Zarankiewicz dans d’autres
publications. Il y montra, entre autres, que parmi les sous-ensembles con-
nexes ne se réduisant pas a de seuls points d'un ensemble connexe (f
quelconque, il n'y a qu’au plus une infinité dénombrable qui ont des
points communs avec 7(C) sans en avoir deux a deux (voir [11]). Suivant
un théoréme qu’il établit dans son premier travail topologique d’aprés
guerre (voir [22]), tout continu C trouve son image homéomorphe dans
un continu C* & autant de dimensions et dans lequel 7(C*) est un ensemble
a la fois frontiére et dense. Ce travail contient aussi une nouvelle défini-
tion de D’élément cyclique (ne se réduisant pas & un point) au sens de
Whyburn (3) qui semble ne pas avoir été exploitée jusqu’a présent.

Les recherches de Zarankiewicz sur la division des espaces par les
continus portérent surtout sur la division locale du plan. Par définition,
A divise le plan localement aw point p (en u régions, donc u < 8,) lorsque R
étant une région quelconque contenant p, ’ensemble R—A n’est pas
connexe (est formé d’au moins u composantes et il existe des régions R
de diametre arbitrairement petit, telles que peR et que R—A est formé
exactement de u composantes). Or Zarankiewicz montra dans ses travaux
[3], [10] et [11] que chacune des deux propriétés suivantes caractérise
topologiquement la courbe simple fermée:

(i) continu divisant le plan localement en chacun de ses points exacte-
ment en 2 régions.

(ii) continu divisant le plan localement en chacun de ses points en
un nombre fini de régions, le méme pour tous ces points.

En y remplacant ,,continu” par ,,ensemble connexe fermé non com-
pact” (dit aussi ,,continu non-borné’”), chacune de ces deux conditions
devient une caractérisation topologique de la droite.

Ces résultats de Zarankiewicz se rattachent & ceux de son travail
[1] consacré entre autres & la caractérisation des images homéomorphes
de la droite, de la demi-droite et de la circonférence par leurs propriétés
topologiques intrinséques parmi tous les ensembles plans fermés et con-
nexes. Il y appela point de connexité d’un tel ensemble E tout point dont
aucun sur-ensemble connexe contenu dans ¥ ne divise F. En appliquant
et développant certains résultats de Kline (%), il montra que ’absence
(héréditaire) de points de connexité dans un ensemble plan fermé connexe
E caractérise topologiquement la droite (en cas d’absence non hérédi-
taire, on a la caractérisation topologique de la circonférence complétée
par un prolongement infini de son rayon), que la présence d’un seul point
de connexité caractérise topologiquement la demi-droite parmi les K

(®) G.T. Whyburn, Analytic Topology, New York 1942, p. 66.
(*) J. R. Kline, Closed connected sets which remain connected wpon the removal
of cerlain connected subsets, Fundamenta Mathematicae 5 (1924), p. 3-10.
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non-bornés (et I'union de la circonférence et de son rayon parmi les E
bornés), que la présence d’exactement 2 points de connexité caractérise
topologiquement le segment de droite, et enfin que la présence de plus
de 2 points de connexité caractérise la courbe simple fermée.

Ces théorémes réflétent par leur nature quantitative plutot que qua-
litative la tendance d’esprit de ce géometre a chercher les solutions nu-
mériques dans tout domaine des mathématiques dont il s’occupait. Ainsi,
dans ses travaux [5], [7] et [15], il se proposa d’évaluer la puissance de
certains ensembles de points qui ne divisent pas un ensemble connexe
ou le divisent d’une maniére particuliére. I1 y montra par exemple que
tout ensemble de points divisant un ensemble connexe en plus de 2 com-
posantes est au plus dénombrable. Dans le méme ordre d’idées, il y gé-
néralisa le fameux théoréme de Moore concernant les triodes sur le plan (°)
en montrant que, dans les espaces euclidiens a plus de 2 dimensions, toute
famille de continus disjoints et dont chacun divise localement 1’espace
en un point par lequel il est divisé localement Ini-méme (,,doppelt zer-
legender Punkt”) est au plus dénombrable.

La derniére publication topologique de Zarankiewicz, commune de
lui et de Kuratowski (voir [23]), traite d’une propriété du plan (plus
précisément: de la surface sphérique S, considérée comme le plan augmenté
du point & V'infini). I1 s’agit du probléme suivant: soient sur S, n régions
simplement connexes (c’est-a-dire de frontiére continue) et disjointes
R,,..., R, et k continus disjoints C,,...., (; dont chacun empiete sur
chacune de ces régions; quel est le nombre minimum s, des couples 7,)
tels que C; divise R; (on ¢ =1,...,k et j =1,...,0)"

La présomption de Zarankiewicz est que s, = (k—2)(n—2) pour
les entiers k > 2 et n > 2 quels qu'ils soient. Ce serait donc une géné-
ralisation de son résultat antérieur (voir [8]), & savoir que s; 3 = 1, premier
signe de la dualité entre k et n présumée par lui. Ici, les auteurs ne démon-
trérent Pégalité présumée que pour tous les cas ol soit k, soit n ne dépasse
pas 4, le probléme en toute sa généralité restant ouvert jusqu’a
présent.

La topologie doit & Zarankiewicz aussi d’autres problémes intéressants
(voir [30]-[33] & titre d’exemple). L'un d’eux fut résolu par Miller (°),
qui construisit une dendrite non homéomorphe a aucun vrai sous-ensemble
d’elle-méme.

Plusieurs traités, monographies et cours de topologie citent les ré-
sultats topologiques de Zarankiewicz dans plus d’un chapitre. Tels sont

(5) R.L. Moore, Concerning triodic continua in the plane, Fundamenta Mathe-
maticae 13 (1929), p. 261-263.

(®) E. W. Miller, Solution of the Zarankiewicz problem, Bulletin of the American
Mathematical Society 38 (1932), p. 831-834.
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par exemple les livres de Kuratowski (7), Menger (%) et Whyburn (*) parmi
les oeuvres les plus connues. C’est par l'intermédiaire de ces cours, sur-
tout de celui de Kuratowski, que plusieurs notions et résultats topologi-
ques de Zarankiewicz continuent &4 se développer et & intervenir dans
des travaux plus récents sous une forme qui dispense déja leurs auteurs
de revenir toujours sur l'aspect primitif des énoncés, di & Zarankiewicz,
et de citer expressément son nom.,

II. Graphes. Aux travaux précités [8] et [23] de Zarankiewicz vien-
nent se rattacher par leur nature quantitative ses recherches relevant
de la théorie combinatoire des graphes. Le résultat principal de son tra-
vail [19] concerne l’existence d’un sous-graphe complet d’ordre aussi
grand que possible dans un graphe d’ordre n et de multiplicité (,,connec-
tion number” de Turin, c’est-a-dire nombre minimum d’arétes sortant
d'un sommet) suffisamment élevée. Le critére trouvé par Zarankiewicz
fut plus tard amélioré par Turdn (°) et soumis & une analyse in-
téressante.

Réciproquement, Zarankiewicz s’occupa dans son travail [26] (voir
aussi [24]) d’un probléme de Turin sur les graphes et en donna une so-
lution digne d’attention, & savoir par le théoréme suivant qu’il démontra:
A et B étant des ensembles finis de points du plan et chaque point de 4
étant uni par des arcs simples & tous les points de B de fagon que chaque
point d’intersection n’appartenant ni & A4, ni & B ne soit situé que sur 2
arcs au plus, le nombre de ces points d’intersection est au moins égal &

s -HE -

ot @ et b sont les nombres de points de 4 et B respectlvement et [ ] dé-
signe la partie entiére; ce minimum est atteint.

Le méme théoréme fut établi indépendamment et presque simultané-
ment aussi par Urbanik (1),
En 1951, Zarankiewicz posa (voir [32]) le probléme suivant, traité

(") C. Kuratowski, Topologie, Monografie Matematyczne, I, quatridme édi-
tion (Varsovie 1958), p. 246, 249 et 265; II, troisidme édition (Varsovie 1961), p. 102,
176, 196, 229 et 509.

(®]) K. Menger, Kurventheorie, Leipzig und Berlin 1932, p.56, 167, 168,
249 et 311.

(°®) G. T. Whyburn, Analytic Topology, New York 1942, p. 23, 63 et 99.

(1) P. Turan, On the theory of graphs, Colloquium Mathematicum 3 (1955),
p- 19-29.

(1) K. Urbanik, Solution du probléme posé par P. Turdn, Colloquium Mathe-
maticum 3 (1955), p. 200 et 201.
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ensuite par plusieurs auteurs (12): trouver le plus petit nombre k;(n) tel
que tout ensemble de k;(n) points d’un réseau plan de n* points (ot
n > 3) contienne j* points situés dans j lignes et dans j colonnes de ce
réseau.

III. Fonctions complexes. Dans ses travaux [13], [14], [17] et
[28], Zarankiewicz apporta quelques résultats intéressants sur la fone-
tion dite le noyau (,,Kernfunktion”) et ses applications. Bien qu’il s’adon-
nat de préférence & la topologie, il entendait parfaitement les problemes
qui se présentaient dans la théorie de cette fonction et en reconnut d’em-
blée 'utilité pour ’étude des fonctions de variable complexe. Ce furent
ses premiers travaux d’analyse mathématique; pourtant il sut opérer
avec habileté dans ce domaine et parvenir & des résultats méritant 'atten-
tion. ;

Soit {g,(2)} oit » = 1,2, ... un systéme complet de fonctions analy-
tiques orthonormales dans un domaine D du plan des ¢ = x4y, c’est-a-
-dire satisfaisant & la condition

1 lorsque u =,

[ o, (2)p,(2)dzdy =
‘LJ.(P #)9ate)dady 0 lorsque pu 7.

La fonction
Kp(z,8) = D ()9 (0)
v=1

existe pour z et { du domaine D et ne dépend que de lui. C'est cette fonc-
tion qui s’appelle le noyau du domaine D. Lorsqu’il est simplement con-
nexe, la fonction

@) W(2) = [ Kp(z,0)dz

transforme D en intérieur du cercle |W| << € ou € est une constante.

La fonction K p est un invariant relatif, ¢’est-a-dire ayant la propriété
suivante: si la fonction analytique z*(z) transforme le domaine D du plan
des z en un domaine D* du plan des z*, on a

2

5 * TRy dz" (2)
Kp(z,2) = Kp*(2*(2),# {z)]‘.._d;_..

(12) €. Hyltén-Cavallius, On a combinatorial problem, Colloquium Mathe-
maticum 6 (1958), p. 59-65;

K. Culik, Teilweise Losung eines verallgemeinerten Problems von K. Zarankie-
wicz, Annales Polonici Mathematici 3 (1956), p. 165-168;

T. Kévari, V. T. $6s and P. Turén, On a problem of K. Zarankiewicz, Collo-
quium Mathematicum 3 (1954), p. 50-57;

S. Zn4m, On a combinatorial problem of K. Zarankiewicz, Colloquium Mathe-
maticum 11 (1964), p. 81- 84.
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Par conséquent, la relation
dsp(2) = Kp(z,2)lde* = Kpa(s*, 2*) [de*|* = dshs (")

représente le carré de la longueur de 1’élément linéaire d’une métrique
invariante. La fonction
2 d*log K p(z, z)

A= —en ez

(la courbure de la métrique) est un invariant absolu par rapport aux
transformations conformes. Dans le cas de domaine D simplement con-
nexe, Jp(z, z) est une constante. Tout cela était connu (28],

Or Zarankiewicz prouva par une investigation profonde et ingé-
nieuse que dans le cas de domaine D doublement connexe, Jp (2, Z) cesse
d’étre constant. Il représenta d’une maniére simple J p(z, zZ) par des fonc-
tions doublement périodiques et montra comment on peut reconnaitre
a laide de cette représentation si deux domaines doublement connexes
sont ou ne sont pas transformables I'un dans Pautre d’une facon conforme.
* En se servant de ce résultat, Kufareff (1) détermina la forme du domaine
doublement connexe minimum, c'est-a-dire qui s’obtient des domaines
doublement connexes par la transformation (1).

Le résultat précité de Zarankiewicz est d’un grand intérét pour le
développement de toute la théorie du noyau. Son importance dépasse
considérablement les simples applications qui viennent d’étre mentionnées.
La méthode du noyau peut étre généralisée en une théorie des transfor-
mations pseudo-conformes, ¢’est-i-dire de celles des domaines de I’espace
des n-uples z,, 2,, ..., 2, par n fonctions analytiques de n variables com-
plexes, la méthode décrite pour les transformations &4 une seule variable
se laissant étendre au cas de transformations pseudo-conformes. Les
résultats et le procédé employés par Zarankiewicz y servent de modéle
qui est d’usage fréquent dans les travaux contemporains sur le noyau.

Les ensembles distingués sont les ensembles qui conservent certaines
de leurs propriétés dans les transformations pseudoconformes. Un des
importants problémes de la moderne théorie est de déterminer et carac-

(*%) Pour le détail, voir par exemple S. Ber gman, Kernel function and conformal
mapping, Mathematical Surveys 5, American Mathematical Society, 1950, Sur les
fonctions orthogonales de plusieurs variables complezes avec les applications & la
théorie des fonctions analytiques, Mémor. Sci. Math. 106 (1947), et Sur la fonetion-
-noyaw d'un domaine el ses applications dans la théorie des transformations paeudo-
-conformes, ibidem 108 (1948).

(*Y) P.P. Kufareff, Uber das zweifach zusammenhingende Minimalgebiel,
Hasectua mayuno-uccaenosarenncroro HHCTUTYTA MaTeMaTWKH W MeXaHHKH YHHBEp-
curera, Tomck [Bulletins de I'Institut Mathématique et Mécanique de 1'Université
de Tomsk] 1(1935-1937), p. 228-236.
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tériser des ensembles distingués. La ligne [J;(2,2) = minimum] est
Pexemple le plus simple d'un ensemble distingué (intérienr) pour les
domaines doublement connexes dans la théorie des transformations
conformes.

IV. Théorie des nombres. La publication [21] de Zarankiewicz
traite des nombres dits triangulaires (triplets d’entiers égaux respective-
ment aux longueurs des cotés des triangles rectangles). Les problémes
posés par lui ont inspiré un travail de Sierpinski (*°) 4 la fin duquel on
trouve un ingénieux exemple, dit & Zarankiewicz, d’une décomposition
de lensemble de tous les nombres naturels en deux sous-ensembles
disjoints dont aucun ne contient un triplet de nombres conséecutifs, pas
plus qu'une progression arithmétique infinie. Les résultats de Zaran-
kiewicz sont cités dans plusieurs chapitres du traité de Sierpinski sur
la théorie élémentaire des nombres (1¢).
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