Sur un théoréme de W. Sierpinski

par
J. Popruzenko (£6d7)

W. Sierpiriski a démontré le théoréme suivant:

Si 2% =, il eviste une suite {fa} de fonctions dune variable réelle
telle que toute suite partielle {fn,} converge dans un ensemble de points au
plus dénombrable ([1], p- 110-112).

Je me propose d’en établir une généralisation.

Soient: A un nombre ordinal, W, = W(wy), Wy= W(ww:), ¥V un
sous-ensemble non-vide de W,, 7 une famille de suites de type ws formées
de nombres ordinaux distinets < ;.

TEMME, Si F = 8, et si 8, est un aleph régulier, il existe une fonction
u|W, satisfaisant & la condition
(¥) Quels que sotent p eV et {y}yco; = (u) € Fy Végalité w(p,) =p sub-

siste pour N; valeurs distinetes de .

Démonstration. I’ensemble F supposé bien ordonné en type wa,
soient
1 (@) = {ty<a; (%< @)
toutes les suites appartenant & F. On a évidemment -

2) lim gy = 02 (0<% < ).

yrwy . .

En vertu de P’égalité N =N =0 = V:VD, il existe une correspondence
biunivoque entre tous les éléments & de W, et tous les triples ordonnés
(¢, w, z) qui en puissent &tre composés. Une telle correspondance supposée
établie, les valeurs g, p et y se définissent de fagon univoque en fonetions
de la variable & de sorte que l'on ait
(3) Ee (p(8),9(8), 2()

ol les fonctions g,w, y|W, parcourent d’une fagon indépendante tous
les éléments de Wi. .
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7 eb ¢ étant deux ordinaux < w,;, considérons Pensemble
[ EeWo, (&) =1, p(§) =1}

défini conformément & (3). En désignant ses éléments par & (0 <y < wy),
on le représente sous la forme d’une suite transfinie:

4) <8< <8< (0<r<a).

Cela étant, définissons la fonction s|W, comme il suit.
) Posons §(0) = up et soit 0 < & < wy; les valeurs s(f) supposées rem-
plissant les relations s(0) < s(1) < ... < §(£) < ... < @, pour { < &, définis-
sons §(£) en posant

s(€) =le premier terme de la suite (ue®) de (1) qui dépasse tous
les s(f) précédemment déterminés.

Draprés (2) et la régularité supposée de s,, done aussi de w;, U
tel terme existe.

La fonction s|W, se trouve ainsi définie et Pon a selon la définition
méme: $(£) = ae W, et s(£) # s(&') lorsque & = £/,

Soit h|W, une fonction univoque queleonque remplissant la condition
h{(W,) = V. Définissons la fonction u|W, en posant

(3) u(a) = hiy[s~ )]} lorsque ae s(W,)
et
(6) w(a) =p, lorsque e Wy\s(W,),

Do étant un élément fixe de ¥ arbitrairement choisi.

Cette foncj;ion satisfait & la condition (x).

En effet, S?ient PeV et e W, tels que hi(y) = p et soit 7, une
vale}lr de la variable x» (formule (1)). Selon la définition de 8, les valeurs
8(&™), 0< v < w;, se trouvens parmi les termes de la ligne (u™), soit
(&™) = .

Selon (5), on a

w(u) = Bipls™ (W1} = hlp(E7)] = h(n) = p

Les pj) étant d’aprés (4) distinets deux & deux, cette égalité prouve,
en vertu de (2), la propriété (). Notre Lemme est démontré.

THEOREME. S% -

(1 M =y,
ot 8, est un aleph régulier, il existe une swuite transfinie de type w; formée
de fonctions f.|W, telles que:

1° W) =V pour 0 < a < ,;

2° Quels que so.'iemt Vélément p eV et la suite dindices croissanis
(B) = {&}y<uy, la suite o (6)}y<azoem, comtiont s, termes égaum p, sauf

pour certaines valeurs ewceptionnelles de § dont le mombre ne peut sur-
passer K;.
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Démonsgtration. I’hypothése (7) impligue 1’existence d’une suite
transfinite de type w;qi:

(8) 0% oy, 0% . (0 < w341)

se composant de toutes les suites croissantes o’ = {o)} <., formées de
nombres ordinaux < w;; de plus, il en résulte:

(9) f=1r; lorsque ;<0< wzys.

Désignons par F’ la famille de toutes les suites o2 de (8) ol 0 < p < 6.
Notre Lemme lui étant applicable lorsque 6 satisfait & (9), il s’ensuit
qu'il existe dans ce cas une fonction u%(«a) satisfaisant & (%) (la propriété (*)
s’énonce alors: quels que soient p eV et 0° = {05}, <., appartenant & an
Pégalité u’(02) = p subsiste pour x, valeurs distinctes de »).

Soit {ps}s<s, une suite transfinie se composant de tous les éléments
de V; comme ¥V C W,, 7 < ﬁn = w;, une telle suite existe.

Cela étant, posons

fo(0) = w¥(a) powr O0<a<w;, o<l <owitr,

(10)
fal0) = po pour O0<a<w,0<<l<w;.

Les fonctions f,|W, définies par (10) satisfont aux conditions du
Théoréme.

En effet, 1° est une conséquence évidente de (%), (6) et (10).

Afin d’établir 2°, donnons-nous un (B) et un p. Soit § = 6° un indice
< w41 pour lequel (B) = ¢ et dont D’existence résulte de la définition
de la suite (8).

Considérons une valeurs 6> max (69 w,). D’aprés (9) et (10), pre-
miére ligne, on a u’(a,) = f,(0), d’olt il résulte en vertu de la condi-
tion (%) du Lemme que l’égalité fuy(ﬂ) = p est vraie pour w; valeurs
distinctes de y.

Il n’en ne pourrait done &tre autrement que pour -certaing
6 < max (6 w;). D’aprés (9), ceci achéve la démonstration de 2°.

Notre Théoréme est ainsi démontré.

SiPon y pose 1=0, ¥V ={0,1} et si 'on remplace 6 par z,, on
retrouve le résultat de Sierpinski cité au début.
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