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Sous-structures et catégories ordonnées
par

Ch. Ehresmann (Paris)

Introduction. Dans [1], nous avons défini la notion de sous-
structure d’une structure dans une catégorie d’homomorphismes
(G, p,, d) lorsque C est munie d'une structure de catégorie inductive.
Ici, nous allons généraliser cette notion, en définissant les (C’, p)-injec-
tions, ot (C, p, U) est un foncteur de 9 vers C, et C’ une sous-catégorie
de C. En particulier, nous verrons que les résultats de [1a], § I, sont
valables en remplagant la catégorie inductive (G, <) par une catégorie
ordonnée. Ensuite, nous définissons les catégories sous-préinductives
et sous-inductives et étudions les propriétés du pseudo-produit.

Pour les définitions de catégories d’homomorphismes et d’espdees
de structures, nous renvoyons & [1] et & [2]; pour la définition et les
propriétés des catégories structurées, & [1a], § XL

Une structure de catégorie sur une classe C sera encore désignée
par @ (ou simplement par ©). Soit € une catégorie. Le composé de
deux éléments g et f de C, &’il est défini, est désigné par ¢-f. Les appli-
cations source et but dans € sont notées « et f. Lia classe des unités
de C (ou une classe d’objets) est représentée par le symbole @p; le grou-
poide des éléments inversibles de C est noté C,.

1. Rappel sur les quatuors. Soit € une catégorie. Soit JC
la classe des quatuors de @, c'est-d-dire [1] des quadruplets (¢', ', f, 9),
ol geC, feC, [ e@ et ¢ €€, tels que les composés f'-¢ et ¢'-f soient
définis et égaux.

Rappelons [1] que JE est une catégorie double (MG, BHE) pour
les multiplications longitudinale et latérale suivantes:
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M, it ) = (g, 7"f’s 7f’ g) si, et seulement si, §=¢;
DB e =79, f'7 f,G-9) i, et senlement si, f=f".

Soit @' une sous-catégorie de (; nous désignerons par [1(C;€')
la sous-classe de [J¢ formée des quatuors (¢',f',f,¢) tels gue feC
et ' €@; clest une sous-catégorie double (M (C;€), B(C;€)) de
(Me, Be). Soit J(€'; @) la classe des quatuors tels que ge ', ¢’ .
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Boit (€, p, U, ) une catégorie d’homomorphinmnes. Alors (M e, Op,

W, M S,) et (BC Op, B, B(S,; ) sont des catégories d’ho-
momorphismes, ol (Jp désigne le foncteur (double)

0,11 9~ (@), 2(), 20, p(9) -

Pour quun guadruplet G déléments de ¢, (%', 7', k, %), appartienne
& [O%, il faut et il suffit que:

a(h) =a(k), BA)=0a(®); aW)=4&), B(h)=pE)

et que Ton ait (p(¥'),» (%), p(h), p(k)) e DC. Par suite lo quatuor ¢
powra aussi &tre écrit sous P'une des formes suivantos:
(v, Op(@), %) ou (K,p(0),p(h), k).
2. (€', p)-injections. Soient C et U deux catégories et (C,p,N)
un foncteur. Soit €’ une sous-catégorie de C.
DipiNimioN 1. On appellera (&', p)-injection un élément § de 9¢
vérifiant les conditions suivantes:
Hpee.
(ii) Pour tout 7e % tel que §(§) = B(j) ¢t p(F) = p(j)- ¢, olt ¢’ € C,
il existe 7 e tel que §=j-7 ot p(§') =g’
Expmrres. 1. Si @ = @' est la

Z/\ o7
g catégorie des couples (s, s), olt s €,
P et s'eUy, ot si p est le foncteur
ﬁw/\

[B,a], alors § est une (@, [B, a]) in-
p(g)

Remarquons que 1’6lément §
dont la condition (ii) assure exis-
tence peut ne pas étre unique.

jection si, et seulement si, § admet
un inverse & droite dans .

2. 81 @ est la catégorie des
monomorphismes striets de @ [3],
les (@', p)-injections sont les monomorphismes stricts de ¢ dont I'image
par p est un monomorphisme strict de @, si (€, p, 9, Ny) cst une
catégorie d’homomorphismes.

PROPOSITION 1. Lo classe ¥ gz (motée aussi W) des (¢, p)-injections
est une sous-catégorie de la catégorie p—1(C’).

Démonstration. 8i je¥y, on a évidemment «(f) eV o B(j) eI,
‘Soient JeUts et §'eN tels que 7 =4 § soit défini. Alors p(j"’) appartient
& C'. Soit ge i tel que f(7) = (") et p(§) = p(j”)-¢"". Comme j €y
et p(7) =D")-(p()-¢7), 1l existe § <9 tel que:

g=y

(o]

g et p(F)=p@) g
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Puisque j €M, il existe §” ¢ tel gue:

g =i7" et pgN=g".
Par suite:
g=7"j-g'=7"-5" e § eAs.
Dans la fin de ce paragraphe, nous poserons:
WU=M(C;€) et U=mAA;Hs).

_DEFINITION 2: On ilira; que_T:,’ €9 est un (€', p)-sous-homomorphisme
de e, et on écriva B <Lepk, ou B <F, il existe

(Tbyii”fhﬁl)f[’??-
En particulier si s e, et § I, on a:
38 si, et seulement si, il existe j € W< tel que a(j) =s, B(j) = 8.

8i E'_{E, on a aussi a(®)<a(k) et
B(W) =< B(R). J

PROPOSITION 2. Soient ke, jeHs 4 %
ot §' e Wy tels que: h h
a(BR) = B(j) e B(R)=p3). J
8l eviste H = (p(h), p(§"), p(f), ¥') e U, s
alors il existe
H=(%,j,7,7) U tel que Clp(H)=H. 0
e

En effet les conditions: j' e et
ph-§) =p®d)-p() =p({) ¥

assurent existence de %' ¢ tel que p(A') =h" et - %' =%-§. -

"PROPOSITION 3. Soient h e, et B <, il eviste jeUs tel que
a(j) = a(®'), B(j)=a(R) et (p(R),',p(5),p (') €U, alors on az h-j-B' ™" e
et b %(c',p)h. ~

Démonstration. Posons j'=7%.5-%"" On a p(j’)=1eC. Soit
g9 tel que B(7)=B(j") et p(g) =p(j')- ¢'. Comme

pA D =p®p()-g =p()p(FT)-¢)

et que j e, il existe § ¢ tel que:

plJ)

p(FE) =p(7)g.
On trouve: p(§') =g’ et:

Flg=j-@ et
Posons §' =% §i.
G=G§)-g@=0F - &g)=4§-7.

Done j' e ¥y; par suite (&, 5,7, &) < et K <k
14%
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Dans la fin de ce paragraphe, nous supposons que (C,p, %, o)
est une catégorie d’homomorphismes. Un élément % de “i scra représents
par le triplet (8(h), p(%), a(h)).

Pour que § e soit une (€', p)-injection, il faut et il snffit gue

@) pi) e

(i) La condition:

g=(8(),p() ¢, §)eN entratne: § = («(), g, 8) €.

Remarque. Les conditions: j e )/ t p(j) e (’y entrainent § ¢ (,.
En effet, de la relation: B(j) (ﬂ N6 B €, il résulte
= (a{f), p() 7, B(}) € X. Comme j'- 7 = a(y) et -4 = B(§), on en déduit

j’ =i et §eW,.

PROPOSITION 4. Soient j et §’ demo (€', p)-injections telles que B(j)
= B(j") = 8. 8l existe [' ¢ € M)eop ) f =p(i"), alors i = (a(j), ', a(i")
est une (@', p)-injection ot §-§"

R

Démonstration. Posons s = a(j) et ' = a(j’). La relation:
§'=1(8,p() 1,¢) €A entraine § = (s, [, 8) e
puisque j e 9. Supposons § = (s, p(§)- ¢, §) ¢A. On a:
1-7=(8,20)7-¢,8) = (8,p(") ¢, &) <
et, comme §’ ¢, on obtient:
(¢,9,8)e%, done ey
COROLLATRE. 8i & contient U,, les conditions:

Jells, §'eUs,  BU)=BG) @  p(G)=p(")

entrainent: § =4,
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Démonstration. Ces conditions entrainent, d’aprés la proposi-
tion 4: (s, p(s), ') s e, de la remarque précédant la proposition 4,

on déduit (s, p(s), s’) €K, done s ={s,9(), ') = &', puisque (©, p, %,)
est une espéce de structures.

Remarque. Si @' contient des éléments § tels que a(f) = B(f), il
peut exister des (€', p)-injections j telles que a(f) = B(j).

PROPOSITION 5: Les conditions:
feey  JelUzy  R=(B0),h, () U e (h,2(), p(h), )

entrainent: Z’_: (a(j’),h’,a(i)) €N et B'<h. Si de plus on a ke, e
W eC,, alors B e°),.

En effet, d’aprés la proposition 2, on a % ¢ 9. Si de plus Z e, et
h' €@, on a aunssi:

(A p6),pG), W) €U,  done: = (a(f), ¥, a()) el .

Comme %;- % = a(j) et &'-h = a(f’), on obtient B e, .
Dans le théoréme suivant, nous posons:

2] = (&, B(B), a(R), &) € (M), o0 Fe.
[7"]=(h'yﬂ(h7 a(h), } € (M C),, ol heC.

TeBORBME 1. Les conditions suivantes sont équivalentes, ot J €%
et 7' QK

(1) ¥ < b
(ii) IV ewiste (R, ', 7, k') e (MN) 2, opy 16l que Uon ait
(B, 3", BR)) € (M) <200 -

Démonstration. Soient % = (8, &, S) et & = (s;, I, 8). Supposons
7<% Par déf.lmtlon, il existe j e W5 et § W< tels que

=k, § 5, F)e0% et Op(J)e™
Soit & = (&, Op(J)- &, k) e 0%, ol & = (W, g, ¢, »(F) e €. Comme
G=Ep0) g, 00)9, %),

on . a (S,p() g alk) €9 et (81, p(f) gi, (k) €. Les conditions:
je s et § e entrainent:

g =(s,q,al®) e et g =(s,qgi, k) eA.
Puisque &' ¢, on en déduit:
G =57 keOu, o [F]LR].
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Inversement supposons [4]-<2[R]; cest-a-dive il existe une (%, [Jp)-in-
jection J = (%, §',f, &'). Alors p(j) e € et p(j’) e C". Supposons:
g=(a®),p() ¢, 8) .

G=(hyh-§,5,8)eN

Des relations:
et

Op(@ = (b, h-pli) -, () 0> 2(8") = (OpW) D (W, - g, ¢, p(8),

il résulte: _
B Wy g, 8) e OU.
Par suite:
(s,¢,8)Ve A e jeNs.
Si de plus (8(%), ', ' B(R)) € (M) <@am, o0 a de méme §' e et par
conséquent &' <) k-

COROLLAIRE. § <,y S est équivalent & [8)<N2t,0m[8], ol s €Wy et
8 ety

_ 8. Transitivité. Solent (@,p,%) et (9, P, W) deux foncteurs.
Soient @' une sous-catégorie de C et ¥’ une sous-catégorie de 9.
PROPOSTITON 6. 8i e est une (W', F)-injection et si H(7) est une
(€', p)-injection, alors j est une (€, PP) - injection.
Démonstration. Soit § eI tel que f(g) = B(7) ot pB(F) = pB()- ¢
Corimge é(p(g)) —_—,ﬁ(ﬁ(y‘)) 86 B(7) € Azerm, il existe gf ¢ W tel que H(7)
=Pl) g1 et p(gl) =g¢'. Puisque j est une (', P)-injection, il existe
§' "X tel que:
=39 e B(h=4g,
Done j est une (€', pp)-injection.

dou  pp(F) =g .
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.PF,OP_OSITION 7. 80 (C,p, K, d) est une catégorie d’homomorphismes
et st j el est une (C', pP)-injection telle que B(f) ¢ A’, alors 7 est une
(', P)-injection.

Démonstration. Soit 7e I tel que f(7) = (7) et B(g) = B(7) -9
Puisque pP(F) =pB(j)-p(g’) et j ey pp, il existe § ¢H tel que:

g=7-7 et pB(F)=p(g).

Comme (G, p, %, d) est une eatégorie d’homomorphismes, les relations:

p(B(F) =p), o) =a(B@) et Bg)=a(p) = BE)

entrainent: p(7’) = ¢". Par suite j est une (9, 7)-injection.

Remarquons que les conditions de la proposition 7 n’entrainent pas
forcément que F(j) est une (@', p)-injection.

4. Catégories ordonnées. Soit 9, une classe de classes conte-
nant, avec une classe, toutes ses sous-classes, avec deux classes, leur
produit. Soit U la catégorie de toutes les applications (M, F, M), ou
M eN, et M’ e Ni,.

Soit~§0 la classe de toutes les classes ordonnées (M, <), ott M € Ny,
et soit 2 la catégorie de tous les homomorphismes entre classes ordon-
nées appartenant & &;. Soit 2 le groupoide des éléments inversibles de .
Soit @ application:

((ar, <), 7, (M, <)) -0, F, 3)

de & dans . On sait [1] que (W, », 3, Q) est une catégorie d’homo-
morphismes & produits finis [1], résolvante & droite [1].

Soit &' la sous-catégorie de & formée des homomorphismes stricts,
cest-a-dire [1] des homomorphismes ((M’, <), F, (M, <)) tels que: Si
Fr)=F(z') et 2’ <z, ou zeM et ' ¢ M, alors on a z = '.

Soit @ la sous-catégorie de £ formée des homomorphismes stricts
(M, <), P, (M, <)) tels que, pour tout #e M, la restriction de F' & la
classe des éléments ' <& soit une application biunivoque.

Rappelons qu'une catégorie 2(2', 2)-structurée est appelée [1] une
catégorie ordonnée. Bn remplacant O’ par O], nous poserons:

DEFINITION 3. Une catégorie 2(%, O)-structurée sera appelée caté-
gorie s-ordonnée.

Pour que (€', <) soit une catégorie ordonnée (resp. s-ordonnée),
il faut et il suffit que soient vérifiés les axiomes (Oy), (0.), (O5) et (Oy)
(resp. (0y), (0), (O5) et (Oy) [17:)

(00) € est une catégorie et (C, <) .

(01) 1 <f entratne a(f') < a(f) et B(f') <B(f).
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(0.)  Si fi-fi et fo [y sont définds et si fi <f, ot fo <f, alors:
forh<foti.

(0g)  8iom a: ' <fy alf') =a(f) e B(f') = B(f), alors {" =f.
(07)  8ion a: f'<f, " <[, a(f') = a{f") e B(f') = B(f"), alors f =jy".

TrEOREME 2. Soit (€, <) une catégorie ordonnée. La classe des j « @
tels que a(f) < § < B(j) est une sous-catégorie Cy de C qui définit un ordre
sur Co. Bi jeCyg, mous borirons: j = B(H)>a(f). On a: (h, B(R)SB(W),
a(B)Sa(®), ') e[1(C; ) i, et seulement s, b’ <hy, a(h)&>a(h') e Cy o
B(h)~B(W) e Cs.

Démonstration. Soient j et §' deux éléments de  tels que:

alf) <j <B{) et a(i’) <§ <B{).
Bi aj) =al(j’) =e et B(j) = B(j') = E, on a, daprés (O,):
=i e<Bj=7 et j=je<BE-§=j.

@’olt j =4'. Nous poserons: j = E>eeCy. Pour tout ¢e @y, ona eS>eeCs.
Les conditions:
(B&e)eCs et (e>6)eCyg

entrainent, en vertu de (O,):
¢ =¢-¢<e(e>¢)<(E>e)(e>¢)<H-E=E.
Par suite on trouve:
(EEe)(exe)=(B&¢)eCy.
Boit k= (h, e >¢1, eS¢, I') e (@5 C3). En utilisant (0,), on a:
N Bo=eW<(e>e)h=h(e>e)<h-e=h.
Inversement les conditions:

W<h j=am)>alW) et
entrainent, d’aprés (0,): )
W <BhY)-h et §R = (" B)a(h) < hej.

11 résulte alors de (O5) que j'- /= h- 4, c’est-h-dirve: (h, §', 1, k') € [1(€; C).
OororraTRE 1. 8i (€, <) est s-ordonnée, U = [1(C; Cz) vérifie
Vawiome:
W Bik=Maxe,0>e,1)eW et k=66, e>e, )W,
on a: W' =h", et par suite k =k,

' =Bk & (W)

COROLLATRE 2, Soit (.G', <) une catégorie ordonnée. Si MC est munie
de sa 3}ructm‘e fle catégorie ordonnée [11, pour Dordre induit par la classe
ordonmée produit (G4, <), on a: M(C; Cg) =M(C)<.
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DEFINITION 4. Nous dirons qu'une catégorie ordonnée (€', <) est
complétement réguliere & droite si, pour tout couple (E,e), oL eec G,
EcC et e <B, il existe E>¢cCy.

Soit € une ecatégorie. Soit @' une sous-catégorie de C qui définit
un ordre sur C,. Désignons par < la relation sur @ définie par: f' < f si,
et seulement si, il existe (f',§', 7, /) ¢ O(C; €).

PROPOSITION 8. Avec les notations précédentes, (C, <) est une caté-
gorie ordonnée complétement réguliere & droiie: pour que (C, <) s0it s-or-
donnée, il faut et il suffit que U = M(C; @) vérifie Vaxiome (u).

DirFINTION 5. Nous dirons que (9, <) est wne catégorie ordonnébes

\

au-dessus de (€', <) relativement & p si les conditions suivantes sont
vérifiées:

1) (O, <) et (€, <) sont des catégories ordonnées.

() (€, p, X, H,) est une catégorie d’homomorphismes, o% ¥, est
le groupoide des éléments inversibles de L.

(iit) On a: (€, <), p, (U, <)) 2.

5. Catégorie d’homomorphismes au-dessus d’une catégorie
ordonnée. Soit (G, p,%, J) une catégorie I’homomorphismes. Supposons
que (¢, <) soit une catégorie ordonnée et soit C; la sous-catégorie de
€ construite ci-dessus. Nous poserons: U = [M(C; €s).

Soit § une (Cy, p)-injection, s = a(j) et § = p(j). On a:

() ={p(®)&p(s) eCx.
Par suite § est entiérement déterminé par la donnée du couple (S, $).
Nous poserons: j = 8§ >,s. En particulier si s = §, alors §&p8 =s.

DEFINITION 6. Avec les notations précédentes, nous dirons que §&,8
est une p-injection, ou que s est une sous-structure de 8 dans (C,p, ¥, I).
Nous écrirons aussi dans ce cas: s 8. Si & est un (Cy, p)-sous-homo-
morphisme de %, nous dirons aussi que k' est un sous-homomorphisme
de T et nous poserons: & <k, ou B <h.

Bxumrre. Dans (@, Ide, €, @), on a: ¢<E si, et seulement si, il
existe HSe e Cy. Ainsi les catégories C< et Cye1ap Sont identiques.
On a: f'<2f si, et seulement si,

a(f)alf), BUI<B(H) et <i.
Les rvelations f' < f et f/<2f sont donc les mémes si, et seulement si,
(@', <) est complétement régulidre & droite.
ProposITioN 9. La condition: K <,k entraine p(R)<p(k) dans
(€, 1de, C, @). Les conditions:
B <pk, B2k e
entrainent:

dans

p(F")<p(¥)

B2,W . .

(€, 1de, €, €)
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Démonstration. Soient &= (8,5, 8) e et & = (s{, ', s) e
tels que %' <%. Comme on a:

Op(h, 8,5, 8¢, 1) U,

on obtient p(%)<3p(h) dans (C,Ide, C, C). Soit X" = (s¥, b, s") ')

tel que: B’ <%k et p(A")<Lp(A') dans (C,Ide, @, C). Les relations:
P(8S)eCyy, p(8>5") e Cy et p(s') &> p(s) € € entrainent:
P(8&s)-(p(s)Sp(s") =p8&s"),

car G est une catégorie définissant un ordre sur la classe de ses unités.
En utilisant la proposition 4, on en déduit:

"<
Enfin, puisque p(%")<p (%), on a:
Op(R, i, 8 S8, B") eWU;
par suite (B, 51587, 8' S8, W) e O et B <%

COROLLAIRE. 87 & contient N, les conditions:

Iy < s _’P(Tl/) =P(7‘”)

et, de méme

s <8

<k et
entrainent:

b o= h".
En effet, ces conditions entrainent:

P—aBeal)els, "=al)sall)els et p(j)=pl").

Done j" = j§", en vertu du_corollaire de la proposition 4, c'est-d-dire
a(h’) = (k). De méme, B(%') = (k). Par suite b’ = %",
THEOREME 3. 8i & contient X, (U, <3,) est une catégorie ordomnée

complétement réguliére & droite, au-dessus de (', <) relativement & p; de
plus on a:

W2,k si, et seulement si,

a(F) =2y a(B), B(F) =2 B(R) et p(B) <p(h).
o Démonstration. Supposons s<8 et 8<Ls, olt se My, et &e'lfy.
n a:
P®)EpeCs et p(s)>p(8) eCy,
d’ott p(s) =p(8) et, aprés le corollaire de la proposition. 9, s = 8.
Il en résulte que la relation: s2§ est une relation d’ordre dans Gy et,

d’aprés la ‘p\ropt\)sitim_l 8, (¥, <) est une catégorie ordonnée compldte-
ment réguliére & droite. Le corollaire de la proposition 9 signifie:

(€ <)y 2, (%, <) € Bi.
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Enfin, pour que Pon ait &' <3, 7%, il faut et il suffit que lon ait:
a(B)<Zp alk), (W)=, ﬁ(z_)s
Op(k, aB) & a (), BB & BE), B) U .
On déduit du théoréme 2
alF)<pal®), BE)=ZHBE) et p(E)<p().

CoROLLAIRE. 8% (€', <) est une catégorie s-ordonnde ef si & contient
Uy, alors (U, <3p) est ume catégorie s-ordonnde.

et

que ces conditions sont équivalentes a:

Les propositions 3 et 5 et le théoréme 1 s’énoncent maintenant:
ProrosirioN 3'. Les conditions:

heN,, HeMN,, af)palf) e

entrainent a _
F<2F,

PROPOSITION 5. Soient h = (81,h,8) e ¥, s<8 et 5,<8,. Sl existe
B < tel que a(h') =p(s) et B(W) = p(s1); on a: B = (s, ', 8) € H. Si de
plus heN, et W' eC,, alors B eI, .

THEOREME 1'. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(i) ¥ <k dans (C,p,%, J).

(i) [F'1<2AT et [B(RNI<UB(B)] dans (M€, Op, M, M (U5 5,),
la catégorie M C étant munie de sa structure de catégorie ordonnée.

Soit de plus (9, P, N, S) une catégorie d’homomorphismes. Nous
supposons ¥ muni de sa structure de catégorie ordonnée (%, <<). Des
propositions 6 et 7, il résulte:

COROLLAIRE. Soient 5, ef S ey. On-a 558 si, et seulement si,
5038 ¢t B(5)<pB(S).

6. Catégories sous-préinductives et sous-inductives. Soit
(W, w,£2,82) la catégorie d’homomorphismes construite au n° 3.

Soit 5° la sous-classe de £, formée des classes sous-préinductives,
cest-d-dive [2] des classes ordonnées (4, <) e B, dans lesquelles est vé-
rifié axiome:

Solent wed, o' cd et z'ed tels que o' <w et 2" <. Alors les
éléments @' et 2’ admettent une borne inférienre x' ", appelée leur
intersection.

Soit 9° la sous-catégorie de 0 formée des applications sous-inductives
entre classes sous-préinductives, dont les éléments sont done [2] les tri-
Dlets ((4', <), F, (4, <)) tels que

(4, <) €90p3’ (4, <) Eggs

p(E)<p®

et F vérifie 'axiome:
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Soient ved, @' ed, "4 tels que o' <z et 2" <z Alors on a:
F(a' ~x') =F(x')~Fz").

(W, w,T7°,F%° ~ 2) est une catégorie d’homomorphismes & produits
finis, résolvante & droite [1]. W étant munie de sa structure usuelle de
catégorie ordonnée (et méme inductive), une sous-structure de (4, <)
dans cette catégorie d’homomorphismes est une sous-classe sous-pré-
inductive de 4, c’est-d-dire une sous-classe A’ de 4, munie de Vordre

induit par <, et telle que les conditions:
o ed, u'ed, wed,

entrainent:

<z et @' <a
g ed .

Nous poserons: J%° = J* ~D'; on a aussi J7 = T ~0i; en effet, si
(4, <), F, (A, <) eT™ et si on a1 o' <w o' <z et F(z)=F(e"),
alors F(z' ~n2") =F(2') =F(x"), Ao &' ~n o' =o' =2z [2].

DirmNITION 7. Une catégorie 7 (7, J%°)-structurée sera appelée
catégorie sous-préinductive.
Une catégorie sous-préinductive est aussi s-ordonnée.

THEOREME 4. Pour que (C', <) soit ume catégorie sous-préinductive,
il faut et il suffit que soient vérifiés les axiomes suivants:

(1) € est une catégorie, (C, <) est ume olasse sous-préinductive et les
agiomes (Oyp) et (Os) somt vérifiés.

{I*®) Les conditions: ' <} et ' <f entrainent:
a(f ~f)=alfy~alf) e B ~nf')y=8(")nBF").

Démonstration. Les conditions sont évidemment nécessaires.
Montrons qu’elles sont suffisantes. Soient ¢ € G, €' ¢ C; et ¢’ € Cp tels que
¢ <eet ¢ <e En vertu de (I*), on a:

a(e ~ne')=ale)nale)=¢ e eC.

Done € est une sous-classe sous-préinductive de (@, <). Soit € %€
1a classe des couples (g, f) compogables. Les conditions:

9, NeC%€, (¢,f)e@%€, (f,f)eC%e,
0, )<, ) e (¢,7)<(g,f)
dans la classe sous-préinductive produit (€ x@, <) entrainent:
<9, ¢'<yg, ¥F<f et <.
Par suite de (I*%), il en résulte: k
af nf) =alf)~alf);  Blg ~g") =B(g) ~ Blg") H
alg’ g} = alg) ~alg”) = B(f') ~ B(") = B ~ 1),

icm
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&olt (f mng" F ~f")e@%C. Ainsi % est une sous-classe sous-
préinductive de (€x C, <). En vertu de (0,), on a:

k=(glf\g”)'(]uﬁf”)<[/"f’f\g”']’"=k’;
g <gf et gfr<y-f,
don

a(®') = alf) ~a(f’) et BE)=pg') ~ Blg").

Puisque a(k) = a(k’) et f(k) = B(k'), on trouve k =1, on utilisant
Taxiome (Oj). Ceci prouve que Papplication:

w (g, f)—=g-f
est une application sous-inductive de (€ % €, <) dans (C, <). Par con-
séquent, (¢, <) est une catégorie sous-préinductive.

ProprosSITION 10. Soit (€', <) une catégorie sous-préinductive; soient
eeCy et ¢ eCy. Sie et e admettent une intersection € ~ ¢ dans ©, alors
on aen e el

Démonstration. Posons h=ene. On a ab)<ene =h et
B(h) <h. Les conditions:

ueCy, wu<e et wu<e
entrainent:

w<a(h) et wu<p(h).

Par suite ¢ et ¢’ admettent «(h) et f(h) pour intersection dans Cp; il en
résulte: «(h) = p(h) et, en utilisant 'axiome (O,):

ho=a(h)eCy.

DEPINITION 8. Soit (€', <) une catégorie sous-préinductive. Soient
g eCetfel. Soit g, > la classe des couples (¢’ 1) tels que ¢’ < ¢, /' </,
et que ¢~ ' soit défini. Si la classe ({g,f>) des composés ¢'-f', o (¢, ')
€<¢, 7>, admet un plus grand élément, nous le noterons gf et Yappelle-
rons pseudo-produil de g 6t f.

Soit (€7, <) une catégorie sous-préinductive. Le pseudo-produit a les
propriétés suivantes:

(i) Soient g, < ¢ et f, <f. Si gif, et gf sont définis, on a 0f < gf.

(ii) Si gf est défini, on a a(gf) < a(f) et Blgf) < B(g)-

(ii) Soient ¢ e G, E e C; et 6 < H. Si He (resp. eE) est défini, on a:

a(Be) =e¢ (resp. f(eB) =e).

ProposSITION 11, Soit (€, <) une catégorie sous-préinductive. Soz’gm
geC et fe@ Mi la classe =(<g,[>) est majorée dans C et il exisle
(9'sF) € <g, > tel que Blg') =Blg) et a(f’) = a(f), alors ¢'-f" =gf.
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Démonstration. Soit (g,f’) e {g,fy. Comme ¢ § et g7 sont

majorés dans C, lintersection:
k — gllf/ A gll_f/!

est définie et, en vertu de l’axiome (I*), on a:

a(k) = a(f') ~ a(f’) = a(f") <a(f)

et
i B(k) =plg") ~ Blg") =Bg") <Blg).
Par suite
o g1 =k<g-f,
dolr g'-f = gf.

CorOLLATRE 1. Soit fe C; si 62 a(f) (dans (@, Ide, @, @), alors fe est
défini et on a a(fe) =e e p(fe) =B(f). 8 {'<f on a:

1 =B (fa(f)) -

Pémonstration. La classe =(<f, e>) est majorde par f et <fre>
eontient (f, a(f)&¢). Done f-(a{f)&e) = fe. Supposons F<f; alors on a

fa(f') =f-(a(f) & a(f) .

Comme la classe »(<B(f'), fa(f')}) est majorée par 7 et que {B(f'), fa(f)>
contient (8(f),f), on trouve: f' = BU) a(f')).
COROLLAIRE 2. Soient ¢ @, et EeC,. On a: << T si, et seulement si,
e < E, Fe est défini et f(Be) =K. La relation ¢eE entraine He = B e.
' En effet, si ¢ < B, si Pe est défini et si B{Ee) = H, on a: He =H>e
puisque e = a(H¢). Inversement si HS~¢eCy, on 3 B ¢ = Fe en vertu
du corollaire 1.

COI'L(.)ILAIRE 3. 8i (C,p, U, U,) est une catégorie dhomomorphismes,
la fow,dmo'n: 8<<p 8 entraine: p(8S,s) = P(8)p18); la condition W <ph en-
traine: p () =p (B(1)) p (W) (a (k).
- Soit J5 1a sous-classe de §%° formée des classes sous
a-dire [2] des classes ordonnées (4, <) eﬁo
T’axiome suivant:

o Z.I‘oute sous-classe A’ de 4 majorée dans (4, <) admet une borne
uﬁene}lre M 4’, appelée son intersection,

Si (4 » <) est une classe sous-inductive et i A’ est une sous-classe
de A majorée par z ¢ 4, la clagse des majorants z' de 4’ tels que o' < &
admet un pelus grand élément, appeld sous -agrégat{2] de A’ et noté le'.

Soit J° la sous-catégorie de 9P* forméde dos applications inductives

entre classes sous-inductives, dont les éléments i
sont [2] les triplets
(B, <), F, (4, <)) e 5 tels que: [] s

(A7<)€%: (B, <)€gg

’

-inductives, ¢est-
dans lesquelles est wvérifié

et que F vérifie laxiome:
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Les conditions: 4" C 4 et 4’ majoré par » dans (4 , <) entrainent:

& v
F(UA)=UF(4), oh y=F(a).

J° contient comme sous-catégorie pleine la catégorie J (voir [1a])
des applications inductives entre classes inductives. Pour que (4, <)
appartienne & J, il faut et il suffit que (4, <) e J*° et que, pour toute
sous-classe A" de A majorée dans (4, <), tous les sous-agrégats de A’
soient égaux; le sous-agrégat unique de A’ est moté | JA' et appelé
agrégat de A'.

(W, 0,99 ~ Q) et (WM, w,9,9 ~ Q) sont des catégories d’homo-
morphismes & produits finis, résolvantes & droite.

Soit (4’, <) €J"; une sous-structure de (4, <) dans (M, 0, 9% 9" ~ Q)
est une sous-classe sous-inductive faible de (4, <), c’est-a-dire une sous-
classe A’ de A, munie de Vordre induit par < et telle que: Si A" est

une sous-classe de A’ majorée par 2’ e A, on a: CJA” ed’.

Nous poserons: §° =P~ et 9 =9~

DEFINITION 9. Une catégorie J°(9', J°)-structurée sera appelée
catégorie sous-inductive.

Rappelons [la] qu'une catégorie J(9’, J)-structurée est une caté-
gorie inductive. Une catégorie inductive est aussi une catégorie sous-
inductive. Une catégorie sous-inductive est aussi une catégorie sous-
préinductive et par suite une catégorie ordonnée.

THEOREME B. Pour qu'ume catégorie sous-préinductive (€, <) soit
sous-inductive, il faut et il suffit que (C, <) soit une classe sous-inductive
¢t que Vaxiome suivant soit vérifié:

(I®) Les conditions fi<f, o% f1e @, eI, [ e C, entrainent:

a(f)

i f B
a(.UIft)=“UIa(ft) et ﬂ(iEUIft)=“UIﬂ(ft)~

Démonstration. Les conditions sont évidemment nécessaires.
Montrons qu’elles sont suffisantes. En effet, soient:

{ge,f) e@ %€, (g, /) eC %€ et (g1, f1) <(g,f) dans (€xE, <),

ofl §eI. Puisque g; < ¢ et fi <f pour tout ¢el, on a:

al 1
(G0 =Jaton = oo = 1o,
7 a(f) g Bg)
e(Uf)=Ualfy et B(Ug)=UE@)
iel iel tel iel
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Par suite (U ¢z, Ufi) € "% . De plus:
1€l i€l

9 1 -7
gi-fo<U - Ufi=k, Qol 7Glg=b{/z'f{<k.
iel i€l i€l

11 en résulte: a(k’) = a(k) et B(k') = B(k), donc &' = k. Ceci prouv
) v Y = [, oprouve que

(6, <) (e %e, <) e '

PROPOS.ITION 12, Soit (@', <) une catégorie sous-inductive. Sotent geC
e feC. Sl eviste he@ tel que: a(g) <h et B(f) <h, alors le pseudo-
produit gf est défini.

Démonstration. Soit & (vesp. F') la classe des éléments g’ (vesp. ')

. 3 Y] s =t g ’ rd ! y

tels.qu’ll existe (¢, f') e g, >. Soit §' = J@ et ' = U F. Bn utilisant
Taxiome (I°), on obtient:

a(g At

= ) ’ n ' ) ] F
aff) =Ua(@) = a(@) =UBE) =B(F);
comme §' << g et f <f, il en résulte:
(@ F)elg, 5, done g =gf.
COROLLATRE. Les conditions feC, e < a(f) et & < B(f) entrainent que
les pseudo-produits ¢'f et fe sont définis.
PRD?’OSI‘?ION 13. 80 (€, <) est une calégorie sous-inductive comple-
tement réguliere & droite, les conditions:
fe@, ee@ et e, e<alf) e ¢<B(f)
entrainent:
afe)=e e Ble'f)=e .
Démonstration. D’aprés le corollaire 1 de la proposition 11, on a:
alfe) =e et f(fe) = B(f).
Soit € = B(¢'f); comme ¢’ < ¢, on a:
ge’<e et ¢f<f, Qon (e'e”, e'f)e (e, f>.
Par suite: (¢'e”)- (¢'f) < ¢'f. Puis e i \
> . que ¢ ¢’, on obtient: ey = ¢
résulte e <¢”, done ¢ = ¢’ = p(e'y). =% . ne Pl = Ten

o En llgzrticulier, i '(E’, \<) est une catégorie inductive au sens de [4]
ftcomvp’ ement régu}léll‘e & droite, la proposition 13 signifie que (€, ‘<)
es a:;lbslnunzs catégorie inductive régulidre (au sens de [4])

PPliques au cas ol (€', <) est une catégorie i stive, résults
du § 35 .redonnent les résultats de [1a], § I. i} dnetive, los xésultass
y .S()éer‘xfes(e, <) et (‘f)(, <) deux catégories ‘sous-inductives. Soient

< < les sous-catégories de 9 et Cresp. associées aux relations d’ordre
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(théoréme 2). Nous supposerons que (I, <) est une catégorie ordonnée

au-dessus de (C', <) relativement & p et que axiome suivant est vérifié:
Soient ke A et se ), tels que s < f(F). On a: p(sh) = p(s)p (k).
ProrosITION 14 8i &' <K dans (U, Idg, U, U), on a: B <y b
Démonstration. Supposons s<<8 dans (), Idg, -),%). On a:

p(S}s)e(B\ .

Soit Fe'd tel que f(7) =28 et p(7) =p(8Ss) ¢’y ol ¢ ¢ C. Comme
(ﬁ(g'), g’) e {p(8), p(7)y, il résulte de la proposition 11 que ¢’ = p(s)p(F)-
Par suite p(sg) = ¢'. Les relations:

ﬂ(s§)<87 a(8§)<a(§),
PBGEP) =Bg) =p6) et plalsh) = alg) =p(a(7)

entrainent f(s7) =s et a(sg) = a(g), d’ott 7= (85)-87. On en déduit
§<p8. Si k' <ph, dans (9, Idg, ), 7)), on obtient, d’aprés ce qui précede:

a(®)<Zpa®), BE)<LAM).

Par conséquent &’ <2, %, puisque p (&) < p (k).

COROLLATRE. Soit (9,7, X) un foncteur. Si 7 est une (s, P)-in-
jection, alors j est une (Cz, pP)-injection.

En effet, on a B(7) ¢z, Lob B(a(f)) <p B(B(7), d’aprés la propo-
sition 14. Le corollaire résulte alors de la proposition 6.

Remarque. Si (9, <) est complétement régulidre & droite, la con-
dition %' < % entraine %'<3,h, d’aprés la proposition 14. Toutefois il existe
généralement des sous-homomorphismes 7 <y qui ne sont pas majorés
par % dans (9, <). I en est ainsi dams la catégorie T des applications
continues entre espaces topologiques, considérée comme catégorie d’homo-
morphismes au-dessus de la catégorie des applications de classe dans
classe, lorsque ‘C est munie de sa structure usuelle de catégorie inductive
(T" < I si, et seulement si, 1" est la topologie induite par T sur un
ouvert de 7). Pour une discussion de cette question, voir [1a], théore-
mes 3 et 4, §T.
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