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Sur les demi-groupes compacts et connexes

par
R.P. Hunter * et L. W. Anderson* (University Park, Penn.)

Nous nsioorodnsé certains aspects de la structure des demi-groupes
compacts et connexes, c’est-a-dire, nous étudions la question de l'exi-
stence de divers types de sous continus. Nous avons recours & la notion
suivante (voir [2]). On dit qu'un tel demi-groupe S est algébriquement
irréductible entre les points o et b lorsque ces deux points ne se laissent
unir par aucun sous-demi-groupe compact et connexe qui soit différent
de 8. Il s’ensuit d’aprés la maniére classique qu’un demi-groupe com-
pact et connexe contient un sous-demi-groupe compact, connexe et algé-
briquement irréductible entre chaque couple de ses points. La termi-
nologie suit généralement cela de [13].

TafhorEME 1. Soit 8 un demi-groupe compact et commewe algébrigque-
ment irréductible entre son identité e et son zéro 2. Alors H , le sous-groupe
mazimal contenant e, est un continu.

Démonstration. Soit ¢ le composant de H, qui contient e. Nous
supposons, au contraire, que O # H,. Puisque le quotient H,/C est un
groupe compact et dim(H./C) =0, il existe des petits sous-groupes de
H contenant ¢ qui sont ouverts et fermés. Done, il existe des ouverts
Vet O tels que VAaH, #9, CCO, 2¢V* L 0% T'=H.n 0 est un
sous-groupe, V* ~ 0* =@, et H,CV u O. Puisque TT = T, il existe un
ouvert W tel que 7'C W C O et WW C 0. Soit 8, I’idéal bilatére engendré
par ensemble fermé 8 —V —W. Donec 8, est un idéal fermé, et puisque
H,CV v W, l'on a aussi, §; ~ H,=0. Il découle que §—8,=V'v W’
ol V' et W' sont des ouverts contenus dans V et W respectivement.
En particulier, §, = 8§ —V'—W’ est un idéal et W W' ~ V' =. On sait,
[3], qu'il existe un sous-continu M tel que e¢eH,~ M, MC W et
M—H,+@. Soit X le demi-groupe compact et connexe engendré par M.

X=(Mo Mo M. ).

Nous démontrons d’adorq queV’~X=0.

* Avec Lappui de The National Science Foundation NSF GP 237 et NSF GP 610.


GUEST


184 R. P. Hunter et L. W. Anderson

Supposant, au contraire, que V' ~ X @, il existe un &lément de
la forme
My MMy oo Mg e V', mge M.

Nous pouvons supposer que ¢ soit le plus petit tel entier. Done,
MMMy oo Mgy ¢ V' &b Pon 2, g my.omy_g €8,

OU MMy My... Mgy e W' car S uV' v W =28, 8i mmy... me_ye 8y, il
s'ensuit que (mymy ... Mmg_1)my € S§;m, C 8.
Bi mymy ... Mg e W' Ton a (mym,... mg_y)mye Wm,C WW' et
puisque W'W’' AV’ =@, l'on a
My My oo Mg é V'

Clest-a-dire, dans chaque cas, on a une contradiction. Aingi, X AV’ =@.

Soit # un élément quelconque de X —H,. Done, Sz8 est un idéal
compact et connexe qui ne contient aucun élément de H,. (On sait bien
que S—H, est un idéal.) Ainsi, X u Sz8 est un sous-demi-groupe com-
pact et connexe différent de 8. (Yest une contradiction. Ainsi, H, est
un continu.

CorOLLATRE 1. Soit 8 un demi-groupe compact et connexe, avec iden-
tité e, qui nest pas un groupe. Alors, si HY est dispersé, 8 contient un sous-
demi-groupe M, compact connexe et non-Aégénéré, tel que

Mr\He’—:{@}.

Démonstration. Ayant recours & un sous-continu qui est un demi-
groupe algébriquement irréductible entre le noyau K et e, le corollaire
suit du théoréme 1.

COROLLAIRE 2. Soit 8 un demi-groupe compact et connewe avec iden-
tité 0. 8% 8 peut étre immergé dans E* et west pas un groupe, alors 8 con-
tient un sous-demi-groupe M, compact, conneze ¢ non-dégénéré, tel que

Mr\ng{e}.

Démonstration. Soit M un sous-continu qui est un demi-groupe
algébriquement irréductible entre ke X et e, Aprés le théoréme 1,
M ~ H, est un continu. Ainsi, puisque SCE?, M ~ H, = {e} ou M ~ H,
est une courbe simple fermée. Dans ce cas-ci il s'ensuit que M contient
un idéal J tel que le quotient M/J peut étre immergé dans E. (Lexi-
stence d’un tel idéal J suit car M — (M ~ H,) est connexe.) Alors, le demi-
groupe M/J est cempact, connexe avec identité et zéro. On sait bien
qu'un tel demi-groupe me peut pas étre un séparateur de Tespace B2
Puisque H, ~ M n’est pas un séparateur de M/J mais est un séparatenr
de E? il découle que M/J est un disque, dont la frontidre soit H,. Le
théoréme suit de la structure connue d’un tel demi-groupe [4].
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Selon une petite modification de la démonstration du théoréme 1,
on peut démontrer comme suit: o ,
Soit 8 un demi-groupe compact et connewe avec identité e et zéro 2.
8i €, est la composante de H, qui contient e, alors 8 contient un sous demi-
L e
groupe M, compact el connexe, tel que

seM, MAH,=0C,.

Quant & la notion d'un demi-groupe compact connexe et algébri-
quement irréductible entre zéro et identité, aprés [5] la structure est
plutdt bien connue si le demi-groupe soit abélien. Bien entendu, la stru'c-
ture peut étre trés compliquée. A ce moment, sa,u'f les résultats donnés,
ici, on ne sait pratiquement rien du ecas non—a}')éhen.

En résumé nous nous avons le résultat suivant:

Soit 8 un demi-groupe, compact et conneve avec identité e, qui n’est
pas un groupe. Alors, il ewiste un sous-demigroupe M compact et connexe
(non-dégénéré) tel que ]

MA Hg = { 8} s
dans chacun des cas sutvants:

(1) S est abélien [5].

(2) H, est dispersé.

(8) S est immergé dans EP.

Rappelons les équivalences de Green [9]: Soient § un demi-groupe
queleenque et a,beS.

a=b(l)sSava=8bub,

a=bR)ysavalS=>bubsS,

a=b(F)savSavalSu8aS=0buSbubSu 8hS.
=LK V‘ et, finalement, D=L R,

= b (D) veut dire qu’il existe un élément ¢ tel que a = ¢ (L) et ¢ = b (R).
I s’ensuit, [9], que Lo R =RoL =D. )

Koch et Wallace ont montré que D =g pour un demi-groupe com-

pact. (Plus généralement, 1’on a D = § pour un demi-groupe stable [8].)

TefoREME 2. Soit S un demi-groupe compact et connexe el que chagque
L-classe contienne un idempotent. Alors, B est un continw.

Démonstration. Nous considérons d’abord, le cas dans lequel S ait
un zére. D’aprés un résultat de Koch, [6], il suffit & d_émogtre que_ pour
chaque idempotent e 2 et chaque ouvert V, eeV, il existe un,ldem-
potent f tel que f ¢ V—e et efe = f. Pour voir cela, on remarque d’abord
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qu'il existe une suite {e;} des idempotents qui'converge vers un idem-
potent g eL,. Puisque ege = ¢, il découle que la suite {eese} converge
vers ¢. Il sufit facilement, en choisissant les points ¢; dans Se —Le, que
¢616 7 ¢ pour tout 4. Il découle alors que ¥ est un continu. Si § ne con-
tient pas un zéro, c’est-d-dire, si K est non-dégénéré, nous utilisons le
quotient S/K et remarquons que B ~ K est un continu.

THEOREME 3. Soit § un demi-groupe compact et connexe tel que B est
connexe. Alors, si e e E—K, il existe ke K ~ B e un arc [%, €] tels que
[k, €] est un sous-demi-groupe, [k, e]C B, ¢t [k, e]ln K = {k}.

Démonstration. D’abord on considére lo quotient de Rees §/K.
Ayant recours au théorém de [6], il s'ensuit qu'il existe un arc [{K}, ¢}
qui est un demi-groupe composé entierement des idempotents. Soif
a: §—>§/K Yapplication canonique. Done, [a“l{{({K}, e]}}]* est un demi-
Toupe compact et commexe. Il découle d'aprés la démonstration du
théoréme 6 de [12] que [a|({K}, *—a (K}, e} = (K} est adgs-
néré. Ainsi, [%, ¢] est un arc contenu dans ¥ et [k, €]~ K = {k}.

On sait qo’un demi-groupe régulier satisfait aux hypothéses des
théorémes 2 et 3 (voir [7]).

Plus généralement, nous remarquons le résultat suivant:

THEOREME 4. Soit S un demi-groupe compact et connexe qui nest
pas un groupe. 8i chague D-classe D satisfait & la condition D2PAD#£@,
alors, 8 satisfait aux hypothéses de théorémes 2 et 3.

Démonstration. Scient %,9 €D tels que zy ¢ D. Il §’ensuit d’aprés
[Jou[7]lque 28 ~ D =R, =1a R-classe de @ et que Sy A D — L, =1a
L-classe de y. Ainsi, ay ¢ R, ~Ly. I découle d’aprés le théoréme 3§ de [7]
que By~ L, contient un idempotent. Ainsi, puisque D est régulier,
d’aprés le théoréme 1 de [7], echaque £-classe contient un idempotent.
Ainsi, les hypothéses des théorémes 2 et 3 sont remplis.

Dans cette note mnous noms sommes intéressés aux sous continug
qui sont, & Ia méme fois, des sous-demi-groupes.

Quant 4 la question de Dexistence des sous-continus spéeianx d’une
autre sorte, qui ne sont pas nécéssairement sous-demi-groupes, par’
example, on doit mentionner le résultat suivant [10]:

Sott 8 un demi-groupe compact et connese avec identité. St H est une
¥e-classe tel que H = K, Vidéal minimal, alors pour chaque point heH,
il existe un sous-continu non-dégénéré X tol que

XnH =

) On voit sans peine que la condition H # K est nécéssaire. En effet
81 H = K, alors il peut arriver que H soit un C-ensemble. (Voir [111.)
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